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Vorwort 

Zu der Abfassung des vorliegendes Werkes bin ich veranlasst 
worden durch das mir in meinem Amte mehrfach entgegengetretene 
Bedürfniss nach einem Buche, welches geeignet ist, die Studirenden 
der Mathematik und Physik soweit in die Grundlehren und Methoden 
der allgemeinen Mechanik einzuführen, als diese in den Vorlesungen 
über die einzelnen Theile der theoretischen Physik zur Anwendung 
kommen und als bekannt vorausgesetzt werden müssen. Ausserdem 
habe ich gemeint, dass bei der. immer wachsenden Bedeutung, welche 
theoretisch -physikalische, speciell mechanische Betrachtungen in den 
verschiedensten Gebieten der Naturwissenschaft gewinnen, dem Chemiker, 
Mineralogen, Physiologen u. a. f. ein Buch willkommen sein möchte, 
welches die analytische Mechanik nicht nach ihren mathematischen, 
sondern nach ihren physikalischen Beziehungen behandelt, in knapper 
Form alles für das Verständniss und die Anwendung Wesentliche 
bietet und doch nur geringe mathematische Yorkenutnisse des Ijesers 
erfordert. Denn, wie der Name „elementare Mechanik" andeuten soll, 
wird in dem vorliegenden Werk nur der Inhalt der gewöhnlichen ein- 
leitenden Vorlesungen über Inünitesimalrechnang und analytische 
Geometrie vorausgesetzt, von der Theorie der Reihen, der Differential- 
gleichungen, der Potentialfnnction , der elliptischen I^nctionen u. s. w. 
aber kein Gebranch gemacht 
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IV Vorwort. 

Der Zweck, durch die'Eiitwickelung der Grundgesetze der Mecha- 
nik in das Studium der theoretischen Physik einzuführen, hat die Form 
des Buches bestimmt Von der Vollständigkeit, welche ein Handbuch 
der Mechanik zu zeigen hat, musste durchaus abgesehen und in jeder 
Hinsicht nur eine Auswahl geboten werden. Die Ableitung der Grund- 
gleichungen für die Bewegung von Massenpunkten, von starren und 
von nicht starren Körpern ist auf möglichst directe und anschauliclie 
Weise vorgenommen und jede Auseinandersetzung Aber andere zu 
ihnen führende Wege, wie über die-hiermit im Zusammenhang stehen- 
den allgemeinen mechanischen Principien, ist unterlassen. Von Anwen- 
dungen sind besonders solche bevorzugt, welche eine practische Bedeu- 
tung haben, z, B. die Theorie wichtiger physikalischer Messinstrumente 
liefern. Bei allen ist ein grosser Werth auf die Discussion der theo- 
retischen Resultate gelegt, um sowohl zu zeigen, welche Fri^en an 
dieselben gestellt werden können, als auch, wie ihre Beantwortung zu 
linden ist Eine Reihe von Nebendingen, welche dem Anfanger leicht 
Schwierigkeiten bieten, aber gemeinhin übergangen werden, wie das 
doppelte Vorzeichen in Differential- und Integralgleichungen, das 
Gültigkeitsbereich von Lösungen und dergl., sind mit Ausführlichkeit 
besprochen, um den Leser zu veranlassen, sich über jeden gethanen 
Schritt vollständige Klarheit zu verschaffen. 

Die Beschränkung hinsichtlich der Anwendung der Hülfemittel 
der Mathemathik hat besonders im dritten Theil, der Mechanik nicht- 
starrer Körper, zu einer von der gebräuchlichen theiiweise abweichen- 
den Darstellung geführt Da die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen nicht vorausgesetzt werden sollte, so war es nöthig, 
sowohl in der Dynamik idealer und reibender Flüssigkeiten, wie in 
der Statik der elastischen Körper von der Betrachtung unendlicher 
Körper auszugehen, für diese ein System von particulären Lösungen 
der bezüglichen Differentialgleichungen aufzustellen und den Uebergang 
zu endlichen Körpern dadurch vorzunehmen, dass Oberflächen auf- 
gesucht wurden, welche bei Annahme dieser Lösungen unt«r gewissen 
Umständen ihre Begrenzungen bilden können. Wurde durch diese 
Methode die Behandlung einiger wichtiger Probleme, z. B. der Biegung 
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Vorwort. V 

eines elastischen Stabes, nnthunlich, so ergaben sich dafür andererseits 
interessante und lehrreiche Beaehungen zwischen gewissen Froblemea 
der Elaatieiiät und Hydrodynamik, die bei der gewöhnlichen Darstel- 
lung nicht 80 lebendig henortreten. 

Von Quellenangaben bezüglich der behandelten Probleme oder der 
gewählten Darstellung habe ich vollkommen abgesehen; dieselben 
hätten bei der so ausgedehnten Literatur über Mechanik das Buch 
unverhältnissmäasig belastet und erschienen mir um ao mehr überflüssig, 
als jeder Leser, der in dieses Gebiet tiefer eindringen will, zu einem 
der grossen Handbücher über Mechanik greifen wird, in denen sich 
ausführliche LiteratuiTerzeichnisse finden. 

Hier will ich nur hervorheben, daas die „Einleitung in die theo- 
retische Physik" betitelten Vorlesungen meines verehrten Lehrers P. E, 
Neumann (Leipzig 1883), welche in einem engeren Bereich nahe das- 
selbe Ziel verfolgen, wie meine Arbeit, mir vielfache Anregungen und 
hinsichtlich der Anwendung der mechanischen Gleichungen auf die 
Theorie physikalischer Messiostrumente auch directe Vorbilder geliefert 
haben.' Andererseits habe ich die Vorzüge neuerer, theilweise verein- 
fachter Darstellungsweisen, die sich in den Vorlesungen von A. Clebseh, 
C Neumann, G. Kirchhoff und Anderen finden, möglichst auszunutzen 
geäucht. Eigenes zu geben bot sich natürlich in einem so unendlich viel 
angebauten Gebiete nur selten Gelegenheit, am meit^ten noch im letzten 
Theil, der, wie oben gesagt, für die besonderen Ziele dieses Buches 
eine besondere Darstellung verlangte; vielleicht erweckt die Behandlung 
der elastischen Schwingungen unter consequenter Benutzung der von 
Biemann in seiner Arbeit „Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen 
von endlicher Schwingungsweite" (Abh. der Gctt. Ac, d. Wiss. VIII, 1860) 
zuerst mit^etheilten , äusserst anschaulichen Integrationsmethode das 
Interesse auch des Fachmannes. Im Uebrigen konnte meine Aufgabe 
nur sein, aus der Fülle des Materialea Passendes auszuwählen und 
durch Anordnung und Darstellung das Interesse an dem Gegenstand 



' Leider sind diese Vorlesungen in so fehlerhafter Gestalt herausgegeben 
wordou, dass mau Bedenken tragen muss, Anfönger auf sie zu vern'eieen. 
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zu wecken und das Vprstfindni-ss der EDtwickelungeii zu erleichtern; 
ich )iabe mich derselben mit grosser Liebe unterzogen und hoffe, das 
gesteckte Ziel nicht ganz verfehlt zu haben. 

Den Herreu Dr. P. Drude und Dr. F. Pockels, welche mich bei 
der Correctur des Satzes treulich unterstützt haben, sage ich für ihre 
Hülfe herzlichsten Dank. 

Göttiugen, im Juli 1889. 

w. Voigt. 
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Erster Theü. 
Mechanik materieller Funkte. 



§ 1. Uateiieller Punkt, Irä|;heit; Einlieiten für Lan^n und Zeiten, 
Soalaren und Vectoren. 

Die Ableitung der allgemeinsten Gesetze für die Bewegung eines 
Körpers, welche das letzte Ziel unserer Entwickelungen bildet, ist ein 
sehr complicirtes Problem, das wir erst nach mannig&chen Vorberei- 
tungen in Angriff nehmen können. Gemäss dem in allen Theilen der 
theoretischen Physik angewandten Verfahren, von speciellen einfachen 
Fällen auszugehen und aus diesen die complioirten zusammenzusetzen, 
vereinfachen wir uns ebenfalls die Aufgabe, indem wir die Betrachtung 
an einen speciell gewählten Körper anknüpfen, bei dem bis zu einem 
erst später scharf zu bestimmenden Grade die von der Form und Zu- 
sammensetzung der Körper herrührende Complication des Bewegungs- 
problemes in Wegfall kommt. 

Wir betrachten die Bewegung eines materiellen Punktes, d. h. 
einer Quantität Materie, die sich innerhalb eines so kleinen Baumes 
befindet, dass seine Dimensionen gegen alle bei der Aufgabe sonst in 
Betracht kommenden Längen — z. B. gegen die während der Bewe- 
gung in endlicher Zeit zurückgelegten Wege, gegen die Entfernungen 
von anderen Massenpunkten — verschwindend klein sind. 

Es ist wegen der Anwendungen nützlich, diese Definition dessen, 
was wir unter einem Massenpunkt verstehen wollen, wohl zu beachten; 
Nicht die Kleinheit des Körpers für unsere Wahrnehmung (die soge- 
nannte absolute Kleinheit), welche nirgends eine wesentliche Bedeutung 
in der Mechanik besitzt, lässt eine Vereinfachung des Bewegungspro- 
blems zu, sondern eben nur das genannte Verhältniss zu andern bei 
der Bewegung in Betracht kommenden Ijängen. 

Indem wir also von Form und Zusammensetzung der betrachte- 
ten Körper absehen, bleibt zur Unterscheidung verschiedener nur Eines 
übrig, die Menge der in ihnen verein^^n Materie. Das Maass dieser 

Volgl, Eitia. Mrcbsnlk. 1 
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2 Mechanik materieller Punkte. 

Quantität werden wir gewinnen durch die Eigenschaft der Trägheit, 
die wir seit Galilei aller Materie beilegen gemäss folgender Definition: 

Die Materie ist träge, das heisst sie verlässt den Be- 
wegungsziistand, in welchem sie sieh befindet, nicht ohne 
äussere Ursache. Verschiedene Körper besitzen verschiedene 
Trägheit, das heisst sie setzen dem Uebergang aus einem 
Zustand in den andern verschieden grossen Widerstand ent- 
gegen. 

A\'ir legen die Eigenschaft der Trägheit der Materie bei; damit ist 
ausgesagt, dass wir es hier mit einer Annahme zu thun haben, die, 
obwohl sie ein Fundament der ganzen theoretischen Mechanik bildet, 
eine directe experimentelle Prüfang nicht gestattet; in der That hat 
man im Alterthum die entgegengesetzte Ansicht vertret«n und für rich- 
tig gehalten, dass ein einmal in Bewegung gesetzter Körper von selbst 
der Ruhe zustrebe; auch giebt es gewisse Erscheinungen, die sieh durch 
die Annahme eines Mediums von verschwindend kleiner Trägheit am 
einfachsten erklären. 

Die Hypothese der Trägheit prüfen wir wie zahlreiche andere 
in der theoretischen Physik eingeführte indirect, indem wir die 
Folgerungen, die sich aus denselben durch strenge Analyse ergeben, 
mit der Beobachtung vergleichen. Wir werden ein System von Hypo- 
thesen so lange für zulässig halten, als alle aus demselben mit Strenge 
folgenden Thatsaehen mit der Wirklichkeit übereinstimmen und nicht 
durch eine kleinere Anzahl unabhängiger Annahmen zu erklären sind. 

lim die Eigenschaft der Trägheit zur Festsetzung einer Scala zu 
verwenden, welche die Messung der in einem Massenpunkt vereinigten 
Quantität Materie gestattet, wenden wir uns der Betrachtung der Be- 
wegung unseres materiellen Punktes zu und werden durch dieselbe 
Mittel erhalten, zu erkennen, wann der in dem Trägheitsgesetz ein- 
gefilhrte „Bewegungsznstand" sich mit der Zeit ändert oder nicht ändert. 

Nach den getroffenen Festsetzungen ist die Lage eines als Massen- 
punkt bezeichneten Körpers vollständig bestimmt durch den Ort irgend 
eines in ilim beliebig angenommenen mathematischen Punktes, seine 
Bewegung durch die Ortsveränderung desselben mit der Zeit Die bei 
der Bewegung von ihm beschriebene Cune nennen wir die Bahn des 
Massenpunktes. 

Den Ort bestimmen wir durch die Coordinaten, zumeist die recht- 
winkligen ar, y, z, des Punktes in Bezug auf ein ruhendes Coordinat«n- 
system. Ist der Punkt in Bewegung, so ändert sich x, y, % mit der 
Zeit (, es ist z. B. 

^ = ?=((), y = -vw, * = z(0; 

die Bewegung ist voltständig „beschrieben", d. h. ihre Gesetze sind 
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. g 1. MsterielleT Funkt, Trägheit; Einheiten für Längen etc. 3 

erschöpfend angesprochen, wenn für einen Massenpunfct diese drei 
Functionen der Zeit begannt sind. Aus ihnen folgen unter Anderem 
die Gleichungen der Bahn, als des Inbegriffes aller za irgend einer Zeit 
vom Funkt eingenommenen Orte, indem man aus den vorstehenden 
drei Formeln durch Elimination zwei von t freie bildet 

Ist die Gestalt der Bahn gegeben oder sonst bekannt, so ist es 
unter Umständen Tortheilhaft, den Ort des Massenpunktes in der Bahn 
zu bestimmen durch den längs der Bahn gemessenen Abstand s, den 
jener zur g^ebenen Zeit ( von einem anf der Bahncurve willkürlich 
angenommenen Nullpunkt besitzt Indem man die Richtung der Bahn 
von jenem Funkte aus nach der einen Seite positiv, nach der andern 
n^aÜT rechnet^ kömmt man dazu, auch positive und n^ative Werthe 
der Entfernung s zu benutzen. Die Abhängigkeit der Länge s von 
der Zeit t, also eine Relation von der Form 

8 = m, 

bestimmt vollständig die Bewegung des Maasenpunktfls in der Bahn. 

Sollen Bew^ungsphänomene der numerischen Berechnung unter- 
worfen werden, so ist es nöthig, die Einheiten festzusetzen, in welchen 
die auftretenden physikalischen Grössen gemessen werden sollen. Bis 
jetzt sind uns nur zwei Arten derselben voigekommen: Längen und 
Zeiten. Als Einheit der Ijänge benutzen wir zumeist das Centimeter, 
beiläufig der tausendmillionste Theil des Erdmeridianquadranten, iu 
präciserer Weise definirt als der hundertste Theil der Länge des in 
Paris aufbewahrten Normalmeters bei der Temperatur des schmelzen- 
den Eises. Als Einheit der Zeit benutzen wir die Secunde, beiläufig 
der 86 40ü. Theil der Dauer eines Sonnentages, genauer derselbe Bruch- 
theil derjenigen constanten Länge des Tages, die man erhalten würde, 
wenn die Erde sich während eines Jahres in einem Kreise so um die 
Sonne bewegte, dass sie in gleichen Zeiten stets gleiche Bogen beschriebe 
(Secunde des mittleren Sonnentages). In diesen Einheiten sind im 
Folgenden zunächst alle Angaben und Rechnungen gemacht zu denken. 

Die Gegenüberstellung von Längen- und Zeiteinheiten giebt Ver- 
anlassung, noch eine allgemeine ' Bemerkung anzuschliessen. Drücken 
wir den Abstand zwischen zwei Zeit- oder zwei Raumpunkten numerisch 
ans, so ist dadurch zwar die gegenseitige L^e der beiden Zeitpunkte 
vollständig bestimmt, nicht aber ebenso die der beiden Raumpunkte, 
denn dazu ist ausser der Länge ihres AbsUndes auch noch die Rich- 
tung, in welche derselbe fällt, erforderlich. 

Dies weist uns darauf hin, dass wir es hier zunächst mit zwei 
verschiedenen Arten von Beziehungen zu thun haben werden, mit 
solchen, die durch eise Zahl erschöpfend ausgedrückt werden, und 
mit solchen, die hierzu ausserdem noch der Angabe einer Richtung, 
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4 Mechanik materieller Punkte. 

d. h. der Festsetzung von zwei Winkeln gegen zwei festgelegte Bieh- 
tungen bedürfen. 

Die Grössen, welche Beziehungen der ersten Art aasdrücken, 
nennen wir Zahlgrössen oder Sealaren, die, welche solche der letzteren 
Art geben, Eichtungsgrössen oder Veetoren; von beiden werden wir 
im Folgenden eine grosse Zahl kennen lernen und benutzen. Dazu 
bemerken wir im Voraus, dass nicht stets die VectorgrÖssen nach ihren 
allgemeinsten Eigenschaften zur Geltung kommen und unter Umständen 
scheinbar als reine Zahlgrössen auftreten, z. B. stets dann, wenn es sich 
um die Ve^leichung von Veetoren handelt, die sich sämmtlich auf 
die gleiche Richtung beziehen. So sind Abscissen, obwohl Strecken, 
doch ebenso Sealaren wie die Zeiten; hingegen ist der Badius im Polar- 
coordinatensystem, als durch Länge und Kichtungswinkel bestimmt, 
recht eigentlich ein Vector. 

§ 2. Qleiohförmige geradlinige Bewegimg, Oewhwindigkeit; 
Dimensionen. 

Die denkbar einfachste Bewegung wird ein Massenpunkt dann 
ausführen, wenn er sich längs einer geraden Linie so fortschiebt, dass 
er in gleichen Zeiten gleiche Wegstiecken zurücklegt. In diesem Falle 
wächst sein Abstand s von dem auf der Geraden willkürlich ange- 
nommenen Nullpunkt linear mit der Zeit, was sich ausdrückt durch 
die Formel: 

s = s,+ Vl, (1) 

in welcher s, und V Constanten sind. 

Hierin bedeutet s„ diejenige Entfernung s, die der Massenpunkt 
zur Zeit ( = besass, d. h. in dem Moment, von dem aus wir die -Zeit 
in Zeiteinheiten zählen. Zu zwei andern Zeitpunkten (, und (,, von 
denen t, später fallen mag als t,, möge die Entfernung die Werthe s, 
und s, besitzen, dann ist s, — s, der in der Zeit l, — t, zurückgelegte 
Weg, und man bezeichnet das constante Verhältniss dieses Weges zu 
der zum Durchmesser nöthigen Zeit, nämlich 

i^ = F, (2) 

als die Geschwindigkeit der gleichförmigen Bewegung. 

Da (, später fallen soll als (,, so ist (, — (, stets positiv, V hat 
also das Vorzeichen von s, — s, und wird positiv oder negativ sein, 
je nachdem der erste oder zweite Ort des Massenpnnktes weiter nach 
der als negativ bezeichneten Seite der Bahngeraden liegt Die Ge- 
schwind^keit ist also positiv oder negativ, je nachdem die Bewegung 
naieh der positiven oder negativen Seite der Bahn hin stattfindet Wir 
drücken dies kurz so aus, dass wir sägen: die Geschwindigkeit hat 
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die Bichttiiig der Bewegung. Die Qescliwindigkeit ist sonach eine 
Tectorgrösse, 

Von der betrachteten Bewegung haben wir gesehen, dass sie durch 
eine nach Kichtung and Grösse unveränderliche Geschwindigkeit 
charakterieirt ist; man nennt sie daher gleichförmig, oder gleich- 
förmig geradlinig. Da bei ihr also der Bewegnngszustand onTeränder- 
lich ist, so werden wir aus dem im Yorigen Pan^raphen auseinander- 
gesetzten Tr§gheitBprincip schhessen müssen, dass sie dann stattfindet, 
wenn ein Massenpunkt sich- selbst überlassen ist Ein sich selbst 
überlassener Massenpunkt nimmt eine gleichförmige gerad- 
linige Bewegung an; in dem specieUen Falle verschwindender Ge- 
schwindigkeit verharrt er an seinem Änfangsort 

Wir gehen nnn zu der numerischen Berechnung der Geschwindig- 
keit über. Jfach der gegebenen Definition ist dazu die Abmessung 
einer Länge und einer Zeit nothwendig and ausreichend; sind die Ein- 
heiten für Längen- und Zeitmessungen festgesetzt, so ist dadurch über 
die Einheit der Geschwindigkeit bereits verfügt — sie ist {wie man 
sagt) keine fundamentale, sondern eine abgeleitete Einheit. 

E^e Geschwindigkeit 7 ist also, nachdem wir Centimeter und 
Secunde als fundamentale Einheiten eingeführt haben, eine solche, bei 
welcher der Weg in Centimetem, und die zu seiner Durohmeesnng nöthige 
Zeit in Secunden ausgedrückt, das Zahlenverhältniss 7 ei^eben. Um- 
gekehrt besitzt ein Massenpunkt, der in gleichförmiger Bewegung wäh- 
rend 5 Minuten 15 Meter zurücklegt, die Geschwindigkeit 

Wir schhessen hieran eine allgemeine Bemerkung. 

Die Verbindung, in welcher die Fnndamentalgrössen — von denen 
wir bisher die beiden, Länge und Zeit, benutzt haben — in irgend 
einer physikalischen Function derselben auftreten, nennt man ihre 
Dimension in Verallgemeinerung des Gebrauchs, nach welchem 
ein Gebilde, das darch das Produkt zweier oder dreier Längen ge- 
messen wird — also eine Fläche F, ein Baum fi — , als von zwei 
oder drei Dimensionen {in Bezug auf die Länge als Fundamentalgrösse) 
bezeichnet wird. Die Dimension einer Funktion bezeichnet man 
durch den in eckige Klammern geschlossenen Buchstaben [0], die 
Dimension der Fundamentalgrössen Länge und Zeit analog durch \t\ 
und \i\ und drückt den Znsammenhang zwischen ihnen durch eine 
Gleichung aus nach den Beispielen 

m = n. [Ä]-m, [n-pr-]. [hf-] = [)■(]. 

Diese Schemata zeigen alle anschauhch, welche Arten von funda- 
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mentalen Einheiten in einer Function auftreten, und welche Benennung 
ihr demgemäss zu ertheilen ist Eine Fläche beti%t eine Anzahl 
[em'j {Quadratcentimeter), ein Kaum eine Anzahl [cm"] (Cubikcenti- 
meter), eine Geschwindigkeit eine Anzahl [cm, sec~*]. Sie gewinnen 
besondere Wichtigkeit bei Yertauschung von fundamentalen Maassein- 
heiten, z. B. Gentimeter mit Meter, Secunde mit Minute, wie das in 
der practischen Physik häufig geschieht 

Hier Übersieht man leicht die folgende B^l: Ist die neue 
Längeneinheit das A-fache, die neue Zeiteinheit das r-fache der alten, 
so wird eine Grösse 0, deren Dimension 

m-p-«-] 

ist, sich in den neuen Einheiten durch eine (A~"t~") mal grössere Zahl 
ausdrücken als in den ursprünglichen. So hat man eine Geschwindig- 
keit) die in Centimetem und Secunden g^ben ist, mit 60/100 = 0,6 
zu multipliciren, um sie in Meter und Minuten zu verwandeln. 

Tn Bezug auf die Dimensionen gilt auch die fernere leicht ver- 
ständliche Bemerkung: Alle durch Addition, Subtraetion oder Gleich- 
setzung verbundenen Functionen müssen gleiche Dimensionen besitzen. 

Nachdem wir im Vorstehenden die Dimension der Geachwind%- 
keit ausführlich erörtert haben, wird die folgende Betrachtungsweise 
nicht zu einem Missverständniss führen. 

Setzen wir in der Deflnitionsgleichung 



den Nenner t, — l, = 1, so bezeichnet der Zähler s, — s, den in dieser 
Zeiteinheit zurückgelegten Weg, und es erglebt sich scheinbar die viel 
angewandte Definition der Geschwindigkeit der gleiehlörmigen Be- 
wegung als die in der Zeiteinheit zurückgelegte Wegstrecke. 
Aber diese Definition ist nur in dem Sinne richtig, dass die Geschwin- 
digkeit proportional ist der in der Zeiteinheit zurückgelegten Weg- 
strecke, durch sie gemessen, veranschaulicht wird, denn Geschwindig- 
keit und Weg sind von ganz verschiedenen Dimensionen, können also 
zwar numerisch, niemals aber physikalisch gleich werden. 

Indessen lässt sich die angeführte Definition, vorsichtig ange- 
wandt, mit Vortheil benutzen, um verschiedene gleichförmige Be- 
wegungen anschaulich darzustellen und zu vergleichen. Während 
gleicher Zeiten Sl werden bei verschiedenen gleichförmigen Bewegungen 
Strecken zurückgelegt, die mit den betreffenden Geschwindigkeiten 
proportional sind, die also, als Längen auf der Bichtung der Bewegung 
aufgetragen, Alles, was eine gleichförmige geradlinige Bewegung 
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charakteiisirt, nämlich Grösse uod Richtung der Geschwindigkeit, an- 



In diesem Sinne werden wir Strecken weiterhin als Repräsen- 
tanten von Geschwindigkeiten gleichförmiger Bewegungen benutzen. 
Dabei soll, wenn V eine Geschwindigkeit bezeichnet, (F) ihren Reprä- 
sentanten geben. Ein gleiches Verfahren liisst sich für jede andere 
Vectoi^sse ebenfalls anwenden. 

§ 3. ZiuBinmenaetEQng und Zerlegung gleichförmiger 
Oeaoh windigkeiten. 

Wird, während der betrachtete Massenpunkt mit der Geschwindig- 
keit V, längs einer Geraden a, fortschreitet, diese Gerade selbst mit dem 
auf ihr wandernden Funkt in einer beliebigen Richtung a, mit einer 
Geschwindigkeit V, gleichförmig verschoben, oder befindet sich die 
Gerade umgekehrt in der Richtung a, und hat der Massenpunkt auf 
ihr die Geschwindigkeit V,, während sie selbst in der Richtung o, 
mit der Geschwindigkeit V, verschoben wird, so sagen wir, dass der 
Massenpuokt gleichzeitig die Geschwindigkeit V, in der 
Richtung a, und V, in der Richtung a, besitzt Indem wir 
diese Torstellung weiter ausbilden, können wir einen Massenpnnkt 
beliebig viele Geschwindigkeiten r» in beliebigen Richtungen gleich- 
zeitig annehmen lassen. 

Bleiben wir zunächst bei nur zwei Geschwindigkeiten, so ergieht 
die unmittelbare geometrische Anschauung folgenden unter dem Namen 
des Parallelogrammes der Geschwindigkeiten bekannt«n Satz: 

Ein Massenpunkt, der gleichzeitig zwei constante Ge- 
schwindigkeiten r, und V, in den Richtungen a, und a, be- 
sitzt, bewegt sich gleichförmig in gerader Linie mit einer 
Gesammtgeschwindigkeit V, deren Repräsentant {V) nach 
Grösse und Richtung gegeben wird durch die Diagonale in 
dem ans den Repräsentanten der gegebenen Geschwindig- 
keiten {V,) und (F,) vervollständigten Faralletogramm. 

Diese Construction liefert nach der 
nebenstehenden Kgur sogleich folgende 
Formeln: 

(F)*= (F,)' + {¥,)' -t- 2(r,)(F,) cos fp, 
(V.) .___ JK) ^ (F)^ 
Bin 9, Bin r, sin r 

welche, da die Repräsentanten mit den Fig. i. 

Geschwindigkeiten proportional sind, fiir letztere ebenso liefern: 

F' = F,' -I- F.- + 2V.V, cos <p, -^'- ^ ^ = —■ (3) 
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Stehen zwei Geschwindigkeiten V„ V, mit einer dritten Fin dem 
vorstehend erörterten Zusammenhang, so nennen wir sie der letzteren 
aeqniTalent und hezeichnen dies knrz durch 
V aeq. V„ F,. 
V heisst dann auch die Resultirende aus V, und V„ umgekehrt 
heissen V, und V, die. Componenten von V. 

Die Constmction des Parallelogramms gestattet nun bei wieder- 
holter Anwendung auch für beliebig viele gegebene Geschwindigkeiten 
die resultirende Gesammigeschwindigkeit nach Grösse und Sichtung 
zu bestimmen (s. Fig. 2). 

Denn wie V, aeq. V„ V, ist, so ist auch 

r„ aeq. V,, V., ä. h. aeq. V„ F„ r„ 
V,„ aeq. r„, V„ d. h. aeq. V„ V„ V„ F. u. s. f. 
Beachtet man, dass in der Figur, welche die successive Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten darstellt, die gebrochene Linie 0, 1, 2, 3, 4 
durch die gleichsinnige 
Aneinanderreihung der 
Repräsentanten sämmtr 
, ücher gegebenen Ge- 
schwindigkeiten gebildet 
wird, so kann man das 
Resultat der Operation 
anschauUch auch so aus- 
sprechen: 

Um bei n gege- 
benen Geschwindig- 
keiten denRepräsen- 
tanten der resulti- 
renden Gesammtge- 
schwindigkeit zu construiren, füge man die Repräsentanten 
aller gegebenen Geschwindigkeiten gleichsinnig an einander. 
Die Strecke vom Anfangs- bis zum Endpunkte der so er- 
haltenen gebrochenen Linie giebt nach Grösse und Rich- 
tung den Repräsentanten der resultirenden Geschwindigkeit 
Als speeielles Resultat sei angeführt: n parallele Geschwindigkeiten 
setzen sieh zu einer einzigen gleichgerichteten zusammen, deren Grösse 
gleich der Summe aller gegebenen ist 

Der obige allgemeine Satz lässt sich ohne Weiteres in folgender 
Weise umkehren: 

Jede gebrochene Linie, mittelst deren man die beiden 
Enden des Repräsentanten einer gegebenen Geschwindigkeit 




Fig. 2. 
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yerbindet, lässt sich deuten als die gleichsinnige Aneinander- 
reihnng der Repräsentanten Ton Geschwindigkeiten, welche 
mit der gegebenen aequivalent sind. 

Hieraus erhellt sofort, dass, während das Problem der Zusammen- 
setzung von gegebenen Geschwindigkeiten vollständig bestimmt war, 
seine Umkehrung, die Zerlegung einer gegebenen Geschwindigkeit in 
ein System aequivalenter Componenten, unendlich viele Lösungen zu- 
lässt und zu seiner Bestimmung noch einschränkende Bedingungen 
verlangt 

Von diesen sind die wichtigsten die folgenden: 

a) Eine gegebene Geschwindigkeit V ist zu zerlegen in zwei Com- 
ponenten, für deren eine die Grösse V, und die Richtung, d. h. der 
Winkel go,, den sie gegen V einsehliesst, gegeben ist. 

Nach Fig. 1 erhält man hier sofort 

F,' = F' + F," - 2 FT, cos 9>. = (F- F.)' + 4 F, F sin* ^, 

Y {^) 

Sin V'=^^ sm ff,. 

h) Eine gegebene Geschwindigkeit F ist in zwei Componenten zu 
zerlegen, deren Richtungen (natürlich mit F in einer Ebene h^nd) 
durch die Winkel qn, und gc,, die sie mit V einschliessen, gegeben sind; 
gesucht sind ihre Grössen F, und V,. 

Man erhält nach Fig. 1 

F= F . f""- , V,^V ■ ';° *■ ■ (5) 

Bin (», + »,) sin (», + ».,) ^ ' 

Stehen die beiden Richtungen normal zu einander, d. h. ist gp, -|- 9>i = x ' 
so ist 

F, = Fsin {p^ = Fcos tp,; V, = Fsin ip, = Fcos ^,. (6) 

c) Eine gegebene Geschwind^keit F ist in drei zu einander nor- 
male Componenten zu zerlegen, deren Riehtungen gegen F gegeben 
sind. Bezeichnen wir diese drei Richtungen als die Coordinatenasen 
mit X, T, Z, die Winkel Ton F mit ihnen durch k, ß, y, die Ge- 
schwindigkeitscomponenten ihnen parallel mit u, v, w, so ist: 

M = F cos a, 11 = F cos (?, w = V cos ;-, (7) 

und umgekehrt 

cosfi = ulF, &)sß = vjV, cos r = ^lV, V = u' + v' + V!'. (8) 

Dies Resultat ist zu benutzen, um das allgemeinste Problem der 
Znsammensetzung von beliebigen Geschwindigkeiten, das wir bisher 
nur geometrisch behandelt haben, nun auch analytisch durchzuführen, 

Wir denken uns n beliebig gerichtete Geschwindigkeiten gegeben 
durch ihre Grösse F, und ihre Richtungswinkel «j, ß^, y,,; es handelt 
sich um Richtung und Grösse der Resultirenden F. 
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Zerlegen wir jede einzelne Geschwindigkeit V^ nach den drei 
Coordinatenaxen X, Y, Z, so mögen die entstehenden Componenten 
«*, v^, Wt genannt werden. Es ist dann: 

u,, = r» cos a», V» = r» cos ßi, «ifc = r» cos y^. (9) 

Die parallelen Componenten lassen sich aber sogleich zusammen- 
setzen zu einer einzigen Geschwindigkeit, die gleich ihrer Summe ist; so 
gelangt man zu nur drei Componenten parallel A', Y, Z von dem Betrage 
M = 2v^, V = Sv„, 

= :£'nco3«i., =:£'n. 

und diese geben, nach den letzten Formeln zusammengesetzt, die resul- 
tirende Gesammtgescbwindigkeit V und ihre Bichtungswinkel «, ß, y 
durch die Gleichungen: 

r' = M'+c* + w*, e08(e = M/r, coaß=-vjV, eosy = wjV. (9") 
Auch das Problem der Zerlegung einer Geschwindigkeit behandelt 
sich unter Umständen besonders bequem durch Einführung der Com- 
ponenten nach den Richtungen der Coordinatenaxen. 

Sei z. B. das oben mit a) bezeichnete Problem angenommen: die 
Zerlegung einer gegebenen Geschwindigkeit V in zwei Componenten, 
von denen die eine V, sowohl nach Grösse als nach Richtung gegeben 
ist. Die Richtung von V sei durch die Winkel a, ß, y, die Ton F, 
durch die Winkel a„ ß„ y, gegen die Coordinatenaxen gegeben, die 
der gesuchten Componente V, ebenso durch a„ ß„ y,. Für die Compo- 
nenten nach den Coordinatenaxen gilt demgemäss: 

«=rcoeof, V =' V cos ß, w = V coa y, 

u,= V, COS «,, V, = r, cos ß,, w, — V, cos y„ 

M, = F, cos a„ f , — F, COS ß„ w, = F, eos y,. 

Da F die Resultante aus F, und F, sein soll, so muss nach dem eben 

Gesagten gelten: 

«=«, + »(,, V ^v,^v„ w = w. + w„ 
also 

U, = M — M,, V, = V —v„ w, = w — w,, 

nnd es bestimmt sich daher F, nach Grösse und Richtung durch die 

Formeln ^^ 

F. = y {« - «.!• + (v~ ».V + (w - MiJ' 

(10) 



§ 4. Plötiliohe Aendernnp der Geiohwindigkeit; Impnlae, Haiaen. 

Diese letzten Gleichungen sind von Nutzen für die Beurtheilung einer 

plötzlichen Aenderuag der Geschwindigkeit nach Grösse und Richtung. 
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Verwandelt sich nämlich eine gleichfBnnige Beweguog von der Ge- 
schwindigkeit V in der Riclitnng a plötzlich in eine ebensolche von der 
Geschwindigkeit V, in der Eichtung «,, so können wir den Vorgang 
ansehen als entstanden durch den Hinzutritt einer Geschwindigkeit V 
in einer bestimmten Eichtung a, 
welche natürlich in der Ebene durch 
V und V, liegt, zu der ursprünglich 
vorhandenen V. 

In der That, ist in der Figur (3) j 
die Strecke (17^ oder {2^ der Re- 
präsentant der ursprünglichen Ge- 
schwindigkeit V, und {2^,) der Repräsentant der definitiven V,, so ist der 
Repräsentant der hinzugetretenen Geschwindigkeit V die Strecke (äTäi)- 
Dieselbe bestimmt sich dnrch die Gleichungen (10) gemäss der neuen 
Bezeichnung in der Form: 




-nr^. oos|y = ^y^, cos;-': 



(11) 



Eine solche Äenderung der Geschwindigkeit kann nun nach dem 
Trägheitsprincip nicht ohne Ursache vor sieh gehen; in unserem Falle 
kann aber jene Ursache der Aendemng nur eine unendlich kurze Zeit 
hindurch wirksam sein, da nach dem plötzlichen Wechsel die Ge- 
schwindigkeit weiterhin nach Richtung und Grösse unverändert bleibt 
Eine momentan wirkende Bewegungsursache nennen wir einen Impuls 
und legen ihm, indem wir seine Eigenschaften nach denen der von 
ihm erzeugt«n Geschwindigkeit V heurtheilen, eine Richtung bei, zu- 
sammenfallend mit der Eichtung a' dieser Geschwindigkeit, und setzen 
seine Stärke proportional mit deren Grösse V. Es liegt hierin aus- 
gesprochen die fundamentale Annahme, dass zur Erzielung einer Ge- 
schwindigkeitsänderung V für denselben Massenpunkt stets derselbe 
Impuls eri'orderlich ist, gleichviel zu einer wie grossen und wie ge- 
richteten Geschwindigkeit V jener Zuwachs hinzutritt. Er ist also auch 
derselbe, welcher nöthig ist, um dem zuvor ruhenden Massenpunkt 
(r=0) die Gesammtgeschwindigkeit V zu ertheilen. Bezeichnen wir 
die Stärke des Impulses mit /, die Winkel seiner Eichtung gegen 
die Coordinatenaxen mit a, b, c, so machea wir den Ansatz: 

J= VC, a' =a, ß" =b, / = c, (12) 

in welchem C den Froportionalitätsfactor bezeichnet, von dem wir vor- 
läufig nur wissen, dass er für den betrachteten Massenpunkt eine Con- 
stante ist. 



DigilizedbvGoO^^lC 



12 Mechanik materieller Punkt«. 

Da ein Impuls nach dem voiatehend Gesa^n eine Teotur- 
grösse ist und sich von einer gewissen Geschwindigkeit nur dnrch 
einen constanten Factor unterscheidet, ao können wir ihn genan wie 
die Geschwindigkeit durch eine Länge repräsentiren, die auf seiner 
lüchtung abgegrenzt und mit dem Repräsentanten der von ihm her- 
vorgebrachten Geschwindigkeit proportional ist, oder auch, da es sich 
nur um Vergleichungen handelt, zusammentallt. 

Femer kann mau alle Betrachtungen über die Zusammensetzung 
oder Zerlegung von Geschwindigkeiten sogleich auf die Impulse aus- 
dehnen. Denn ist eine Geschwindigkeit V aequivalent mit einem 
System V„ V,... V,, so ist auch der Impuls J = VC, der die erste 
Geschwindigkeit F hervorzubringen vermag, aequivalent mit dem System 
J„ J,...J„, von denen jedes /» = V],C die entsprechende Gieschwindig- 
keit V^ erzeugen kann. 

Speciell ist ein Impuls / aequivalent mit einem System paralleler 
Impulse /,, J,.../,, wenn 

femer ist derselbe aequivalent mit drei Impulsen F, G, H parallel den 
Goordinatenasen — seinen Componenten — , wenn 

F^'Jcosa, = Jcosb, H^J fioae; (13) 

dabei haben die a, b, c die gleiche Bedeutung der Richtungswinkel 
von / wie in (12). 

Auf Grund dieser letzteren Erwägung können wir zunächst die 
vier Gleichungen (12), welche unsere Festsetzungen bezüglich der 
Richtung und Stärke unseres Impulses enthalten, und von denen die 
letzten drei wegen der bekannten Relationen zwischen den drei Rich- 
tungswinkeln gegen rechtwinklige Aien nicht unabhängig von einander 
sind, durch folgende drei unabhängige ersetzen: 

F=uC, G = vC, S^tv'C, (14) 

die aus (13) sogleich folgen, wenn man darin die Relationen (12) und (7) 
einsetzt. Diese Formeln lassen sich nun auch so aussprechen: Die Ge- 
schwindigkeitsänderung 7", welche ein Impuls J hervorbringt, ist aequi- 
valent mit den drei Componenten m', r, w' parallel den Goordinaten- 
asen, welche die drei Componenten F, G, H von J, jede für sich 
allein wirkend, erzeugen würden. 

Die vorhergehende Bemerkung gestattet uns, einen wichtigen Schluss 
über den Werth der Froportionalitätseonstanten C zu ziehen. 

Denken wir uns n Massenpunkte gleicher Grösse aus gleicher Sub- 
stanz, also auch gleicher Masse, durch n gleichzeitige, gleiche und 
parallele Impulse von der Ruhe in Bewegung gesetzt, so werden ihre 
Geschwindigkeiten gemäss den Formeln (12) und (14) ebenfalls gleich 



DigilizedbvGoO^^IC 



!^ 4. Plübdiche Aenderung der Geschwindigkeit; Impulse, Massen. 13 

und parallel sein. Da sie sonach während der Bewegung ihre gegen- 
seitige Lage anverändert belbehalteD, so kann man sie, ohne den Yai' 
gang zn ändern, auch während oder bereite yor dem Beginn der Be- 
wegung durch starre masselose Verbindungen an einander fesseln oder 
zu einem neuen Massenpunkt von der »-fachen Masse zusammenf^en. 
Auf diesen sind also jetet eben&lls n parallele gleiche Impulse J gleich' 
zeiMg auszuüben, um die Geschwindigkeit V" hervorzubringen. Nun 
sind aber n gleiche parallele Impulse aequivalent mit einem einzigen 
von n-facher Stärke und wir gelangen daher zu dem Resultat, dass 
zur Hervorbringung einer gleichen Geschwindigkeit bei einem n-fachen 
Massenpunkt auch der n-fache Impuls nöthig ist. 

Sonach ergiebt sich, dass für die Vergleichung der Wirkung ton 
Impulsen auf Massenpunkte derselben Substanz die Constante C mit 
der Quantität Materie M, welche dieselben enthalten, proportional mn 
muss und wir schreibeD können: 

J=V'Mc. (15) 

Hieraus folgt auch V = JjMo, d. h. durch denselben Impuls werden 
um so kleinere Geschwindigkeiten erzielt, je grösser die im Massen- 
punkt vereinigte Quantität Materie M ist Die Masse M erscheint also 
als der Bewegung durch den Impuls ent^genwirkend , als ein Wider- 
stand für die Bewegung. 

Die Relation J= V'Mc ist abgeleitet nur für verschiedene Massen- 
punkte derselben Substanz; die Constante o wird also zunächst noch 
von der Substanz abhängig sein, z. B. für Eisen einen anderen Werth 
haben können, als für Schwefel u. s. f. In Bezug auf sie stellen wir 
folgende Erwägung an. 

Während von Massenpunkten derselben Substanz der eine natur- 
gemäss von «-facher Masse als ein anderer zu bezeichnen ist, wenn er 
sich in n dem letzteren gleiche zerlegen lässt, ist es zunächst voll- 
kommen willkürlich, wann wir eine Masse einer Substanz gleich dem 
Einfachen oder »-fachen einer Masse anderer Substanz setzen wollen. 
Wir treffen demgemäss nunmehr eine Verfügung, welche sich in der 
Folge als besonders praetiseh erweisen wird, indem wir bestimmen: 
Als gleich sollen fürderhin zwei Massen jederzeit dann gel- 
ten, wenn sie der Bewegung durch denselben Impuls gleichen 
Widerstand entgegensetzen — d. h. nach dem in § 1 Erörterten 
gleiche Trägheit besitzen. 

Gleiche Massen beliebiger Substanz werden demnach durch gleiche 
Impulse auch gleiche Geschwindigkeiten niitgetheilt erhalten; hieraus 
folgt, dass die gemachte Annahme den Factor c von der Substanz des 
bewegten Massenpunktes unabhängig werden lässt; denn soll in 
Formel (15) für mehrere Substanzen gleichem J" und if auch gleiches K 
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entsprechen, so muss für sie nothwen(% auch c den gleichen Werth 
haben. Da aber die Formel (15) denEinfliiss aller Grössen, welche bei der 
gleichförmigen Bewegung eines Massenpunktes in Betracht kommen, 
bereits enthält, so muss c eine universelle Constante sein, die wir Tor- 
theilhaft, obgleich nicht nothwendiger Weise, als eine reine Zahl (von 
der Dimension ^ull] ansehen und dadurch numerisch bestimmen ton- 
nen, dasa wir festsetzen, welche Masse, welchen Impuls wir gleich der 
Einheit der Masse oder des Impulses setzen, d. h. in welchen Ein- 
heiten wir Massen und Impulse ausdrücken wollen. TJeber beide 
können wir willkürlich verfügen, da dieselben mit den früher einge- 
führten Fundamentalgrössen nicht durch eine eindeutige Gleichung 
verbunden sind. 

Als Masse Eins wählen wir die Masse eines Cubikcenti- 
meters Wasser im Zustand der grössten Dichtigkeit, d. h. bei 
4" Celsius, und nennen diese Masseneinheit „Gramm". Indem 
wir diese willkürliche Festsetzung treffen, die sich nur dadurch beson- 
ders empfiehlt, dass sie die Masseneinheit in Beziehung zu der Längen- 
einheit setzt, betrachten wir Masse M als eine dritte E^ndamental- 
grösse, deren Dimension wir dnroh [m] bezeichnen. Die Masse ist im 
Gegensatz zu anderen oben eingeführten physikalischen Grössen er- 
sichtlich kein Vector, sondern ein Scalar. 

Als Impuls Eins wählen wir denjenigen, welcher auf den 
Massenpnnkt Eins ausgeübt die Geschwindigkeit Eins hervor- 
bringt. Diese Festsetzung giebt der Constante c den Werth Eins und 
daher der Formel (15) die Gestalt 

J=V'M. (16) 

Während wir die Einheit des Impulses willkürlich bestimmen 
konnten, haben wir durch die Festsetzung, dass c eine reine Zahl sei, 
über seine Dimension schon oben vorfügt; ein Impuls ist sonach 
eine abgeleitete, keine Fundamentalgrösse, und zwar enthält sie alle 
drei Fundamentalgrössen Länge, Zeit und Masse, denn wir haben unter 
Benutzung der in § 2 gegebenen Relation [T] = P*"'] jetzt: 

[r\ = lmir']. 

Nach den erhaltenen allgemeinen Beziehungen können wir nun 
leicht in speciellen Fällen den Impuls nach Grösse und Richtung be- 
stimmen , der eine verlangte Aenderung der Geschwindigkeit eines 
Massenpunktes hervorbringt ; ebenso aber auch umgekehrt die Ge- 
schwindigkeitsänderung bei gegebenem Impuls. Ist die eine dieser 
Grössen durch ihre Componenten parallel den Coordinatenaxen gegeben, 
so bestimmen sich die Componenten der andern gemäss 

F = u'M, O = v'M, H = w'M. (1 7) 
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Ist hingegen der Geschwindigkeitszuwachs nur in seiner I^age gegen 
die Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so benutzt man passend die Re- 
lation J^V'M. 

Als Anwendung behandeln wir das Problem, den Impuls zu be- 
stimmen, welcher eine gegebene Bewegung nur der Richtung, nicht 
aber der Grösse ihrer Geschwindigkeit nach Terändert Wir benutzen 
dazu die Werthe (4) für Grösse und Richtung der bei einer Aenderung 
allgemein zuzuiugenden Geschwindigkeit, un^ haben ao die Be- 
ziehungen: 

V" = (r, — F)' + 4 VV, sin' y, sin 91' = X sin tp, (18) 

in welchen V, V, die Anfangs- und Endgeschwindigkeit, tp den Winkel 
ihrer Richtungen, V die hinzuzufügende Geschwind^keit, qo' den Win- 
kel ihrer Richtung gegen F, bezeichnet. Der nöthige Impuls J hat 
die Stärke J ^ V M und fällt in die Richtung von F'. 

Soll die Geschwindigkeit durch den Impuls nicht geändert werden, 
so ist V = V, %\\ setzen, und man erhält dadurch aus (18) 

/= F'jtf=2 FJlfsin |, siny' = cos|, (18') 

was aussagt: der erforderliche Impuls ist proportional der Anfangs- 
geschwindigkeit und der Masse des bewegten Punktes, sowie dem Sinus 
des halben Ablenkungswinkels, und zwar in der Richtung normal zu 
der Halbirungslinie des Winkels <p zwischen beiden Geschwindigkeiten 
auszuüben, — ein Resultat, das leicht durch die geometrische An- 
schauung zu verstehen ist. 

§ 5. Beliebige Bewe^nng; BeBoUennignng, Kraft. 

Der allgemeinste Fall, dass sich ein Massenpunkt längs einer 
beliebig gekrümmten Bahn völlig beliebig fortbewegt, lässt sich unter 
gewisser Voraussetzung auf die bereits absolvirten Fälle zurückführen. 

Wie in der analytischen Geomettie eine beliebige stetige Cnrve 
durch ein Polygon von unendlich kurzen Seiten ersetzt wird, so wollen 
wir auch die Bahn, welche der Massenpunkt beschreibt, in geradlinige 
Elemente ds zerlegen, soweit sie stetig gekrümmt ist (erste Toraus- 
setzung); aber wir lassen die Länge dieser Linienelemente nicht will- 
kürlich, sondern wählen sie gleich den während der wirklicheij Be- 
wegung innerhalb gleicher, äusserst kleiner Zeiten Sl zurückge- 
legten Wegen. Findet die Bewegung in der Weise statt, dass sie 
' Während ebendieser Zeiträume St als gleichförmig angesehen werden 
kann (zweite Voraussetzung), so stellen die Längen dieser Linienelemente 
Ss nach § 2 die Repräsentanten derjenigen Geschwindigkeiten dar, 
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welche der Masseapunkt an jeder Stelle auf Se während St besitzt^ und 
welche nach unserer Gmnddefinitloii (2) ist 
F- SsjSl. 

Wir bemerken, dass dieser Werth von der Grösse des willkürlich 
gewählten Zeitintervalles dt nicht abhängt, da nach unserer Annahme 
die Bewegung auf unendlich kleinen Strecken als gleichförmig zu be- 
trachten ist. 

Ist der Ort in det Bahn, wie schon früher angenommen, durch 
seinen längs der Bahn gemessenen Abstand s Ton einem willkürlich 
gewählten Anfangspunkt gegeben, so verwandelt sich für unendlich 
kleines 3l das Verhältniss SsISt in den Differentialquotienten von s 
nach t, und wir haben als Definition der Geschwindigkeit bei 
beliebiger Bewegung die Beziehung: 

V = dsidl. (19) 

Multipliciren wir diese Gleichung mit den Cosinus der Kichtungswinkel 
«, ß, y der Geschwindigkeit gegen die Coordinatenaxen, so erhalten 
wir nach (7) hnks die Componenten m, v, w der Geschwindigkeit V 
nach diesen Sichtungen, rechts resp. ds.m^ct, ds. eoaß, ds. cmj', 
A. h. die Projectiouen von ds auf die Coordinatenaxen nnd demgemäss 
die Zuwachse der Coordinaten x, y, z des bewegten Massenpunktes 
während der Zeit dt. Es gilt also 

« = dxjdl, V = dyjdl, w = dxjdt. (20) 

Nun können aber die Componenten u, v, w auch als die Gesammtcom- 
ponenten mehrerer Geschwindigkeiten V^ von verschiedenen Richtungen 
«j,, ßi,, y„ gegeben sein, deren Einzelcomponenten «h, \\, w„ sind; 
demgemäss erhalten wir als allgemeinste Fassung vorstehender Formeln 

dt ^' dt — "*'- dt "' (20') 

= -2" F» cos a„, =^r, C08;3,, =^V^cosY^, 
A. h. also: die ersten Differentialquotienten der Coordinaten eines be- 
wegten Punktes geben die Summen der parallel den bezägliehen Aien 
genommenen Geschwindigkeitsoomponenten. 

Die Formeln gestatten auch eine umgekehrte Verwendung. Sind 
für einen Massenpunkt zu jeder Zeit oder an jeder Stelle die Ge- 
schwijidigkeitscomponenten gegeben, so gestatten diese Formeln bis zu 
einem gewissen Grade daraus die ganze Bewegung, also die Bahn des 
Punktes und seinen Ort in derselben fOr jeden Zeitmoment zu be- 
stimmen. Dies wird weiterhin specieller auseinandei^esetzt werden. 

Wir wenden uns jetat der allgemeinen Betrachtung einer beliebten 
Bewegung wieder zu. 
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Von Element zu Element wechselt die Geschwindigkeit V nach 
Grösse und Richtung, z. B. an einer Stelle p von V zu PJ, und wir fassen 
gemäss den Betrachtungen des vorigen Paragraphen diese Aenderung 
auf als die Folge einer der früheren zugefügten neuen Geschwindigkeit 

Wir setzen voraus (dritte Voraussetzung), dass für unendlich 
kleines 3i der Zuwachs von V auch nur unendlich klein gleicher Ord- 
nung ist, und nennen ihn UV. Diese Geschwindigkeit bestimmt sich nach 
Grösse und ßichtung aus der Anfangsgeschwindigkeit V, der End- 
geschwindigkeit V, und dem Winkel ihrer Richtungen y; die Tormel 
(18) des letzten Paragraphen zeigt, dass dabei V, — V und ip mit SV 
von gleicher Ordnung sind, und wir vertauschen sie demgemäes mit 
dV und Sq>. Es gilt dann nach ehen diesen Gleichungen, indem wir 
entwickeln und ans auf die niedrigsten Glieder beschränken: 
SV^SV + rStp', 

Vä9 j , . I'Jf (21) 

sin cp = oder tg qp = -^ • ^ ' 

Gemäss den Polgerungen in § 3 sagt die erste Gleichnng aus, 
dass die zukommende Geschwindigkeit ^r' sich zerlegen lässt in zwei zu 
einander normale Componenten von der Grösse SV und VSg). Die 
zweite Formel giebt den ffeigungswinkel y' der Geschwindigkeit SV 
gegen Vj als eine im Allgemeinen endliche Grösse, welche, falls V 
nicht gleich Null ist, nur mit S^ selbst verschwindet; dies sagt aus, 
dass die Zusatzgeschwindigkeit SV nur dann in die Richtung der Bahn 
fällt, wenn dieselbe keine Krümmung hat Verglichen mit der ersten 
giebt die zweite Formel noch das weitere Resultat, dass von den Com- 
ponenten von SV die eine, tiT, parallel, die andere, VSg), normal zu 
Ss, gerichtet ist. 

Die vorstehenden Gleichungen stellen die Aenderung des Be- 
wegungszustandes an der Stelle p dar, sie haben aber den TJebelstand, 
noch abhängig zu sein von der Wahl des willkürhchen Zeitraumes St, 
während dessen wir die Geschwindigkeit constant gedacht haben, der 
als offenbar unwesentlich beseitigt werden muss. Dies geschieht, wenn 
wir die erste Gleichung (21) rechts und links mit {Stf, die zweite in 
Zähler und Nenner mit St dividiren und die erhaltenen Gbeder deuten. 

IjSt ist die Anzahl der Geschwindigkeitswechsel in der Zeiteinheit, 
dividirt durch die Zeiteinheit, SVjSt ist also diejenige Zusatzgeschwin- 
digkeit, welche sich als Resultante ergeben würde, wenn dasselbe SV 
in derselben Richtung die ganze Zeiteinheit hindurch bei jedem Ge- 
schwindigkeitswechsel zugefügt würde, dividirt durch die Zeiteinheit, — 
eine Grösse, ersichtlich von St unabhängig, denn SV und St wachsen 
und mindern sieh in demselben Verhältniss. Wir nennen sie die 
Beschleunigung B des Massenpunktes an der Stelle p und 

Voigt, £l«m. »ccbrnDlk. 2 
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legen ihr die Richtung der Zusatzgeschwindigkeit SV beL 
Wir können, da sie sich nur durch einen constanten Nenner von 
einer Geschwindigkeit unterscheidet, Alles, was wir über Zer- 
legung und Zusammensetzung jener gefunden haben, auf sie unmittel- 
bar übertr^en. 

SVjSt ist aus demselben Grunde die gesammte Aenderung der 
Geschwindigkeit des Massenpunktes, wenn der Voi^ang, wie er an der 
Stelle p einmal stattfindet, sich die ganze Zeiteinheit hindurch in dem 
Zeitinterrall ät wiederholen würde, oder die Geschwindigkeitsänderung 
bezogen auf die Zeiteinheit. Wir nennen sie die Bahnbeschleuni- 
gung oder Beschleunigung in der Bahn b, welche der Massen- 
punkt an der Stelle p erfahrt. 

S^jSt endlich igt analog die gesammte Richtungsänderung, welche 
die Bewegung des Massenpunktes während der Zeiteinheit erfahren 
würde; wir nennen sie wegen der Analogie der Gestalt von S(fj3t 
mit SsjSt, das wir als Geschwindigkeit (Lineargeschwindigkeit) bezeich- 
neten, die Winkelgeschwindigkeit oder Drehungsgesehwindig- 
keit d des Massenpunktes an der Stelle p. 

Demgemäss resultirt für die erste Gleichung (21) die Form: 

B' = b' + Vd: (21') 

Für die Drehungsgeschwindigkeit d = ä^jöl erhält man leicht 
noch einen andern Werth. Schreibt man nämlich 



so ist dsISt die Geschwindigkeit V in p, Sg>lSs ist die reeiproke Länge 
der beiden, nur unendlich wenig verschiedenen. Normalen anf der 
Mitte der beiden in p zusammentreffenden Linienelemente Ss und Ss, 
vom Fuss- bis zum Schnittpunkt, mit andern Worten die reeiproke 
Länge des Exünunungsradius q der Bahncurre im Punkte p. Hier- 
durch gewinnt unser letztes Resultat die Form: 

B' = b' + l^d', b^-^, d=—; (22) 

dazu kömmt die zweite Gleichung (21): 

in der wir jetzt den Winkel zwischen Beschleunigung und Bahnelement 
mit ■>!> bezeichnet haben. 

Wir bemerken, hinweisend auf die Entwickelung des § 3, dass 
wie die Zusatzgeschwindigkeit SV, so auch die Beschleunigung B in 
der Ebene liegt, welche die beiden in p znsammenstossenden Linien- 
elemente 8s und Ss, der Bahn enthält, das beisst in der Osculations- 
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ebene der Bahncurve im Punkte ji; der eine Winkel i^ bestimmt 
ihre Lage sonach vollständig. 

Denken wir nns nun, wie schon früher, den Ort des Massen- 
Punktes durch seinen positiven oder negativen längs der Bahn ge- 
messenen Abstand s = f{t) von einem in du'selben fest angenommenen 
Punkte gegeben, und betrachten wir, ebenso wie s, die Geschwindigkeit 
V als eine Function der Zeit, so werden die Verhältnisse Ssjät und 
dVjSf identisch mit den Differentialquotienten der Functionen s und 
F nach der Zeit, und die Formeln (19) und (22) lauten schliesslich: 

Das bis hierher über die beliebige Bewegung eines Punktes Ge- 
fundene fassen wir zusammen in den Satz: 

Ist für einen Punkt die Gestalt seiner Bahn und zu jeder 
Zeit seinläugs der Bahn gemessener Abstand s von einem 
festen Anfang gegeben, so hat zu jeder Zeit / seine Geschwin- 
digkeit die Grösse V=dsjdt und die Eiohtung der Bahn, seine 
Beschleunigung B ist nach Richtung und Grösse bestimmt als 
die Besultante aus einer der Bahn parallelen Componente 
dVjdt (der Bahnbeschleuuigung) und einer dem Krümmungs- 
radius der Bahn parallelen Componente T'/p (der Normal- 
beschlt'unigung). 

Die im Vorstehenden neu eingeführte Grösse „Beschleunigung" 
und zwar die gesammte B, wie ihre Componente parallel und normal 
zur Bahn, ist durch die Fandamentaleinheiten Länge und Zeit nach 
ihrer Dimension und ihrer Einheit völlig bestimmt; wir haben 

[JJ] -[!<-], 
und als Einheit der Beschleunigung diejenige, bei welcher eine Ge- 
schwindigkeit in der Zeiteinheit um den Betrag der Gesehwindigkeits- 
einheit wächst — 

Nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen betrachten wir 
als Ursache jeder plötzlichen Äenderung der Geschwindigkeit eines 
Massenpunktes hinsichtlich der Grösse oder der Richtung einen Impuls 
./, der seiner Richtung nach mit derjenigen der Zusatzgeschwindigkeit V 
zusammenfällt, und dessen Grösse gegeben ist durch das Product V'M 
der Zusatzgesehwindigkeit in die Masse des bewegten Punktes. 

Bei einer beliebigen Bewegung mit nach Richtung und Grösse 
stet^ wechselnder Geschwindigkeit müssen wir demgemäss nnendüch 
viele, unendlich schwache Impulse dJ wirkend denken, ein jeder nach 
Richtung zusammenfallend mit der im betreffenden Zeitpunkt zuge- 
fügten Geschwindigkeit SV, nach Stärke gegeben durch 
dJ=MSr. 
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Auch diese Formel enthält noch den Einfluss des willkürlich ge- 
wählten Zeitraums ät, den wir wie oben durch BiTision mit 3l besei- 
tigen. Dann erhalten wir rechts SV'jSt, d. h. die Beschleunigung B 
des Massenpunktes. 

SJjSt aber ist nach dem Frühem die Summe aller derjenigen Impulse, 
welche der Massenpunkt während der Zeiteinheit erleiden würde, wenn 
in derselben unausgesetzt in Intervallen §t derselbe Impuls 3J in 
gleicher Stärke und Richtung sich wiederholte — diese Summe dividirt 
durch die Zeiteinheit. 

Die hierdurch vollständig definirte neue physikalische Grösse, 
welche ersichtlich yon dem willkürlichen Intervall St unabhängig, aber 
von der gewählten Zeiteinheit abhängig ist, nennen wir die Kraft A', 
welche der Massenpunkt M an der Stelle p erleidet, und legen 
ihr die Richtung der Impulse, also auch die Richtung der Beschleu- 
nigung in p bei. Sie ist hiernach ersichtlich abermals eine Vectorgrösse. 

Wir haben also 



ir-ifD-Äj/Q' + r, tg,,=.r-/(,^, (24) 

und fassen das erhaltene fundamentale Resultat noch einmal in folgende 
Worte zusammen: 

Die Kraft, welche ein (innerhalb der im Eingang gemachten 
Einschränkungen) beliebig bewegter Massenpunkt erleidet, ist 
ihrer Grösse nach gegeben durch das Product seiner Masse Jf 
in seine Gesammtbesehleunigung B und ist letzterer parallel 
gerichtet, d, h. liegt allenthalben in der Osculationsebene 
der Bahncurve unter einem Winkel ^ gegen die Richtung 
der Bewegung oder Geschwindigkeit, dessen Tangente gleich 
ist dem Quadrat der Geschwindigkeit V, dividirt durch das 
Product aus Krümmungsradius p und Bahnbeschleunignng 
dVjdt. 

Auch für die Kraft ist sowohl Dimension als Einheit durch ihre 
Definition vollkommen gegeben; wir haben 

m = Imlt-] 
und dazu diejenige Kraft als Krafteinheit, welche dem Massenpunkt 
£ins die Beschleunigung Eins mittheilL 

Hiemach kann man für jede Bewegung eines g^^ebenen Massen- 
punktes die wirkende Kraft numerisch berechnen. 

Da sieh die Kraft von einem Impuls nur durch einen constanten 
Nenner unterscheidet und wie diese ein Vector ist, so können wir 
alle für Impulse erhaltenen . Sätze über Zerlegung in Componenten 
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und Zusammensetzung zu Besultanten sogleich auf Kräfte übertragen. 
Ihrer grossen Wichtigkeit wegen wollen wir sie aber in der Form, die 
sie fQr letztere annehmen, noch einmal zusammenstellen. 

Zunächst der allgemeine Satz vom Farallelogiamm der Kräfte, 
bei welchem die Kräfte wie Geschwindigkeiten und Impulse durch 
Strecken nach Grösse und Richtung repräsentirt werden. Er findet 
sich ans der Betrachtung der Bewegungsvorgänge ohne alle Schwierig- 
keit, während bei Beschränkung auf Gleichgewichtszustände ein ganz 
befriedigender Nachweis fast nnmöglich scheint Wir sprechen ihn 
folgendermassen aus: 

n gegebene Kräfte, die auf einen Massenpunkt wirken, 
sind aequiTalent mit einer einzigen, die man durch eine 
geometrische Construction aus jenen nach Grösse und Rich- 
tung bestimmen kann. Hierzu füge man die Repräsentanten 
aller gegebenen Kräfte gleichsinnig an einander; die Strecke 
vom Anfangs- zum Endpunkte dar so erhaltenen gebrochenen 
Linie giebt dann den Repräsentanten der resultirenden 
Kraft. 

Insbesondere ist die mit » parallelen Kräften aequivalente Resul- 
tante mit jenen gleichgerichtet und gleich ihrer Summe. Für nur 
zwei gegebene Kräfte K, und K„ welche den Winkel <p eiusohliessen, 
erhält man die Grösse K der Resultirenden und die Winkel <p„ tp,, 
die sie mit K, und K, einschliesst durch; 

Ä" = ff; + K; + 2K,K, cos w, -^ = J^ = -^- (25) 

^ Bin 9, Bin »I, Bin » ^ ' 

Stehen speciell K, und K, normal zu einander, so ist: 
ff'^ff.' + Ä;', K, = Ksmfp„ K,^K&\atf.. ff,/ff, = Ig^,. (25') 

Die Umkehrung des allgemeinen Satzes einlebt: 

Jede gebrochene Linie, mittelst deren man die beiden 
Enden des Repräsentanten einer gegebenen Kraft verbindet, 
lässt sich deuten als die gleichsinnige Aneinanderreihung 
der Repräsentanten von Kräften, welche mit der gegebenen 
aequivalent sind. 

Hieraus erhellt sofort^ dass, während das Problem der Zusammen. 
Setzung Yon gegebenen Kräften vollständig bestimmt war, die Zerlegung 
einer gegebenen Kraft in ein System aequivalenter Componenten auf 
unendlich viele Weisen möglich ist, und die Aufgabe zur Bestimmung 
noch einschränkender Bedingungen bedarf. 

Der wichtigste Fall ist der, dass eine Kraft K nach drei zu ein- 
ander normalen Richtungen, die wir als die X, Y, Z-Coordinatenaxen 
wählen, in Componenten, die jetzt und femer mit den Buchstaben X, 
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y, Z bezeichnet werden mögen, zerlegt werden soll. Sind u, ß, y die 
Winkel, welche die Richtung von K mit denen von X, Y, Z ein- 
schliesst^ so gilt: 

X=K&na, Y^Kfmß, Z=K<iosy, 
und umgekehrt .„ß, 

cos ß = XlE, cos ß = YjK, cos / = ZjK, 
ff' = X' + Y-- + Z\ 
Zerlegt man dieselbe Kraft ff nach drei anderen zu einander 
senkrechten Richtungen X', Y', Z', welche die Winkel a, ß', y mit 
ihr einschliessen, so gilt ebenso: 

ff' = ff cos k', r = ffC08^', 2'= ff' cos/. 

Nun ist aber: 

cosß'=eos{ff,.Y)cos(A',A") + cos(ff,r)cos(y,X) + co8(ff,Z)co8{Z,ff'), 
cos ^= cos{ff, ff) cos (ff, Y'\ + cos(ff, y\ cos ( r, Y'\ + cos{ff, Z) cos \z, Y'), 
cos / = cos (ff; ff) cos (ff', Z') + cos {ff, Y) cos ( Y, Z') + cos {K, Z) cos (Z, Z'), 
also nach (26) auch 

ff' = ff cos (ff, ff') + ycos(r,ff')+ Zco8(^ff'), 

y' = ffco8(ff, y') + yco8(y, y'} + zco8{^ y), (26') 
Z' r=Xeo8(x,z-)+ yeos(y,z') + Zcob(Z,z'); 
die Componenten einer Kraft nach verschiedenen Coordinatensystemen 
stehen also in demselben Zusammenhang, wie die Projeetionen einer 
Länge auf die betreffenden Äxen; dies ist selbstverständlich, nachdem 
wir Kräfte durch Strecken repräsentirt haben. 

Das Resultat (26) ist zu benutzen, um das allgemeine Problem der 
Zusammensetzung von beliebigen auf einen Punkt wirkenden Kräften, 
welches oben nur geometrisch gelöst ist, in bequemer Weise analytisch 
durchzuführen. 

Sind n Kräfte nach ihren Grössen ff^ und ihren Richtungs- 
winkeln «*, ^„, y^ gegeben, so zerlegen wir jede einzelne in drei Com- 
ponenten X^, y«, Z, parallel den Coordinatenaxen ; es ist dann 

ff, = ff» cos ß„ n = ff» cos ß„ Zs = ff. cos y,. (27) 

Die sämmtlichen parallelen Componenten ff, resp. y, und Z^ setzen 
sich nach dem Obigen zusammen zu einer Gesammtcomponente ff 
resp. y und Z, welche gegeben sind, durch 

ff = ^x„ Y=^Y„ z = :sz„ 

= 2:k,. eos ß„ = 2K^ cos ßs, = 2:Ks aoay^, ^ ' 
nnd diese endlich geben nach den letzten Formeln (26) eine Resul- 
tante von der Stärke ff mit den Richtungswinkeln ß, ß, y, die be- 
stimmt sind durch: 
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cos a = XjK, cmß= YjK, cos y = ZjK. ^ > 

Von diesen fundamentalen Betrachtungen machen wir zunächst 

eine Anwendung zur Deutung der Gleichungen (24), die wir schreiben: 



■K-- *^ + MS-\, 



'-y-^-j^'i- m 



Vergleichen wir diese Formeln mit (25') und bedenken, dass i/> 
den Winkel der Kraft K gegen die Richtung der Bahn im Sinne der 
stattfindenden Bewegung bezeichnet, so erkennen wir, dass K hier zer- 
legt erscheint in zwei zu einander normale Componenten, von denen 
die erstero MdVjdt in der Eichtung der Bahn, die zweite MV^I() in der 
Sichtung von deren Krümmungsradius liegt. Es gelten demnach die 
folgenden drei wichtigen Sätze: 

Für einen jeden bewegten Massenpunkt ist 

1. die Kraftcomponente P in der Richtung der Tangente 
der Bahn gleich der Masse 3t des Punktes multiplicirt mit 
seiner Bahnbeschleunigung dVjdt, 

P=MdVjdi; (29') 

2. die Kraftcomponente JV, in der Richtung der Haupt- 
normale der Bahn gleich der Masse 3f des Punktes mnltiplicirt 
mit dem Quadrat seiner Bahngeschwindigkeit und dividirt 
durch den Krümmungsradius q der Bahn an der betrach- 
teten Stelle, letzteren positiv oder negativ gerechnet, jenach- 
dem er auf die ale positiv oder negativ gewählte Seite der 
Hanptnormalen fällt, 

N, = MV'jp\ (29") 

3. die Kraftcomponente N, nach der Richtung der Bi- 
normale der Bahn gleich Null, 

N. = 0. (291") 

AVir fügen hinzu, was aus diesen Sätzen in zwei speciellen Fällen 
sich ergiebt: 

Eine geradlinige Bewegung kann nur unter einer in der 
Richtung der Bahn wirkenden Kraft bestehen; ihre Grösse ist 
K= MdVjdt. 

Eine krummlinige Bewegung mit constanter Geschwindig- 
keit kann nur unter der Wirkung einer Kraft bestehen, welche allent- 
halben in der Richtung der Hauptnormale der Bahn liegt und den 
Werth hat K^^MVJq. 

Dass in diesem letzteren Falle, obwohl die Geschwindigkeit con- 
stant bleibt, doch eine Kraft zur Erhaltung der Bewegung nöthig ist. 
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kann man sich nochmals verdeutUchen, indem man überlegt, dass nach 
dem Trägheitsprincip jeder Massenpankt die Tendenz hat, nicht nur 
die Geschwindigkeit, sondern aneh die Richtung seiner Bewegung 
ungeändert beizubehalten. Es ist also eine Kraft nöthig, um ihn von 
der geraden Linie in die gekrümmte Bahn abzulenken und seinen 
Widerstand gegen die krummlinige Bewegung za überwinden. Diesen 
Widerstand denkt man sich der ausgeübten Kraft gleich stark und 
entgegengesetzt gerichtet und nennt ihn Centrifugalkraft. 

Hiernach ist also die Centrifugalkraft eines mit einer Geschwin- 
digkeit V bewegten Massenpunktes JH an einer Stelle der Bahn, wo deren 
Krümmungsradius gleich p ist, gegeben durch MV/q; ihre Richtung 
ist derjenigen des Krümmungsradius entgegengesetzt 

Diese Deutung überträgt man von Bewegungen mit constantcr 
auf solche mit beliebiger Geschwindigkeit 

Das Vorstehende bietest die Mittel, um in jedem speciellen Falle 
die Kraft, welche zur Herstellung einer Bewegung nöthig Lst, nach ihrer 
Grösse und nach ihrer Lage gegen die Bahn des bewogten Massen- 
punktes vollständig zu bestimmen. Indessen liegt hierin nicht die eigent- 
liche Bedeutung der gefundenen Resultate, sondern umgekehrt in 
ihrer Anwendung, um bei gegebener Kraft die Beschleunigung und 
daraus die gesammte Bew^fung des Massenpunktes zu bestimmen, auf 
welchen die Kraft wirkt 

Es hat sich nämlich gezeigt, dass durch Einführung des Begrifi'es 
der Kraft in der im Obigen erörterten Weise eine grossartige Verein- 
fachung der Betrachtung der Bewegungserscheinungen erreicht wird, 
und unzählige Einzelfälle, die sich hinsichtlich der Bahngestalt und 
des Gesetzes der Geschwind^keit unterscheiden, einheitlich zusammen- 
gefasst werden in ein einziges Problem. 

Hierzu ist die bisher benutzte Gestalt der zwischen Kraft und 
Beschleunigung bestehenden Beziehungen wenig geeignet, da sie diu 
Kenntniss der Gestalt und Lage der Bahn voraussetzen, die zu hnden 
eben unser Problem ist. Wir umgehen die Schwierigkeit, indem wir die 
Lage der Kraft gegen ein absolut fest«s Coordinatensystem einführen. 

Dies geschieht am Einliichsten, wenn wir von den Gleichungen (17) 
des vorigen Paragraphen ausgehen, die den Zusammenhang zwischen 
den Componenten F, 0, H eines Impulses und den durch denselben 
hervorgebrachten Componenten «', v, w der Geschwind^keitsänderung 
darstellen. Indem wir sie auf einen unendlich schwachen Impuls SJ 
mit den Componenten SF, S6, SH und demgemäss unendlich kleine 
Geschwindigkeitscomponenten Sti, Sv, Svf der unendlich kleinen Zu- 
satzgeschwindigkeit SV anwenden, schreiben wir sie: 

SF=MSu, 8G = Mäv', SU=M8w'. 
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Diese Formeln beziehen wir nun wiederum auf die oben betrachtete 
beliebige' Bewegnog und verstehen ontei Su, Sv, Sw' and dF, 30, 
SS die an der Stelle p beim üebei^i^ von dem Linienelement Sa 
za dem feinden ds, auftretenden Grössen. Dividiren wir sie, wie 
auch oben geschah, durch St, so erhalten wir dadurch di^enigen Zu- 
wachse, die in der Zeiteinheit eintreten würden, wenn während der- 
selben in den Zeitintervallen St immer wieder die gleichen Verände- 
rungen stattfanden, wie an der Stelle;) einmal; d. h. also nach den be- 
züglichen oben angegebenen Definitionen einerseits die Componenten 
der Beschleunigung nach den Coordinatenasen, nämlich die 
Grössen dujdt, dvjdt, dwjdt, andererseits die Componenten der 
wirkenden Kraft X, Y, Z. Demgemäss nehmen jene Gleichungen 
die Gestalt an: 

X = Mdußl, Y = Mdvjdt, Z = Mdwjdt, (30) 

und geben so einen neuen Ausdruck des Gedankens, dass die wirkende 
Kraft gleich ist dem Product aus Masse nnd Beschleunigung und der 
Richtung nach mit letzterer zusammen^lt. In der That können wir 
aus ihnen die Folgerungen ziehen: 

if- _ z- + y + z- - *• [(!-;)• + (%)■+ ©'] - "••^- 

welche dies aussprechen. Der directe Nachweis, dass hierdurch die Be- 
schleunigung nach Grösse und Richtung wirklich in Uebereinstimmung 
mit (28) gegeben wird, erfordert einige Rechnung und mag als nicht 
nothwendig unterbleiben. Man gelangt am Besten zuerst zu den drei 
Sätzen (29) und daraus zu (28). 

Die Kräfte X, Y, Z können nnn ihrerseits Resultanten sein aus 
je einer Anzahl einzelner Componenten X,, X,...X. u. s. f., die durch 
Zerlegung gegebener Einzelkräfte K„ K,...K. erhalten sind; es ist dann: 

-Y=^x„ r=^n, z=:sz,. 

Ferner können wir für u, v, w die durch die Formeln (20) gegebenen 
Werthe dxjdt, dyjdt, dxjdt setzen, in welchen x, y, % die Coordinaten 
des Massenpunktes zur betrachteten Zeit bezeichnen. So gelangen wir 
zu der definitiven Form: 

3/^ = ^x,, j/f;?-^r„ m'^^:2z^. (31) 

dl' "' dt- ' dt' ^ ' 

Diese fundamentalen Gleichungen bilden den Ausgangs- 
punkt für alle Untersuchungen, welche aus gegebenen Kräften 
die Gesetze der durch sie bedingten Bewegungserscheioungen 
ableiten. 
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Man betracLtet in der Phyaik die auf Massenpunkt« wirkenden 

Kräfte als abhängig von der Zeit t, den Goordinaten x, y, x des be- 
wegten Punktesund den Componenten u = dxjdt, v = dyjdt, w = dzjdt 
seiner UeschwindigkeiL Eine Abhängigkeit von der Besehleon^ng 
würde nichts wesentlich Anderes ei^eben, als die eben geniuuit«ii Ab- 
hängigkeiten; denn man könnte in einem solchen falle die drei 
Gleichungen (31) durch Auflösen nach den Beschleunigungen d'xjdl\ 
d'yjdt', d'zjdl^ auf die Form bringen: 

<-?=-. *£?-H. «S?=2. 

in welcher =, H, Z nur noch *, x, y, z, u, v, w enthalten und als 
Kraftcomponenten gedeutet werden können. Indessen kann unter Um- 
ständen dadurch eine besonders einfache Form und anschauliche Be- 
deutung der Kräfte gewonnen werden, dass man sie als Functionen 
der Beschleunigungen einführt, und in solchen Fällen wird man sie 
benutzen; das wichtigste Beispiel hierfür ist W. Weber's Gesetz für die 
Wechselwirkung bewegter electrischer Theilchen. 

Anders verhält es sich mit der Abhängigkeit der Kräfte von höheren 
Difierentialquotienten als den zweiten; hier tritt eine eigenthflmliche 
Schwierigkeit für die Vorstellung ein. 

Die Bewegung während eines Zeitelementes dt bestimmt die Ge- 
schwindigkeiten des Massenpunktes parallel den Coordinatenaxen, die 
während zweier seine Beschleunigungen, die während dreier, vierer 
. . . analog die Werthe der dritten, vierten . . . Difierentialquotienten 
seiner Goordinaten nach der Zeit Beginnt also eine Bewegung von 
der Ruhe aus, so ist nach zwei Zeitelementen die Beschleunigung B und 
also auch die Kraft K— mB schon vollständig bestimmt, jene höheren 
Differentialc|uotienten aber sind noch völlig unbestimmt. 

Daher hat es einen guten Grund, dass man für gewöhn- 
lich die Kräfte nur als Functionen der sieben Argumente (, 
X, y, X, M, «, V! ansieht; wir werden weiterhin ebenso verfahrend 

Wie wir in den vorstehenden Betrachtungen von den Goordinaten, 
welche den Ort des Massenpunktes bestimmen, fortgeschritten sind zu 
deren ersten Differentialquotienten nach der Zeit, welche seine Ge- 
schwindigkeiten, und den zweiten, welche seine Beschleunigungen 
geben, so könnten wir auch Beziehungen für die dritten, vierten und 
höheren aufstellen unter Benutzung der obigen Methoden und ohne neu 
auftretende Schwierigkeiten. Statt auf die Kraftcomponenten selbst 
würden wir dann auf die Geschwindigkeit und Beschleun^ung der 
Aenderung der Kraftcomponenten mit der Zeit geführt werden. 

Während indessen die Einführung des Begrifl'es der Kraft für die 
Zusammenfassung je einer grossen Zahl einzelner Bewegungserscbei- 
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nungen unter ein alle omfassendes Gesetz von überraschendstem Vor- 
theil ist, zeigt sich, dass die Einführung der höheren ÄnsdrQclce, bei 
den von der Natnr gebotenen Erscheinungen wenigstens, in dieser Hin- 
sicht nichts irgend Erhebliches mehr leistet, im Oegentbeil auf nnver- 
hältnissmässig complioiite Gesetze fuhrt. Wir haben also keine Ursache 
in derartige Untersuchungen einzugehen. 

§ 6. Geradlinige Bewegung; oonitante Kraft, freier Fall, Atwood'ache 
Fallmaachine; ein&chste Falle rariabler Kräfte. 

Für die Behandlung der geradlinigen Bewegung bilden nach dem 
vorigen Paragraphen folgende Sätze die Grundlage. 

Sei s der Abstand von einem auf der Geraden willkärlich ge- 
wählten Nullpunkt, so ist die Geschwindigkeit: 

V = dsjdl, 
die Beschleunigung: 

B= dVjdt = d'ajdi', (32) 

die wirkende Kraft: 

K=MB= MdVjdt = Md's(dl\ 
Alle drei fallen in die Richtung der Bahngeraden. 

Die Bewegung ist vollständig bestimmt, wenn -s als Function der 
Zeit gegeben ist, denn dann berechnen sich alle oben angeführten 
Grössen vollkommen unzweideutig nach den vorstehenden Formeln; 
willkürlich ist nur unter Umständen die Deutung, die man ihnen 
geben kann. 

Sei z. B. g = a sin {bt — o), ao haben wir eine Bewegung, die zur 
Zeit („ = cjb von der Stelle s = beginnt, zur Zeit i„ + w/26 die 
grösste Elongation a nach der positiven Seite, weiter um t„ + 25t/26 wie- 
der den Nullpunkt, um t^ + 3n/2A die grösste Elongation a nach der 
negativen Seite, um („ + 4ji/2t den Nullpunkt zum dritten Male 
erreicht und dies Spiel mit der Periode r=2n/6 immer wiederholt; 
man nennt a die Amphtude, {t ~ QjT die Phase der stattfindenden 
Oscillation. Bier bestimmt sich aus 

das System von Werthen: 






(32-) 



D„ii„.db,Go(5glc 
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fs gilt aber, wie man erkennt, zugleich auch folgendes System: 

B=-(^)'', (32") 



oder auch endlich 






Die Wnrzelgrössen weelisein ihr Vorzeichen, wenn s den Werth ± o, 
rden Werth ±2'!iajT berührt 

Jede dieser Fonneln giebt für V, B oder K ein leicht in Worte 
zu fassendes oder durch Construction zu verdeutlichendes Gesetz; be- 
trachten wir näher, als besonders wichtig, die drei für die wirkende 
Kraft erhaltenen. 

Das erste 

K =-[-j) Ma Sin y 

sagt aus, dass K von dem ürt und der Geschwindigkeit unabhängig 

ist und mit der Zeit periodisch nach Grösse und Eiclitung wechselt, 

für ( = A, ist K^Q, 

fea t = U + \T, K= ~a, 

iüT t = l, + ^T, K=0, 

. mi i = l, + lT, K^ +a, 

für ( = („+ r, K=0, n. s. f. 



■ (¥)■ 



lägst die Kraft von Zeit und Geschwindigkeit unabhängig, df^egen 
abhängig vom Ort des Massenpunktes werden. Da der Factor von s 
positiv ist, so ist die Kraft immer nach dem Anfangspunkt hingerichtet, 
nämlich an Stellen auf der positiven Seite der Bahn negativ und 
umgekehrt Sie verschwindet im Nullpunkte selbst und wächst mit 
der Entfernung ins Unendliche; man kann sie ansehen als eine An- 
ziehung, die von dem Nullpunkt ausgeht und mit der Entfernung des 
Massenpunktes proportional ist 
Das dritte. 



'^-M^C^ 



~v\ 
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enthält nur die Geschwindigkeit, nicht aber Ort und Zeit. Es ergiebt 
eine £raft, deren absoluter Werth mit wachsender Geschwindigkeit 
abuimmt, für V = Q den grössten reellen Betrag {2njTfMa, für 
V = + 2najT den kleinsten, nämlich Null ergiebt, für noch grössere V 
aber imaginär wird, was aussagt, dass unter der Wirkung einer solchen 
Kraft diese grösseren Geschwindigkeiten nicht aus kleineren entstehen 
können. Letzteres ist begreifhch, da ja schon für F = ± 2na/7' die 
Beschleunigung verschwindet 

So lange wir nur einen Massenpunkt in einer bestimmten Be- 
wegung Tor uns haben, sind diese drei Deutungen des Gesetzes der 
wirkenden Kraft phj'sikalisch vollkommen gleichwerthig, und nur die 
grössere Einfachheit könnte veranlassen, dass eine vor der andern 
bevorzugt werde; höchstens könnte man der letzten Form die Bedeu- 
tung eines allgemeinen Gesetzes absprechen, weil sie nicht jede beliebige 
Anfangsgeschwindigkeit zulässt Anders, wenn mehrere Massenpunkte 
vorhanden sind, und es aus ii^nd einem Grunde, z. B. weil sie längs 
derselben Bahn oder einander benachbart ihre Bewegungen ausfähren, 
wahrscheinlich ist, dass sie eine gemeinsame Bewegungsursache haben. 
Dann kann der Fall eintreten, dass von den oben in den verschiedenen 
Formen ausgesprochenen Eigenschaften der Kraft eine einzige als 
die charakteristische, die andern nur als gewlssermassen zufällige er- 
scheinen. 

Um diesen Umstand, der einiges Licht darauf wirft, aus welchem 
Grunde mitunter eine bestimmt« Gestalt für das Gesetz der Kraft be- 
vorzugt wird, noch etwas zu betrachten, wollen wir jetzt annehmen, 
dass auf derselben Bahn mit dem Punkte M, und ohne durch diesen 
gehindert zu werden, noch ein zweiter Punkt M' sich bewege und zwar 
nach dem Gesetze: 

, . 2n(t—0 
Ä =a sm — —-—-. 

Yä werden für diesen dann folgende Gesetze der wirkenden Kraft A" 
aufzustellen sein: 



ir--(|j)'jlf«-sm 

r.-{i;)V.-^ 



^il- 



Man betrachtet nun verschiedene bewegte Massenpunkte 
im Allgemeinen als unter derselben Kraft stehend, wenn sich 
deren Werth für die gleichen Werthe der Variabein (d.h. hier 
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also i, s oder V) gleich oder nur durch einen constanten Factor, 
der z. B. der Masse M gleich sein kann, verschieden ergiebt. 

Wir erkennen, dass die beiden Punkte Jtf und Jf' jedenfalls nicht 
unter der Wirkung derselben Kraft stehen, so lange alle drei Para- 
meter ihrer Bewegungsgesetze (nämlich a, („, T resp. a, (/, I") ver- 
schieden sind, denn die zweite Formel enthält den einen, die dritte 
zwei, die erste alle drei in sieh. 

Ist aber T—T, so werden die zweiten Gesetze für K und A" 
gleich, d. h. sie gehen für denselben Ort (s = s) Werthe, die sich nur 
durch den Factor M resp. M' unterscheiden. In diesem Falle wird 
also die zweite Form eine wesentliche Eigenschaft der wirkenden Kraft 
aussprechen, die anderen nur unwesentliche, denn sie zeigen sich an 
verschiedenen Punkten in verschiedener Weise. Wir werden demgemäss 
sagen: die beiden Massenpunkte M und W, die sich auf derselben 
(oder auch auf zwei durch den Nullpunkt für a gehenden) Geraden 
nach den Gesetzen 

bewegen, stehen unter der Wirkung derselben Kraft, nämlich einer 
Anziehung nach dem Nullpunkt hin, die proportional ist mit ihrer 
Masse und mit ihrem Abstand vom Nullpunkt; der Proportionalitäts- 
faetor hat den Werth (27t jTf, wobei T die Dauer einer vollständigen 
Schwingung für beide Punkte bezeichnet — 

Während nach dem Vorstehenden das Gesetz für s als Function 
der Zeit den ganzen Vorgang der geradlinigen Bewegung eindeutig 
bestimmt, gilt nicht das Gleiche bei gegebener Geschwindigkeit, Be- 
schleunigung oder Kraft Mathematisch zeigt sich dies darin, dass das 
Fortsehreiten von diesen Grössen zur Bestimmung des Ortes s als Function 
der Zeit Integrationen erfordert, bei deren jeder eine willkürliche 
Constante in die Rechnung eingeht, — physikalisch hingegen siebt 
man jene Thatsache leicht ein, indem man sich vergegenwärtigt, dass, 
wenn auch die Geschwindigkeit für jede Zeit gegeben ist, die ganze 
Bewegung doch noch auf einem beliebigen Bereich der Bahn statt- 
finden kann, wenn sie hingegen fflr jede Stelle gegeben ist, dann noch 
zu einem beliebigen Zeitpunkt, u. s. f. 

Es müssen daher neben der Geschwindigkeit, Beschleunigung oder 
Kraft noch einige andere Daten gegeben sein, um das Problem voll- 
ständig zu bestimmen. Um diesen Funkt klar zu stellen, behandeln 
wir zunächst den denkbar einfachsten Fall ausführlich, dass die 
wirkende Kraft weiler von Zeit, noch Ort, noch Geschwindigkeit ab- 
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hängt, vielmehr eine Constatite {K = C) ist Mit der Kraft ist dann 
auch die Beschleunigung eine Constante und man nennt daher die 
daraas folgende Bewegung gleichförmig beschleunigt. Dieser Fall 
ist deshalb von hervorragendstem Interesse, weil, wie sich zeigen wird, 
die bez. Bewegungsart von einem unter der Wirtung seiner Schwere 
vertJeal irgendwie frei bewegten Massenpunkt eingeschl^en wird. 
Aus 

folgt 

MV=M^^= Ct + C, Ms= C-^+ CJ+C, (33) 

wobei G, und C, die Integrationsconstanten sind. 

Ein Blick auf diese Formeln zeigt, dass ihre Bestimmung auf drei 
Weisen möglich ist, nämlich indem man festsetzt: 

a) für einen Zeitpunkt (, den Ort s„ 

für einen Zeitpunkt (, die Geschwindigkeit V,; 

b) für einen Zeitpunkt t, den Ort s,, 
für einen anderen (, den Ort «,; 

c) für einen Zeitpunkt (, den Ort s„ 

für einen Ort s, die G^chwindigkeit V,. 

Dabei kann man zur Vereinfachung der Endformeln stets einen 
der festgesetzt«n Zeitpunkte als die Zeit Null festsetzen, einen der fest- 
gesetzten Orte zum Nullpunkt für s wählen. 

Jede der oben aufgezählten drei Bestimmungsarten giebt die Lö- 
sung einer einfachen physikalischen Aufgabe; wir gehen demgemäss 
näher auf sie ein. 

a) Ist (. = 0, s, = 0, so hat man zur Bestimmung von C, und C, 
die Gleichungen: 

MV, = et, + G„ 
0= C.. 

Es wird also: 

M{v- p;) = c{( - 1,), 

ifs = Cy + {MV, - Ct,)t. ^^** 

Die Gleichungen werden besonders ein&ch, wenn man specieller 
auch noch (, = und V, = nimmt, d. h. zur Zeit, von der aus ( 
gerechnet wird, den Massenpunkt mit der Geschwindigkeit Null vom 
Nullpunkt ausgehen lässt. Hierbei ist dann 

MB = C, MV= et, Jtfs = (7^ , MV = 2 Cs. (34') 

Diese Gesetze gelten nach Galilei's Beobachtungen beim freien 
Fall eines kleinen Körpers unter der Wirkung der Schwere, voraus- 
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gesetzt, dass die Kichtung ,+ s vertical nach unten gerechnet wird; 
auf dieser Thatsa«he beruht, dass wir bei solchen und ähnlichen Ex- 
perimenten die Schwere als eine conatante Kraft behandeln, die 
normal zur Erdoberfläche wirkt 

Dieselben Beobachtungen haben in Uebereinstimmnng mit späteren, 
viel genaueren Messungen das wichtige Resultat ergeben, dass die 
Beschleunigung durch die Schwere an derselben Stelle der 
Erdoberfläche für alle Korper die gleiche Grösse hat, von 
Ort zu Ort aber wechselt. Man bezeichnet die Beschleunigung 
durch die Schwere mit dem Buchstaben p; die Kraft, welche die 
Schwere auf einen Massenpunkt ausübt, nämlich 

K=Mg, 
nennt man das Gewicht, welches der Massenpunit an jener Stelle 
der Erdoberfläche besitzt. Das Gewicht ist aber nach dem Gesäten 
nicht (wie der Sprachgebrauch vermuthen lässt) eine einer gegebenen 
Masse individuelle Constante, sondern noch ausserdem von der Stelle 
auf der Erde abhängig, auf welche es bezogen wird. Auf das Gesetz, 
nach welchem seine Aenderung mit dem Orte geschieht, gehen wir 
später ausführlich ein. 

Auf der Proportionalität der Gewichte mit den Massen beruht das 
später zu besprechende Verfahren, Massen mittelst der Wage zu ver- 
gleichen und zu messen. 

Führt man ein , dass nach dem G esagten für die Schwere 
K—C=Mg ist, so nehmen die Galilei'schen Fallgesetze die Form an: 

r^gt, s = ?^, V' = 2gs. (35) 

Ist nach dem Ges^^n auch der freie Fall unter der Wirkung 
der Schwere die denkbar einfachste der Beobachtung zugängliche An- 
. Wendung unserer Grundgleichungen (32), so hat er doch als Mittel 
zur experimentellen Prüfung derselben den Uebelstand, dass die wichtige 
Abhängigkeit der Bewegung von der Masse in den Endformeln gar- 
nicht hervortritt In dieser Hinsicht bietet die Abänderung des Ex- 
perimentes, wie sie die Atwood'sche Fallmaschine gestattet, eine Er- 
gänzung. Indem wir die Construction dieses sinnreichen Instrumentes 
als bekannt voraussetzen, erinnern wir nur daran, dass bei demselben 
eine grosse Masse M+ m durch das Gewicht mg einer kleinen (varür- 
baren) m in Bewegung gesetzt wird. Demgemäss werden, für den Fall, 
dass die Bewegung zur Zeit i = vom Zustand der Ruhe aus im Null- 
punkt beginnt, die Formeln (34') hier folgendermassen eintreten: 

sie stimmen mit den Gesetzen für den freien Fall formell überein, 
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nur steht an Stelle der ganzen Beschleunigung durch die Schwere g 
der Bruchtheil g.mj{M+ m). 

Nächst dem bisher allein betrachteten speciellsten Falle, dass die 
Bewegni^ zur Zeit ( = mit der Geschwindigkeit F= begann (freier 
Fall), steht der andere, dasa die Geschwind^keit für ( = von Null 
verschieden, etwa = V, gegeben ist (verticaler Wnrf). 

Hier haben wir: 

M{V-V,)= et, ifs= Cy + JfK(; (37) 

schreiben wir die erstere Formel in der Gestalt: 

»- - jy + »-0, 

so erhellt daraus, dass zur Zeit t,= — V^MjC (im Falle der Schwere 
zur Zeit (, = — V^lg) die Geschwindigkeit V versehwindet und, weil mit 
dsjdt = zugleich d'sjdt' > ist, ebenda s seinen kleinsten Werth an- 
nimmt Betrachtet man die Zeit i = als Beginn der Bewegung, 
d. h. schliesst negative Werthe ( von der Betrachtung aus, so tritt 
dieser Fall nur ein, wenn K < 0, d. h. die Anfangsgeschwindigkeit 
nach der Richtung von — s, der Kraft entgegen, im Falle der Schwere 
also nach oben gerichtet gewesen ist. Der kleinste erreichte Werth 
von s findet sich, wenn man den apeciellen Werth (, = — V^MjC in 
die aDgemeine Formel einsetzt: 

^.=-^^■, (37-) 

im Falle der Schwere giebt s, = — V^jg dem absoluten Werthe nach 
die grösste in Folge der Anfangsgeschwindigkeit V„ erreichte Höhe über 
dem Ausgangspunkte 

Verfolgt man den Massenpunkt noch weiter auf seinem Wege und 
fragt, nach welcher Zeit und mit welcher Geschwindigkeit er den Aus- 
gangspunkt wieder passiif, so erhält man das Resultat: 

i. = -2F.Jtf/C=2(„ V,= -r„; (37") 

die Zeit ist die doppelte, die er bis zur Erreichung der höchsten Stelle 
brauchte, die Geschwindigkeit ist der Anfangsgeschwindigkeit gleich und 
ent^gengesetzt. 

h) Ist für i = 0, s = 0, fOr i = (', s = s, wobei <' > sein soll, 
80 gilt zur Bestimmung von G, und C,: 

= C„ Ms'= Cy-(- GJ, 
daher wird 

Mr-Cl + ^-G'--, M(,^,')-c'^- (38) 
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Diese Formeln geben unter Anderem die Antwort auf die Frage: 
mit welcher Geschwindigteit V„ muss der Punkt zur Zeit i = aus- 
gehen, um in der Zeit f die Länge s' unter der Wirkmig der Schwere 
vertical zurückzulegen. Hierzu ist in der ersten Formel V=V„, t = 
2U setzen, wodurch folgt: 

° f 2M 
oder wegen CjM^g auch V, = s'jt' — gt'j2. 

c) Ist für ( = 0, s = 0, för s = s', V= V, so bestimmt sich C„ 
C, und Zugleich der Zeitpunkt t', zu welchem der Ort s' erreicht 
wild, aus 

C, = 0, MV = et' + C„ Ms = C~ + 0,1', 
woraus fo^: 

C'.= ±yif'r"-2-3f(7fi, f= —{MV'^yM'V- 2MC8'). (39) 

Diese Resultate bieten in doppelter Hinsicht Gelegenheit zu wich- 
tigen Bemerkungen. 

Erstens erhalten wir für (7, wegen des doppelten Vorzeichens der 
Wurzel zwei Werthe: es kann also yorkommen, dass die gemachten 
Festsetzungen die Int^rationsoonstanten nicht eindeutig bestimmen, 
sondern zwei oder mehr Bewegungsgesetze mit ihnen verträglich sind; 
dann ist den Festsetzungen noch eine Angabe zuzufügen, welche die 
zu wählende Wurzel charakterisirt. 

Zweitens kann der Ausdruck unf«r der Wurzel negativ, also die 
Gonstante G, imaginär werden: es kann also Torkommen, dass die 
Nebenbedingungen mit den Hauptgleichnngen des Problems in Wider- 
spruch treten und eine reelle Lösung unmöglich machen. In unserm 
Falle ist das leicht zu übersehen; denn da die kleinste Geschwindig- 
keit, mit welcher die Stelle s = verlassen werden kann, gleich Null 
ist, so kann die kleinste Geschwindigkeit, mit welcher eine auf posi- 
tiver Seite gelegene Stelle «' erreicht werden kann, nur die bei freiem 
Fall stattfindende, nämlich y2 Ca'jM sein; verlangt man eine kleinere, 
so ist das Problem unlösbar. — 

Nächst dem Falle, dass die wirkende Kraft constant ist, steht 
hinsichtlich der Einfachheit derjenige, dass sie nur von einem A^u- 
ment t, s oder V abhängt Hier lässt sich für ganz beliebige Gesetze 
der Abhängigkeit der Weg zur Durohführung des Problems folgender- 



a) Sei gegeben die Kraft als beliebige Fonction der Zeit, so gilt 
für die Beschleunigung eine Relation der Form: 
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aus der sich sogleich e^ebt: 

s = fdljf(t)dt + G.t + 0,. 
b) Sei gegeben die Kraft als Function des Ortes, also auch: 

60 folgt durch Multiplication mit ^.di = ds und Integration: 



(40) 



f-?,-±V2/9»W<i»+C, 



and daher 



l-0.± f-, 
JVi 



(42) 



(41) 

eine Gleichong, die den gesncbten Ziuammenhang zwischen « tmd ( 
enthält nnd eich in endlicher oder unendlicher Form nach s auf- 
lösen lässt 

c) Sei schliesslich die Kraft als Function nur der Geschwindigkeit 
gegeben, so liönnen wir schreiben: 

B = -r- == ip{V), und erhalten daraus: 

Diese Formel, nach f aufgelöst, schreibe sieh: 
ans ihi folgt sogleich; 

»=o, + Jx{t, C,)dt. 

Die Bestimmung der Integrationsconstanten geschieht in der oben 
ausfuhrlich erörterten Weise. — 

Für die Behandlung der complicirteren PäUe, dass die Kraft mehrere 
Argumente enthält, lassen sich ähnliche allgemeine Regeln nicht auf- 
stellen. 

Es wird zur Beleuchtung der nachdrücklich hervorgehobenen That- 
sache, dass gegebene Gesetze für die Kraft allein die Bewegung nicht 
eindeutig bestimmen, dienen, wenn wir die oben aufgestellten Eegeln 
anwenden, um von den drei Gesetzen für Kraft oder Bescbleunigmig, 
die wir aus dem einen Gesetz 

s = o sin 2 n ^ ~ ° 
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geschlossen haben, rückwärts die ihnen enteprechenden allgemeinsten 
Formeln für a berechnen. 

a) Wir setzen gemäss (32'} kurz: 

und erbeten: 

''=?,= R + ll'-'-^V^. 

Hier unterscheidet sich s von der Ausgangsformel nur durch das 
Glied G, + Cj, welches eine gleichförmige Bewegung darstellt 

b) Setzen wir femer gemäss (32''): 

B=^= -08, wo ß>0, 



80 folgt: 



■■-D'=«- 



oder 



-^ aresin (sl/^1 = C,±t oder 

.-]/|8in(C,±()y?. 

Es bleibt also, falls keine Nebenbedingungen gegeben sind, hier 
Amplitude und Phase willkürlich. 

c) Setzen wir sohliesslicb gemäss {32"): 

SO giebt sich: 

aresin y = C, — yi oder V= ^ = 5 sin {C^^yt), 
und daher 

s = — cos (0, - yt) + C,. 
Eier bleibt der absolute Werth von s und die Phase unbestimmt 

§ 7. Bflwegangen in der Ebene und im Eanme, bestimmt durch 
gegebene Werthe der Geacbwindigkeiten; Beispiele. 

Ehe wir zu dem allgemeinen Falle übergehen, der dem im letzten 
Abschnitt behandelten speciellen direct entspricht, nämlich eine räum- 
liche Bewegung durch die wirkenden Kräfte bestimmen, wollen wir 
gleichsam vorbereitend das einfachere Problem in Angriff nehmen, 
aus nach Richtung und Grösse gegebenen Geschwindigkeiten das 
Gesetz der Bewegung abzuleiten. 
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Die Gleichungen des Problemes lauten nach (20') folgendermaasen; 

s-^».. S-^«.. S=^"- w 

in ihnen sind die m*, vk, w^, gemäss dem am Ende von § 5 über die 
Erätte Gesagten, als diiect oder indirect gegebene Fmictdonen von 
X, y, X und t allein anzusehen. Es handelt sich darum, ans ihnen drei 
endliche Relationen zwischen x, y, x und ( abzuleiten, d. h. also drei 
Gombinationen von ihnen aufzusuchen, welche die Integration gestatten. 
Die drei Integrationsconstanten zu bestimmen muss der Ort des 
Massenpunktes für einen beliebigen Zeitpunkt gegeben sein. 

In den Fällen, dass u, v und w nur die Zeit enthalten, oder u 
nur X, V nur y, iv nur x, sind die Gleichungen (43) selbst diese inte- 
grirbaren Combinationen, ebenso, aber minder einfach, wenn u nur x 
und l, V nur y und f, w nur x und t enthält 

Handelt es sich allein um die Aufeuchung der Bahn, so muss 
man versuchen, schon aus den Differentialgleichungen die Zeit zu 
eliminiren. Dies ist sofort ausfährbar, wenn «, v, w die Zeit gar nicht 
oder nur in einem gemeinsamen Factor enthalten; dann ist nämlich 

dx:iy:dx = uw.w 
Ton i unabhängig und giebt die zwei im Allgemeinen partiellen 
Differentialgleichungen der Bahn, die freilich nicht immer eine direct 
integrable Form haben. 

Einfiiobst ist dies letztere Problem für den Fall einer ebenen 
Bewegung, denn 

Ax\&y = u:v 
ist dann eine gewöhnliche Differentialgleichung. Die ersten Beispiele 
sollen Anwendungen hiervon gehen, 

1. Seien m und v lineare Functionen von x und y: 

g=.»-(«a. + MF(l), % = v~(yx+Sy-)m, (44) 

a, ß, y, 3 constant, F{() eine beliebige Function von t, so ist: 

{ax + ßy)dy -{yx+ Sy)dx = (44") 

die Differentialgleichung der Bahn. Dieselbe ist si^leieh in intograbler 
Form, falls 

^= -« 
ist, and ei^ebt dann: 

2uxy + ßy'— y^= e, (44") 

wo b/2 die Integrationsconstante bezeichnet Die Bewegung findet 
also in einem Kegelschnitt statt, dessen Centrum im Goordinatenanfang 
hegt, und der nach Lt^e und Verhältniss der Axen vollständig be- 
stimmt ist Die Integrationseonstante giebt nur den absoluten Werth 
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dei letzteren nnd bestimmt sich etwa dadnich, das« ein Punkt ge- 
geben ist, durch welchen die Bahn hindurchgehen aoU. 

Man kann, ohne das Problem zu specialisireu, nur durch Drehen 
des Coordinatensystems die Grösse et zum Verschwinden bringen; der 
Kegelschnitt erscheint dann auf seine Hauptaxen bezogen und wir 
haben für diese speciellen Coordinatenrichtungen: 

% = ßy.F{t), ^ = rx.F(l), ßy--Yx^=,. (45) 

Hieraus folgt dann weiter: 



Das doppelte Vorzeichen rührt nur davon her, daäs aus der Bahn- 
gleichiong sich für jedes x zwei entgegengesetzt gleiche y ergeben and 
umgekehrt; es giebt also keineswegs zwei Lösungen des Problemee, 
Seine Bestimmung geschieht, indem man gemäss der Bedeutung 

^Vr = V/^y -«' j/ y^ = ye 4- ya;' 
für den Anfangszustand die beiden Wurzeln positiv oder negativ wählt 
und ihr Vorzeichen beim Durchgang durch Null umkehrt 
Für die Integration sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) ß.y > 0, die Bahn ist eine Hyperbel; es folgt: 

lio^Yßr + yW+r^ =±yßYjm-dt + c, 

l i^fßl- + M-^ + M) = ± yfylm-dt + C; 

b) ß.y <0, die Bahn ist eine Ellipse; es folgt: 

aresin xy^ = ± y-ßyjF(().dt + C„ 
arcsinyl/^ = ±'^ -ßrjF{f).dt + C;. 

Wir kommen hier scheinbar zu noch zwei weiteren lutegrations- 
constanten C und C, es ist aber klar, dass, weil 

/?»■ - 73^ - e 
sein soU, dieselben nicht von einander unabhängig sind. 

In der That bemerkt man leicht, dass die Relationen gelten müssen: 

re=ßt', c,-g;=±^- 

Um einige noch sich bietende FrE^n klar zu stellen, nehmen wir 
jetzt einfoch F{t) = 1, und schreiben die Resultate in der Form: 
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wobei ©in | = — 5^^' ®"' ^ ~ — 2 — gesetzt ist; 

k ist die eine zu < noch hinzukommende Integrationsconstante. Beide 
bestimmen sich einfach, wenn man annimmt, dass für t = Q, y = +b 
und a; = sei; dann muss nämlich k verschwinden nnd ^ftjß = b sein. 
Das doppelte Yorzeichen unter GEof und cos kann dann forl^lassen 
werden, das unter ©in und sin bestimmt sich durch die erste Gleichung 
(45), 80 dass wir erhalten: 



a) 



y= ft©of((V^y); 

.^6y^sin{(/:^^, 



i/ = 



ftcos ((]/ 



■ Wir sehen: im FaUe (a) beschreibt der Punkt den oberen Äst der 
Hyperbel, welcher positiven Werthen von y entspricht, in der Sichtung 
von negativen zu positiven Werthen x, beginnt im Unendlichen zur 
Zeit ( = — CO , endet im Unendlichen um f = + oo und gelangt nie 
auf den unteren Zweig; im Falle (h) rotirt der Punkt auf der Ellipse 
in n^ativer Richtung, die Umlautsdauer ist 



2. Ein zweites Beispiel soll 
Polajcoordinaten benutzen. Die 
Aufgabe sei folgende: 

Ein Boot werde über einen 
Canal von der Breite ß mittelst 
eines am Punkte o des einen Ufers 
befestigten Taues gezogen {Fig. 4); 
das Tau werde in der Zeit dt um 

vdt verkflrzt, die Qeschwindigkeit des Wassers im Canal, welcher das 
Boot folgt, sei gleich u. 
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Bezeichnet man die Länge des Taaes mit r, seinen Winkel gegen 
die positive Strömungarichtung mit rp, so hat man, da dr der in der 
Kicbtung von r, rd^ der in der Richtung normal zu r während dt 
zurückgelegte Weg ist, die Gleichungen des Problems in der Form: 

woraus für die Gesammtgeschwindigkeit V folgt: 
V = v" + m' sin' <p . 
In diesen Gleichungen kommt scheinbar nur die eine Gomponente 
der Strömungsgeschwindigkeit m zur Geltung. Dies klärt sich so auf: 
V ist die resultirende Geschwindigkeit in der Richtung von r, nicht 
aber diejenige, welche das gespannte Tau in dieser Richtung bewirkt. 
Denn damit dieselbe mit der Componente Yon u in der Richtung von r, 
nämlich mit + w cos y, zusammen v als Resultante giebt, muss sie 
den Betrag —(v + u cos g>) haben. 

Die Differentialgleichung der Bahn erhält man durch Elimination 
der Zeit in der Form: 

dr t dr 

T « Bin » ' 

daraus folgt durch Integration: 

"-«-2^'([^^;)='^-t'(«*i-)- 

Hier, wie weiterhin, ist mit / der natürliche Logarithmus bezeichnet. 
Ist zur Zeit des Abganges »• = r, und ff = (f„, dann bestimmt 
sich C so, dass wir haben: 



'(y)- 



— t (^^^ 

Die Zeit der Ueberfahrt ist T = r^jv, also von der Strömungs- 
geschwindigkeit unabhängig. 

Die Curve in ihrer ganzen Ausdehnung zu untersuchen, bezeichnen 
wir mit o den Radiusvector, der tp = jr/2 entspricht, nnd haben dann 
einfacher: 



Während ip von bis w und von da bis 2w wächst, nimmt hiemach 
r von bis CO zu und wieder bis ab. 
Die frühere Formel 

dr ^ _P_ 
rd9 «Bin» 

zeigt, dass die Bahncurve für tp = 0, n und 2n den Radiusvector 
tangirt. 



DigilizedbvGoO^^IC 



§ T. Bewe^ngen beitinunt dnrch GeBcbwindigkeiten. 



41 



Der normale Abstand b von der Äxe ist gegeben durch 

6 = r sin «> = 2a —\^ , {47') 



er ist also für qo = oder 2« stets gleich Null, fxa tp = it aber 
oder 00, jenachdem m>p oder i?>m ist. Er besitzt ein Maximum 
oder Minimum für 

^^^^ = 0, d. b. r/^ + coa y) = 0. 

Da r = das Minimum h = bestimmt, so giebt 

eos (f,= 

die Lage des Maximums, das nur auftritt für m > c; der zi^hßrige 
Werth von r und h ist: 



^ _„/" + <*" 6 


o (« + »)(H-.)/." 


(47") 


^'-%-^„} ' * 


u („_,)("-)/.. 
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£. B. im Falle der Figur (5*) unmöglich, das Boot von Funkt q 
nach den Forderungen entsprechend überzuführen. In Wirtlichi«it 
würde das Boot längs des Ufers von q bis p treiben und der Zug 
durch das Tau gar nicht wirtsam werden. 

Aber auch wenn der ganze obere Zweig innerhalb der Breite des 
Ganais verläuft, so bezieht er sich doch zum Theil nicht auf onser 
eigentliches Problem — nämlich innerhalb des Stückes von Unendlich 
her bis zu der Stelle des Maximums b, von b. 

Auch Mer würde in Wirklichkeit das Tau schlaff hängen und das 
Schiff ausschliesslich der Strömxmg m folgen, denn das Tau verhindert 
in Wirklichkeit nur, dass die Entfernung nicht grösser werde als 
verlangt, gestattfit aber, dass sie kleiner sei. unsere Formeln tragen 
aber dem letzteren Umstand nicht Rechnung, sondern behandeln das 
Tan als starre Linie. 

Wie hier, so ist es in vielen Fällen nicht möglich, die practischen 
Probleme erschöpfend in eine Formel zu fassen. 

Es ist von Interesse zu untersuchen, wie die Verhältnisse nnd 
Formeln sich ändern, wenn das Boot nicht durch ein Tau, sondern 
durch Buder eine Geschwindigkeit v in der Richtung nach dem Funkt o 
mitgetheilt erhält. Der Unterschied liegt darin, dass das Tau die 
resultirende Geschwindigkeit —v in der Richtung von r erzwingt, 
also jede Einwirkung der Strömung m auf die Geschwindigkeit parallel 
mit r gewissennassen aufhebt, während jetzt —v nur der eine An- 
theil der Geschwindigkeit parallel mit r ist, dem eich die bezügliche 
Componente der Strömung m znaddirt Demgemäss sind die Gleichungen 
des neuen Problems: 

J = MCOsqo-«j, r^= -usinip; (48) 

man erhält daraus: 

— = Z ^Sl^^qo also 

l{r) =C-^l(ootg^)-l {Sin <p), 
und daher nach denselben Annahmen wie oben 

Die Discussion ist nach dem Yorstehenden leicht auszuführen. 
3. Als drittes Beispiel behandeln wir folgendea Längs der X-Axe 
bewege sich mit der positiven constanten Geschwindigkeit U, zur Zeit 
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( = im Coordinatenanfang beginnend, eine Marke, — der untersuchte 
Punkt hingegen laufe in der XT- Ebene mit der constanten Geschwindig- 
keit V immer in der Rieh- y 
tung auf die wandernde Y/ 
Marke zu. Zur Zeit ( = If 
befinde er sich anf der 
r-Axe im Abstand a vom 
Nullpunkt Die so be- 
stimmte Curve giebt unter 
Anderem die Bahn, in wel- 
cher ein Eund seinem 
Herrn nachläuft, und heisst 
die Verfolgungseurve. 

Für die Aufstellung '' p. g 

der bezüglichen Gleichun- 
gen bedenke man, dass, wenn zur Zeit i die Marke a;, = Ut, y, = 0, 
der Punkt aber x, y zu Goordinat«n hat, die Cosinus der Winkel, 
welche die Richtung der Geschwindigkeit mit den Coordinatenaien ein- 
schliesst, resp. sind 




cos {V, x) = 



VK 



cos (F, y) = 



a:)'+-y'' -->'^' yi^,-xf + y' 
Die Componenten der Geschwindigkeit V, als die Projectionen 
ihres Repräsentanten, ei^eben sich hiemach durch die Tonneln: 
dy _ 



dt ' 



^ r 

dt 



(49) 



y(,üt - xy + y' ■*' y(ut-ay -t-y' 

Wir haben hier also einen Fall, wo « und v die Coordinaten und 
die Zeit neben einander enthalten, — die Elimination der Zeit, um zo 
der Gleichung der Bahn zu gelangen', macht demgemäss auch mehr 
Fmistände. 

Wir erhalten zunächst aus den letzten Gleichungen: 



dx 



ui- 



Yda? + dy' . 
= dt ' 



(49') 

dx und dy sind die während desselben Zeitelementes dt eintretenden 
Zuwachse der beiden Coordinaten. 

Das doppelte Vorzeichen, welches wir hier erhalten haben, giebt 
zu einer wichtigen Bemerkung Anlaas. Wo ein solches in Folge der 
angewandten Operationen noch vor einer Integration der Gleichungen 
auftritt, deutet es an, dass die dasselbe enthaltenden Formeln ausser 
dem eigentlich gestellten Problem noch ein anderes mit umfassen; es 
ist dann jedes Mal durch eine besondere Betrachtung zu entscheiden, 
welches von beiden Vorzeichen dem eigentlichen Problem entspricht 
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In noseiem Falle übersieht man leicht, welches das fremde 
Problem ist; denn geht man statt von den Gleichungen (49) aua von 

dt y(ut -xy+v' dt y(_m^xy+y ' 

80 gelangt man zu denselben Gleichungen (49'). Jene Gleichungen 
sprechen aber aus, dass der Massenpuntt eine von der wandernden 
Marke hinweggerichtete Geschwindigkeit besitzt, — sie bestimmen statt 
der Verfolgungs- die sog. Fluchtcnrve. 

Es folgt weiter aus der ersten Gleichung (49') 

und durch Einsetzen in die zweite und Division mit dy 



/'-(S)' 



oder 



Jetzt ist die Integration ansfühibaT und giebt: 



(50) 



^fö + /^^') = '''^FW 



Die Gleichung (49') für dx/dy zeigte dass ziu- Zeit 1 = 0, wo a; = 0, 
$ = a ist, dxjdy verschwindet Dies bestimmt die Constante 

SO dass wird: 

daher folgt: 

Die Deutung des doppelten Vorzeichens geschieht nun durch die 
Ueberlegung, dass bei der Fluchteurve für Werthe von y < o, bei der 
Verfolgungscurre für Werthe y > o das Yerhaltniss dx/dy grösser als 
Mull ist Dies zeigt, dass das obere Zeichen der Yerfolgungs-, das 
untere der Fluchtcurye entspricht 

Die zweite Integration ergiebt: 

x + C, = \ 
und nach Einführung, dass für x = 0, y = a sein soll: 
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dies ist die definitive Fona der Bahngleichung. 

Wir unterwerfen der Biseussion nur die Verfolgnngscurve, indem 
wir das nntere Vorzeichen beseitigt denken. Dann kommt y mit den 
beiden Exponenten {F+)7)/rund {V—U)jV var nnd es sind die beiden 
Fälle zu unterscheiden, dasa V^U, d. h. der Terfolger grössere oder 
kleinere Geschwindigkeit besitzt als der Verfolgte, — die blosse An- 
schauung ergiebt, dass im ersteren Falle ein Einholen stattfinden muss, 
im letzteren nicht Dies bestätigt die Formel, denn wenn wir in der- 
selben y = setzen, so muss sie dasjenige x = x' geben, in welchem 
Beide zusammentreffen. Es zeigt sich, dass für r> U resnltirt: 
,_ aUV 
* ~ V'-ZP 
und hieraus für die Zeit T, welche bis zum Einholen von dem Äugen- 
blick an vergangen ist, in welchem Verfolger und Verfolgter die F-Axe 



In dem Grenzfall, dass V^ U ist, wird x' und T unendlich. 

§ 8. Bewegimffen in der Ebene nnd Im Ranme bestimmt doreh 
gegebene Werthe der Er&fte; Beispiele. 

Die Gleichungen des allgemeinen Bewegunpproblemes für einen 
Massenpunkt m sind nach (31): 

"■S=^^- •»s-^->'.. -s?-^^^ 

die Kräfte auf der rechten Seite derselben werden betrachtet als 
Functionen von (, x, y, x, dxjdt, dyjdt, dzjdi. Es handelt sich darum, 
aus ihnen durch Combination drei integrable Formeln zu bilden, 
welche durch die Integration auf Beziehungen von der Form führen: 

(p, = C„ *, = C„ <i>. = C„ 
worin die 0„ Functionen von l, x, y, », dxjdi, dyjdt, dxjdt, die C„ 
die bezüglichen ersten Integrationsconstanten bezeichnen. 

Aus diesen letzteren Formeln sind abermals drei integrable Com- 
binationen zu bilden, die durch die Integration liefern: 

w, = c:, w, = c, *tf, = c, 

in welchen die *ft Functionen von t, x, y, x, und von den drei C„, 
die Ci aber die zweiten Integrationsconstanten bezeichnen. 
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Sind die Ci und G,' durch gegebene Zustände des bewegten Punktes 
bestimmt, so geben die letzten Formeln, nacli x, y, % aufgelöst, den 
Ort des Punktes zu jeder Zeit und durch Elimination der Zeit aus 
ihnen die Gleichungen der Bahn. 

Das Auffinden dieser integrabeln Gomblnationen bildet die Haupt- 
schwierigkeit der Lösung des Problemes. Dieselbe kommt ganz in Weg- 
&11, wenn jede Gleichung neben der Zeit nur eine Coordinate und 
deren DifTerentialquotienten enthält; dann redncirt sich die Aufgabe 
auf die bei geradliniger Bewegung behandelte, denn jede Gleichung 
ist für sich allein zweimal zu integriren. Die erste der folgenden Auf- 
gaben gieht hierfür ein Beispiel specieUer Art, insofern die Bewegung 
in der Ebene stattfindet, die letztere ein etwas complicirteres räum- 
liches Problem. Andere Beispiele folgen in späteren Abschnitten. 

1. Es werde ein Massenpunkt iu einer gegebenen Eichtung fort- 
geschleudert und der Wirkung der Schwere überlassen (schiefer 
Wurf). Die Anfangsgeschwindigkeit sei gleich c und um den Winkel u 
gegen die Horizontale nach oben geneigt. Ein Coordinatensjstem sei 
mit seinem Nullpunkt in die Ausgangsstelle, mit seiner Y-Axe vertieal 
nach unten, mit seiner X-Kta in die verticale Ebene durch die An- 
fangsgeschwindigkeit gelegt; dann ist aus Symmetrierfleksichten klar, 
dass die Bewegung durchaus in der XY-Ebene verlaufen wird. 

Die Gleichungen des Problems sind: 

dazu sei für i = (51) 

IE = 0, y = 0, ^ = c cos a, ^ = — o sin «. 
Die Integration giebt demgemäss: 

X = cf cos 0!, y = 9-^ — o( sin a. (61') 

Hieraus fo^ die Gleichung der Bahn: 

also die Gleichung einer Parabel mit verticaler Axe; ihr Scheitel hat 
die Coordinaten o und h, welche die Werthe haben: 

a = ~ sin « cos a = s^ sin 2a, h — — •—- sin'a. (51'") 
g 2g ' 2g ' ' 

Führt man ein durch den Seheitel gehendes mit X, Y paralleles 

System E, H ein, indem man 

x = ^ + a, y = v + b 

setzt, so folgt als Gleichung der Bahn: 
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PS- 

Die Höhe des schiefen Wurfes ist gleich — 6, die horizontale Wurf- 
'veite gleich 2a. 

Stellen wir die Frage, in welcher Biehtunfir der Punkt mit der 
gegebenen Geschwindigkeit ausgehen moss, um eine verlangte Stelle 
!K„ y, zu treffen, Bo ist aus der Gleichung 

welche aussE^ dass die Parabel durch den Gooidinatenanfong und die 
Stelle X,, y, geht, der Winkel a zu bestimmen. Man erhält leicht: 



?*. 

Diese Formel ergiebt zwei Werthe für a, sobald der Ausdruck 
unter dem Wurzelzeichen grösser als Null ist, einen Werth, wenn er 
gleich, keinen, wenn er kleiner als Null ist 

Im ersten Fall kann man also bei der gegebenen Anfangsge- 
schwindigkeit c den Punkt auf zwei Wegen erreichen, mittelst einer 
flacheren oder steileren Parabel, im letzten überhaupt nicht mehr. Die 
Grenze zwischen beiden Bereichen, d. h. den geometrischen Ort aller 
Funkte, die nur mittelst einer Parabel zu erreichen sind, bildet die 
Curve, die dadurch gegeben ist, dass die Grösse unter der Wurzel 
verschwindet, d. h. für die 

c* + 2ff(fy, - fx,' = 
ist; diese Curve ist eine Parabel, deren Aie in die y-Axe fällt und 
deren Scheitel um (>'j2g, d. h. um die bei vertiealem Wurf überhaupt 
erreichbare Höhe über dem Anfanppunkt liegt; sie sehneidet die 
Horizontale in der Entfernung x, = ± ^jg, d. h. der grössten horizontalen 
Wurfweite, die, wie Formel (51"') zeigt, bei der Elevaöon a = nji er- 
reicht wird, und hüllt sämmtliche derselben Anfangsgeschwindigkeit 
entsprechende Wurfeurven ein. 

2. Wir behandeln als zweites Beispiel die Bewegung eines Massen- 
punktes unter der Wirkung der Schwere auf der rotirenden Erde. 

Die Botation wirkt in mehr^her Hinsicht modihcirend auf die 
Erscheinung ein; einerseits stellt letztere sich dem an der Rotation 
theilnehmenden Beobachter in veränderter Gestalt dar, andererseits 
werden auch die Bedingungen des Problems dadurch factisch geändert, 
dass die Botation die Anfangsgeschwindigkeit beeinflusst. 

Wir denken uns die Erde als Kugel, nehmen die Rotationsaxe 
zur Z-Axe eines absolut festen Coordinatensystems, legen die X- und 
r-Aie beliebig in die Ebene des Aequators. Eine Stelle der Ober- 
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fläche sei durch die geographische Breite 1/; und die geographische 
Länge y — letetere gegen die XZ-Meridiaoebene gerechnet — g^eben. 
Kotirt die Erde, so wächst tp gleichförmig mit der Zeit, es ist also 



worin T die Dauer eines Umlaufes von 86400 Secunden beträgt 

An der durch y, 1// gegebenen Stelle befinde sich der mit der 
Erde bewegte Beobachter; dieser beurtheilt die Erscheinung wie sie 
sich in Bezug auf ein mit ihm fortschreitendes Coordinatensjstem =., 
H, Z darstellt Unsere Grundgleicbungen (31) sind aber für ein ab- 
solut festes Coordinatensystem aufgestellt nnd demgemäss müssen wir 
TOD ihm au^hen. 

Die auf den Massenpunkt wirkende Kraft ist, was wir hier ohne 
Beweis aussprechen, 
die Anziehung der 
Erde, die, wenn wir 
j_ letztere als homogene 
Kugel ansehen, nach 
dem Mittelpunkt hin 
gerichtet ist; die in 
Folge der ellipsoidi- 
schen Gestalt und der 




desselben die Buchstaben X, 
die Grundgleichungen : 



tretenden Abwei- 
chungen hiervon sind 
unbedeutend. Wir 
wollen das Gesetz 
ihrer Wirkung aber 
zunächst noch nicht 
einführen , sondern 
für die Componenten 
Z vorläufig beibehalten. Dann lauten 



Um diese Gleichungen auf das bewegliche System =, H, Z zu 
transformiren, bestimmen wir die Lage des letzteren folgendermassen : 
die Z-Axe stehe an der Stelle tp, ip normal zur Erdoberfläche nach 
aussrai gerichtet, die Z-Axe liege im Meridian nach Süden, die H-Axe 
normal dazu nach Osten; dann wird das =., H, Z-System für i/' = !t/2, 
<p — dem X, Y, 2-8ystem parallel. 
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Bezeichnen wir noch den Erdradim mit B, so gelten folgende 



X = [{Ä + ^ cos 1^ + I sin ?^] cos qo — j; ein qo, 
y = [[B + C) cos 1^ + I sin t//] sin y + »? 008 9>, (53) 

» = (Ä + ^) sin ^ — f cos V, 
und amgekehrt 

I = (a; 008 qp + y sin y) sin ^ — » coa 1//, 
t/ — y cos qp — jt sin y, (58') 

Ä+i;=(xcosq[> + y8iny)co8^ + «sint^. 
Analc^ gilt ftkr die Kiaftoomponenten: 

= = (X cos qp + r sin qo) sin 1^ — Z cos 1/-, 
H = r cos qp - X sin qp, (53") 

Z = (X cos yi + r sin qp) 008 1/» + Z dn y. 
Wendet man die Factoren dieses Systems auf die Bewegungs- 
gleichnngen an, so erhält man: 

•T^ 008 (B sin «» + -tM sinepsintü — ^coay = — , 

at ' ' at ' ' at tn 

j^ cos 91 eos 1// + -j^ ain y cos i/> + ^ sin ^ = — ■ 

Xnn kommt in den Coordinaten x, y, x die Zeit t in doppelter 
Weise vor, einmal durch |, ij, ^, das andere Mal durch tp = xt. 
Wir können daher schreiben: 

d'x d-x , „ e'x , S'* . „ , 
SF^äF+^äTäi' + ä?'^ ^^^' 
wo nnn das Zeichen d sich nur auf das Yorkonuneo von t in ^, «/, £ 
bezieht Es ist aber nach den obigen Formeln: 

dx dy fl* n 

ö'a! fl"« a«» „ 

^r^ = — a;. -^4 = -- «. ^-^ = 0. 



d^_ ö^ 

<i*' ~ dt' ■ 
Setzt man diese Werthe in die G-leichongen (64) ein, so kfmn 
man die cos qp cos 1// . . . unter die Zeichen d ziehen tmd erhält ohne 
alle Rechnung durch Yergleichung mit (58): 

Voi|l, Eins. Hnhinlk. i 
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^ —2-^x^a'tiJ — ^x'— [{R+ ^)sini/' — § coa y] x' cos i// = — , 

d'n , n dt . , „rft , H 

^ ~2^xC0Hii' — {B + C)x' + [iR+ Osm^f — ioos■\fi]x'am.^f! = ^, 

oder anders geschrieben: 

■TTi" = ^ + Äx'co8t^8iiii// + (|siin/'4-Ccost//)«'8mTfi + 2*^8iii't^, 

£? = ^ +»;*'-2;<-^(|8mv; + ecosv}, (54-) 

-3^ = — h Rx'üos'ip 4-(|siDi/; + feost^)x'coS'^+ 2x^eosi//. 

Die Bedentnng dieser Gleichungen erkennen vir am besten, in- 
dem wir sie zunächst auf einen im Anfangspunkt des Coordinaten- 
sfstems 5, H, Z ruhenden Massenpunkt anwenden, und demgemäss 
I, rj, ^, d^jdt, dnjdt, dt,jdt gleich Null, =, H, Z gleich =., H„, Z„ 
setzen. Dann lauten sie: 

^ = r!- + Äx'eosv'sinw, ^= "° , ^ = ^+fix'eos>; (54") 

lande keine Rotation statt, so wäre an derselben Stelle: 
d^_=, rf^^_H„ ^_A, 
dl' ~ m ' dt' ~ m ' dt' ~ m' 

Wir bemerken, dass die scheinbaren Beschleunigungen und Kraft- 
componenten in Folge der Rotation sich von den wirklichen unter- 
scheiden, und können leicht Folgendes erkennen: 

In Folge der Rotation treten für einen gegen das bewegte System 
ruhenden Punkt zu den gegebenen Kräften scheinbar noch zwei Com- 
ponenten hinzu, die eine Resultante normal zur Kotationsaxe besitzen 
Ton der Grösse K' = mRx' cos i^. Bemerkt man, dass Ä cos i/f = r, 
der Abstand von der Rotationsaxe, dass x = 2njT= a>, die Winkel- 
geschwindigkeit der Rotation ist, so erhält man auch K'=mrGi\ und 
da überdies rm die Linealgeschwindigkeit v in Folge der Rotation ist, 
80 findet sich der Werth K' = rm^jr; nach dem in § 5 Entwickelten 
ist also K' die Centrifugalkraft. 

Dasselbe gilt für die auf einen beliebigen relativ zu dem System 
£, H, Z ruhenden Punkt |, tj, i; scheinbar ausgeübten Kräfte; denn 
ihre Componenten parallel den £, H, Z-Axen werden resp. 
='= [(R+ C) cos 1/1 -H ^ sin 1^] *■ sin i//, H'= i?«', 
Z= [(Ä + ^cos ^j) + ^ sin ^]x' cos tf> 
und deuten sich genau in derselben Weise. 

Wir sprechen daher den für manche Anwendungen wieht^n all- 
gemeinen Satz ans: 
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Ein Massenpunkt, der in Bezug auf ein um eine beliebige 
Aie gleichförmig rotirendes Coordinatenaystem ruht, erfährt 
scheinbar Kräfte, welche die Besultanten sind von den wirk- 
lich ausgeübten und der in Folge der Rotation eintretenden 
Centrifugalkraft. Seine Bedeutung wird später hervortreten. 

Für den relativ zu dem System £, H, Z bewegten Massenpunkt 
ist diese Wirkung nicht die Einzige, sondern es kommen noch fo^nde 
drei Componenten zu den vorigen hinzu; 

+ 2*w»-j-J-8ini/>, — 2»m jT(|sini^ +f cosi/'), + 2 xm-^ cos ■\ii. 

Die erste und letzte setzt sieh zusammen zu einer Kesultante, die 
normal zur Rotatiousaxe nach aussen gerichtet ist und den Werth 
2xmdijjdt hat, also proportional mit der nach Osten gerichteten Ge- 
schwindigkeitscomponente ist; die zweite stellt eine von Westen nach 
Osten gerichtete Kraft dar, die proportional mit der Geschwindigkeits- 
componente normal zur Drehungsase ist 

Wir gehen nun an die Integration unserer Differentialgleichungen 
unter der beschränkenden, aber in der Anwendung auf das Experiment 
ganz unbedenklichen Annahme, dass die Bewegung in einem so kleinen 
Bereich stattfindet, dass seine Dimensionen neben dem Erdradius, d. h. 
hier |, *;, ^ neben B, vemacblässigt werden können. 

Dann ist, wie wir später zeigen werden, auch die Anziehung der 
Erde als nach Grösse und Richtung eonstant und zwar gleich der im 
Punkte I = ») = C = *J anzunehmen, also 5 = H = 0, Z=— mg„ zu 
setzen, wo ^, die Beschleunigung bezeichnet, wie sie auf ruhender 
Erde sein würde. 

Unsere Gleichungen werden sonach: 

~ = ßx' cos 1^ sin yi + 2ä^^ sin i//, 

|!_-2xJ^({sinv + Jcosv), (56) 

^^i ~ —g,-i- BiC cos' T/f + 2x -^ eos i//. 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit eos -y», die letzte mit sin ^ 
und snbtrahiren, so folgt: 

d^ (I COS 1/1 — f sin 1^) =5 + 5o 311 Vi 
multipliciren wir mit sin -i/» und cos i/; und addiren, so kommt: 

^^^ (I sin V + S cos 1//) = - [s, - Rx^ CDS V + 2x^, 
hierzu die zweite Gleichung: 
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giebt das für die Behandlung geeigneteste System, das wir kürzer 
schreiben: 

Hier ist <r als eine Coordinate parallel der Rotaüonsaxe, (> als eine 
normal dazu anzuseben nnd zwar ist 

ff = I C08 ^ — ^ sin 7^, p = ^ sin i/" + i; cos 1/1. 
Die erste Formel giebt: 

('= +/'|- + «« + <».; (56") 

die zweite und dritte combiniren sich dorcb Elimination von tj zn: 

rfC dl' 

welches fQhrt auf: 

Q = b + b, cos 2xt + b, sin 2xt. (56'') 

Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so lautet dieselbe: 

g'- 4x'{b. cos 2xt + b, sin 2xt) = + 2«^ 
nnd liefert integrirt: 

g't - 2x(b, sin 2x1 - b, eos 2xt) + o = 2«»;. (56=) 

Diese Wertbe für a, p, tj enthalten sechs willkürliche Constanten a, a,, 
b, bi, b, und c, sind also die gesuchten allgemeinen Lösungen. 

Beginnt der Massenpunkt seine Bewegung zur Zeit ( = in 
I = 7? = i; = von der Ruhe aas, so sind w, p, n und ihre ersten 
Differentiälquotienten für i = gleich Null zu setzen. In Folge 
dessen wird 

ff=+i,"^, p= _^(l-cos2«(). fl= +|^-:^sin2«(; (56) 
und da aus 

ff = I cos i/* — J sin 1/;, p = | sin ip + i; cos i/( 
folgt: 

| = ffeo3i/; + p8in')/;, ^=pcosTC— ffsin^, 
so erhält man schliesslich in Bücksicht auf die Werthe von g' und g" 
folgende Gesetze des freien Falles auf der rotirenden Erde: 

1=4- [g^'_ 'i'°-^f'') (i -co3 2«i)]cos Vsini/., 

^ = + <£!lZ^ (2x( - sin 2x0 cos V, (5') 



Die Formeln vereinfachen sich noch dadurch, dass bei wirklichen 
Beobachtungen 2xt = intjT wegen T= 86400 Secunden eine äusserst 
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kleine Grösse ist und die trigonometrischen Glieder die Entwickelnng 
gestatten. Man erhält so dnrch Beschranbii^ anf die erste Ordnung: 

I = H — ^ cos i/( sin 1^, ij = 4- (?o — fi«^ ~- cos ifi, 

t' (57') 

f = - (ffo - -R*' cos' V) "ä" ' 

Diese Formeln sprechen folgende Thatsachen aus: 

1. Auf der rotirenden Erde wird die verticale Fa%eschwindig-- 
keit dadurch Teningert, dass sich von der Beschleunigung in Fo^e 
der Attraction die vertiKile Componente der Beschleunigung durch die 
Centrifi^alkraft suhtrahirt; die gesammt« Beschleunigung ist 

9 — 9<> — Äx' cos' ^1. 

2. Der von der Ruhe aus feilende Körper weicht auf der nörd- 
lichen Hemisphäre in der Richtung von West nach Ost und von Nord 
nach Süd aus der Normalen znr Oberfläche ab. 

3. Nur die erstere Abweichung ij ist dnrch die Beobachtai^ nach- 
weisbar; die letztere versteckt sich dadurch, dass auch die Eichtung 
der auf einen ruhenden Punkt ausgeübten Kraft in diesem Sinne 
und um den entsprechenden Betrag aus der Normalen abweicht Denn 
die Bahn des fallenden Punktes auf die HZ-Ebene projidrt, giebt eine 
Gerade in einer Neigung gegen die Terticale, deren Tangente ist 



eben dieselbe Richtung hat aber nach {55) die auf einen ruhenden 
Punkt wirkende Kraft, hat also auch ein mit einem Gewicht gespannter 
frei herabhängender Faden, wie er znr experimentellen Bestimmung 
des „Lothes" angewandt wird, 

4. Die Bahn des frei fallenden Punktes verläuft hiemach in einer 
durch diese Richtung normal zum Meridian gelegten Ebene, und hat 
die Gleichung: 

'^ 9(p.-Ä«'co8'vr ^'" I 

Beobachtungen über die durch die Theorie gegebene Östliche Ab- 
weichni^, welche, wenn bestätigt^ einen schönen Beweis für die Rotation 
der Erde erbringt, sind zuerst von Benzenberg 1803 im Michaelis- 
thorm in Hamburg, 1804 in einem Kohlensehacht hei Sehlehusch an- 
gestellt (Benzenberg'scher Fallversuch) und 1831 unter noch 
günstigem Umständen von Reich im Dreibrüderschacht bei F^iberg 
wiederholt worden. 

Beide Beobachter bestimmten neben der geographischen Breite 
und der Intensität der ganzen Schwere g am Beobachtungsort sowohl 
Fallhöhe als Fallzeit und massen die Coordinaten des Punktes, in 
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welchem die fallenden Kugeln auftrafen, in einem Cüordinatensystem, 
dessen Anfang der Fusspunkt des Lothes von der Äasgangsstelle war 
und dessen £- und H-Axe, wie oben, nach Süd und Ost lag. 

Bei der Berechnung findet sich eine gewisse Willkür, da die ge- 
messene Fallhöhe, Fallzeit und Schwere nicht der dritten Formel (57') 
entsprechen konnte, weil diese Formel den Luftwiderstand nicht berück- 
sichtigt. Die angewandte Berechnungsmethode kommt im Wesentlichen 
darauf hinaus, dass das Verhältniss der letzten beiden Formeln (57') 
für die specieUen Werthe — g = A (Fallhöhe), t = t (Fallzeit) benutzt 
wird; dies ei^ebt dann den Werth »/, der ganzen östüchen Ab- 
weichung: 

ij, = A 1 -— - cos 1^. 

An Stelle des nicht berücksichtigten kleinen zweitttn Gliedes der 
Klammer ist eine Correction für die Wirkung des Luftwiderstandes 
gesetzt. 

Die Beobachtungen werden durch Luftströmungen auf den langen 
Wegen sehr beeinflusst und stimmen unter sich nur wenig; eine im 
Widerspruch mit der Theorie bei der ersten und letzten der genannten 
Reihen gefundene kleine Abweichung (1,5'" und 4,3 mm) der fallenden 
Kugeln na«h Süden dürfte auf diese Ursache zurückgeführt werden. 

Die östliche Abweichung fand sich hei den Fallhöhen von 235', 
262', 158,54 m berechnet resp. 3,85'", 4,67'", 27,5 mm, beobachtet 
wurde resp. 4,00'", 5,05'", 28,4 mm. Ein directer Beweis für die Ro- 
tation der Erde ist hierdurch als erbracht anzusehen. — 

Eine andere interessante Anwendung gestatten unsere Formeln 
noch, nämlich auf die Abweichung, die eine horizontal abgefeuerte Ge- 
sehützkugel in Folge der Rotation der Erde erleidet. Hierbei, können 
wir von der Einwirkung der Schwere absehen und die Gleichungen 
(56 a, b, c) schreiben: 

Q = — b,[\ — 003 2xt) -i- h, sin 2x(, 
»/ = — 6, sin 2xf — 6,(1 —cos 2xt). 
Hieraus folgt, da | = o-cosi/? -(- (»sim/;, ^= — i sin i^ -i- p cos t/^ ist: 
I = + ai cos 1^ — [6, (1 — cos 2x1) — b, sin 2xt\ sin -^t, 
1] = — 6, (1 — cos 2x0 — ^^ sin 2x1, 

£ = — o! sin 1// — \b, (1 — cos 2x1) — b, sin 2x1] cos t/j. 
Seien nun zur Zeit i = die Geschwindigkeiten parallel |, »;, ^ 
resp. gleich a, ß, y, so gilt zur Bestimmung der Constantem 
a ^ -h « cos 1/r + Ä, 2r sin i/^, 
ß= -b, 2x> 
y = — o sin y' -(- h,2x cos i/f, 
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es ist also a ={a cos if' — y sin ip), 

b,= - ßßx, 

b, = (a sin V + / cos ■*p)j2x. 
Setzt man diese Werthe Mn und beschränkt sich wiederum in 
Bezug auf xt auf die erste Ordnung, so erhält man: 
I = «( + t'xß sin 1^, 
Tj = ßt — t'x (a sin ip + y cos i//), 
^ = yt + t'xß cos tp; 
das erste Glied giebt überall den Werth, wie er ohne Rotation der 
Erde stattfindet, das zweite die durch letztere verursachte Abweichung. 
Sehr einfach wird das Resultat, wenn die Anfangsgeschwindigkeit 
nach Süden oder Norden gerichtet ist; im ersten Falle ist k > 0, im 
letzten a < 0, ß und y verschwinden. Demgemäss haben wir: 

^ = al, ij — — t'xa sin v, S = 0; 
im ersten Falle geht auf der uördlicheu Hemisphäre die Abweichung 
nach Westen, im zweiten nach Osten, der Betrag ist unter 45" Breite 
bei 300 m Geschwind^keit und zwanzig Secunden Flugdauer etwa 
3,2 m. Eben so gross ist die südliche Abweichung bei einem Schuss- 
nach Osten. 

§ 9. Bedingte Bewegung; feste oder bewegte Oberflächen und 
Cnrven; Beiipiele; Qleichgewiolitibedingimgen. 

Unter bedingter Bewegung eines Punites verstehen wir eine solche, 
die ausser durch direct gegebene Kräfte noch durch Gleichungen für 
seine Coordinaten bestimmt ist Für nur einen Massenpunkt kommen 
in erster Linie die Fälle in Betracht, dass derselbe gezwungen 
ist, hei seiner Bewegung auf einer festen oder bewegten 
Oberfläche oder Curve zu bleiben. Ändere Fälle werden wir 
gelegentlich der Behandlung der Centralkräfte besprechen. 

Wenn in Folge der gegebenen Bedingungen der Massenpunkt sich 
anders bewegt, als die direct gegebenen Kräfte verlangen, so müssen 
wir daraus schliessen, dass mit den Bedingungen die Wirksamkeit noch 
anderer Kräfte angenommen und eingeführt ist, deren Gesetze aus ihrer 
in diesen Bedingungen ausgedrückten Wirksamkeit indirect gefunden 
werden müssen. Denn jede Ursache der Aenderung einer Bewegung 
ist nach unserer Vorstellung eine Kraft. 

Nach diesem Princip vei fahren wir in den folgenden einfachen, 
wie auch in allen eomplicirten Fällen. 

1. Sei ein Massenpunkt m gezwungen, auf einer festen Oberfiäche 
zu bleiben, so kann das nach unserer Vorstellung nur dadurch erreicht 
werden, dass die Oberfläche eine Kraft K' auf ihn ausübt, die in jedem 
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Augenblick genügt, die ihn hinwegtreibenden Kräfte au&ufaeben, die 
der Resultante von jenen also entgegengesetzt gerichtet und gleich 
sein mnss. 

Wir nennen K' die Beactionskiaft dei Bahn, indem wir sie 
von dieser auf den Massenpunkt aasgeübt denken, die von ihr auf- 
gehobene entgegengesetzt gerichtete hingegen den Druck des Massen- 
punktes gegen die Oberfläche, weil sie die Kraft angiebt, mit 
welcher der Funkt die Oberfläche zu durchbrechen strebt 

Seien die Componenten von K' gleich X', Y', Z', so werden wir 
die Bewegungsgleichungen in der I'orm ansetzen: 

und müssen X', Y', Z' so bestimmen, dasa die Coordinaten x^ y, x za 
jeder Zeit der Gleichung der Oberfläche, welche in der Form 

<p(x,y,x) = 
gegeben sein mag, genügen. 

Die nähere Ueberlegnng zeigt aber, dass in dieser Form die Auf- 
gabe noch nicht bestimmt ist; denn die Anzahl der Gleichungen be- 
trägt vier, die Anzahl der Unbekannten aber sechs, nämlich x, y, x, X', 
Y', Z'. Das Gleiche giebt auch eine einfache physikalische Betrach- 
tung; denn zerlegen wir die Kraft K' an der Stelle, wo der Massen- 
punkt sich befindet, in eine Componente normal und eine tangential 
zur Oberfläche, so kann die letztere an der betrachteten Stelle keine 
Bewegung aus der Oberfläche heraus veranlassen und also auch 
keine verhindern. Diese Componente bleibt daher durch die bisherigen 
Festsetzungen unberflhrt Wir wollen deshalb zu ihnen noch die specieUe 
Annahme hinzufügen, dass eine tangentiale Einwirkung seitens der festen 
Oberfläche überhaupt nicht ausgeübt wird und schliessen hierdurch 
die Wirkung einer Beibung an derselben von vorn heraus aus. 

Nehmen wir sonach die Einwirkung der Oberfläche nonnaj gegen 
das Flächenelement, auf welchem sich der Massenpunkt befindet, ge- 
richtet an und vertauschen demgemäss E' mit der Bezeichnni^ N, 
die Componenten X' mit iVcos (n, x) n. s. f., so haben wir als Be- 
wegungsgleichnngen die folgenden: 

mg = ^X^ + N(Soa {n,x), mf * = ^F» + Nco& {n,y), 

A', (58) 

7n^ = SZ, + Ntx>%{^n,x), (p{x,y, x) = 0; 

vier Gleichungen, entsprechend den vier Unbekannten x, y, x, N — 
das Problem ist also jetzt vollkommen bestimmt Die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale in der Stelle x, y, x. mit den Coordinaten- 
axen einschliesst, bestimmen sich bekanntlich durch die Formeln: 
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Dass eine normal zar Oberfläche wirkende Beactionskraft auf die 
Bewegung in der Oberfläche keinen Einfluss hat, ist fibrigens schon 
durch die p. 23 ausgesprochenen allgemeinen Sätse bewiesen, ron denen 
der erste sagte, dass die Beschleunigongscomponente nach der Bahn 
mnltiplictrt mit der Masse des bewegten Punktes gleich ist der Tan- 
gentialcomponente der wirkenden Kraft. Eine solche Componente liefert 
aber die angenommene Beactlon der Bahn nicht, sie influirt also auch 
nicht auf die Grösse der Geschwindigkeit. 

Die beiden anderen Sätze nehmen unter Eücksicht auf die Com- 
pouenten der Beaction nach der Haupt- und Binormale der Bahn leicht 
angebbare Formen an; sie gewinnen besonderes Interesse in dem 
speciellen Falle, dass äussere Kräfte fehlen, der Massenpunkt also 
mit einer Anfangsgeschwindigkeit anf der Oberfläche sich selbst über- 
lassen ist Denn da die Componente nach der Binormale der Bahn 
verschwinden mnss, die einzig wirkende Kraft aber normal zur Ober- 
fläche hegt, so muss die Hanptnormale der Bahncurve überall mit der 
Normalen der Oberfläche zusammenfallen, — d. h. die Bahn muss auf 
der Oberfläche eine sogenannte kürzeste oder geodätische Linie bilden. 
Die Grösse der Beaction und demgemäss der Druck des Massenpnnktes 
gegen die Oberfläche ist dabei identisch mit der CentnAigalkraft des 
Punktes, die Grösse seiner Geschwindigkeit ist constant gleich seiner 
Aniangsgeschwindigkeit 

Während im Vorstehenden angenommen wurde, dass der Maseen- 
ponkt TOllfitändig an die Oberfläche gebunden ist, wird in Wirklichkeit 
ihm meist die Ausweichung nur nach einer Seite behindert, nach der 
andern aber gestattet sein. Dies druckt sich in unserer Auifassung so 
aus, dass die Beactionskraft der Oberfläche ihre Bichtung nicht wech- 
seln, sondern nur nach der einen Seite der Oberfläche hin wirken 
bann. Da nun in unseren Formeln (58) nicht die Bichtung der Re- 
action N, sondern diejenige der N^ormalen n auf der Oberfläche, positiv 
gerechnet von der Seite, wo y [x, y, x) < 0, nach derjenigen, wo 
y (a^j Vi *) > 0, eingeführt ist, so ist JV" als die Componente der Re- 
actioDskraft nach dieser Normalenrichtung aufzulassen und die An- 
nahme constanter Richtung identisch mit unveränderlichem Tor- 
zeichen von N. Jenachdem also der Massenpunkt auf die Seite, wo 
fp (x, y, x) > 0, oder wo ip {x, y, x) <0 ist, frei ausweichen kann, wird 
N dauernd negativ oder positiv sein müssen, und die Gleichungen (58) 
hören sogleich auf anwendbar zu sein, sowie N durch Null hinduroh' 



DigilizedbvGoO^^lC 



58 Mechanik materieller Puakte. 

gehend sich positiven, resp. negativen Werthen zuwendet; von diesem 
Moment an sind sie mit den für einen freien Punkt geltenden zu. 
vertauschen, d, h. ist JV solange dauernd gleich Null zu setzen, his der 
Masaenpunkt im Laufe der nach diesem Gesetz stattfindenden Bewegung 
die Oberfläche nach der anderen Seite hin durchbrechen würde, -~ 

Man erweitert die vorstehenden Gleichungen leicht auf den FaU, 
dass die Oberfläche sich mit der Zeit selbst bewegt. Zerlegt man ihre 
Geschwindigkeit an der Stelle, wo sich der Massenpunkt befindet, in 
eine Componente normal, eine parallel zur Oberfläche, so kann diese 
letztere auf die Bewegung des Massenpunktes nicht einwirken, die 
erstere giebt einen parallelen Zuwachs zu derjenigen £raft, die bei 
ruhender Oberfläche wirken würde; die Richtung der ßeaction wird also 
in Folge hiervon nicht geändert und es bleiben auch die Gleichungen (58) 
gültig, mit der einzigen Ausnahme, dass die Gleichung der Oberfläche 
jetzt die Zeit enthält. Die cos {n, x), cos (n, y), cos (w, z) bestimmen 
sich dabei ganz ebenso, als wenn ( ein constanter Parameter wäre, 

2. Ist der Massenpunkt gezwungen, auf einer festen Curve zu 
bleiben, so werden wir, wenn wir wiederum die Wirkung der Reibung 
ausachliessen, ihren Einfluss durch eine normal zum Curvenelement 
gerichtete Kraft zu erklären haben. Bei einer Curve sind aber an 
jeder Stelle unendlich viel Normalen möglich, und es ist daher in 
unserem Falle nicht nur die Grösse der Eeactionskraft, sondern auch 
ihre Richtung in der Nonnalenebene unbekannt Beide Grössen 
drücken sich symmetrisch durch die Werthe der Componenten der 
Kraft nach zwei beliebig in der Normalebene gelegenen Richtungen 
aus. Für diese Richtungen bieten sich nun gemäss der Thatsache, 
dass in der analytischen Geometrie eine Raumcurve als die Schnitt- 
linie zweier Oberflächen bestimmt wird, naturgemäss die Richtungen 
der Normalen im Curvenelement auf diesen beiden Oberflächen dar, 
welche, wie die Anschauung zeigt, in der Normalenebene desselben 
liegen. Wir bezeichnen die beiden Richtungen mit w' und «", die 
ihnen parallelen Reactionen mit N' und N" und haben deshalb für 
die Bewegung eines an eine feste Curve gebundenen Punktes die fol- 
genden Gleichungen: 

tw ^TT7 = 2.'X„ + N' cos (n, x) + JV" cos (n", x), 

m ^-^f ^JSY^ + N' cos {n, y) + N" cos [n, y) , (59) ' 

m^ = :SZ^ + N'cos {n, t) + N" cos [n", z), 

f' {3^1 y, *) = <J, (p" (x, y, z) = 0, 
fünf Gleichungen mit den fünf Unbekannten x, y, x, JV, JV". 
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Die Verallgemeinerung auf bewegte feste Corven geschieht ebenso 
wie für die Oberflächen. 

Die letzteren Gleichungen apecialisiren sieh für ebene Curven, 
indem man als die eine Oberfläche die xy- Ebene wählt, als zweite den 
geraden Cylinder über der gegebenen Bahncnrve. Dann ist 

cos («', x) = eos (n, y) = cos («", *) = , 
und es tritt an Stelle von rp' {x, y, x) =^ und y" {x, y, x) = 
x = l>. v(.,j)-0. 

Vertauscht man noch N' und n' mit N und n, so werden die 
Gleichungen (59) jetzt lauten: 

m ^f = 2X, + JV cos (n, x), 

j. (60) 

m^ ^ ^Y, + Neos {», y), 

V (^' S) = Ür 
die dritte ^Z^ + N" —0 giebt nichts für das Bewegungsproblem. 
Rechnet man die Richtung des Bahnelementes s gegen n wie ¥ gegen X, 
so kann man dafür auch schreiben: 

m^^- = :£X, + Np-, 

j. y (60') 

v {^, y) = 0. 

Für die Bewegung längs fester Gurren gewinnen die p, 23 aus- 
gesprochenen allgemeinen Sätze noch 6ine besondere Bedeutung, wenn 
wir auch die Eeactionskraft der festen Bahn nach der Richtung der 
Haupt- und der Binormale zerlegen; diese Componenten mögen N' 
und N," genannt werden. 

Man kann sie demgemäss folgendermassen aassprechen: 

1. Die Tangentiaicomponente der äussern Kräfte ist gleich dem 
Product aus Masse und Bahnbesclilennigung des bewegten Punktes, 

2. Die Beactionscomponente parallel der Hauptnormale ist gleich 
der Centrifiigalkraft vermindert nm die bezügliche Componente der 
äussern Kräfte, 

JV;'= MV'l!>-~ N,\ 
der zweite Theil ist von der Bewegung unabhängig und lässt sich als 
der negative Gleichgewichtsdrnck des Massenpunktes gegen die 
Bahn bezeichnen, q ist positiv oder negativ zu zählen, je nachdem der 
Krömmungsradins in die Richtung lallt, in welcher die Hanptnormale 
positiv gerechnet wird oder in die entgegengesetzte. 
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3. Die Seaodonsßomponente parallel der Binunuale ist ent^gen- 
gesetzt gleich der bezüglichen Componente der äussern Kräfte, 

JV," = -N,. 
Wirken keine änssem Kräfte, so nehmen diese Sätze entsprechend ein- 
fachere Formen an, die wir nicht auszusprechen brauchen. 

Für ebene Curven liegt die Hauptnonnale überall in ihrer Ebene, 
es kommen daher hier die ersten beiden Sätze allein in Betracht, und 
sie haben die besondere Bedeutung, in einem sehr allgemeinen Falle 
die gesuchten Combinationen für dio Durchführung der Integration 
zu bieten. 

1. Dies wird deuthch hervortreten, wenn wir als Beispiel die Be- 
wegung auf einer ebenen Curve unter der Wirkung der Schwere be- 
handeln. 

Sei die F-Äxe positiv nach unten, die X-Äxe nach links gerechnet, 
dann lauten die Gleichungen (60): 



dt' 



+ N 



dy 



und die daraus gefo^ert«n besprochenen Sätze sind: 

dV dy ., (V , dx\ ,„,, 

Multiplicirt man die erste Gleichung mit Vdt = ds, so erhält man durch 
Integration : 

^ = c.+9y, 

und wenn man die Integrationsconstante bestimmt durch die Annahme, 
dass in der Tiefe y, die Geschwindigkeit F, ist: 

-^^=9{y-y.)- (61'} 

Das erste Integral spricht den allgemeinen Satz aus, dass bei der 
Bewegung unter der Wirkung der Schwere die Geschwindig- 
keitsdifferenz gegen die Ausgangsgeschwindigkeit nur von der 
Höhendifferenz gegen den Ausgangspunkt abhängig ist; in 
allen grösseren Höhen (d. h. für kleinere y) ist die Geschwindigkeit 
kleiner, in allen kleineren Höhen {d, h. für grössere y) grösser als die 
Anfangsgeschwindigkeit. In der Höhe 

» = »» - -g {61") 

Terschwindet sie. 

Hierans folgt, dass auf einer Bahn, welche zwei- oder mehrmals 
diese Höhe übersteigt, eine periodische OsciUation von der einen Null- 
stelle zur andern hin stattfinden muss. 
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Setzt man den erhaltenen Werth für V ein, so ergebt sich aas 
der zweiten Öleiohnng (61): 

und hierdureh ist, sowie die Bahn gegeben ist, N voUkommen fftr 
jede Stelle beslänuni 

Dabei bedeutet positives Vorzeichen, dass iV in der als positiv 
eingeführten Bichlnng der Normale, negatives, dass es in entgegen- 
gesetzter Bichtui^ wirkt 

jV verschwindet, wenn 

K + 2ff(y ~ y,) = - gQ^J"^ = +?(» ooa (n, y) 

ist; wechselt es zugleich das Vorzeichen, so kehrt sich die lüchtung 
des Druckes um und der Massenpunkt verläset die Bahn, falls sie nnr 
nach einer Seite hin das Ausweichen verhindert 

Ist die Bahn ein Ereis mit dem Coordinatenan&ng als Mittel- 
punkt und n nach Innen positiv gerechnet, so ist p gleich dem Kieis- 
radiuB, p eos («, jf) = — y, also wird 

Ist V, gleich Null, also y„ die Tiefe unter dem Kreismittelponkt, 
in welcher der Massenpunkt umkehren würde, so wechselt N sein Vor- 
zeichen in einer Tiefe j/,, die dem einfachen Gesetz folgt: 

y. = !y.- 
Hierbei iat zu bemerken, dass dieser Werth y, nur dann vom Punkte 
wirklich erreicht wird, wenn y, < ist, die Bewegung sich also über 
mehr als den Halbkreis erstreckt Läuft also der Massenpunkt auf 
der Innenseite einer kreisförmigen Einne und erhebt er sich über das 
Niveau des Mittelpnnktes, so verlässt er diese Binue in der Höhe 
y. =1^«; ebenso wenn er auf der äussern Seite von oben herabläuft 

Die Abhängigkeit zwischen Ort und Zeit fo^ aus (61') in Rück- 
sicht auf 

F. _ lar _ m- 



1 + 



m) 



L 



-'i/-ßir 


V.' + 'Ky-y.) 


■''i/-(sr 



, _, ^ .. (62) 

yV.'-H)(y-y.) 

Auch sie ist vollständig bestimmt, wenn die Carre gegeben ist, 

auf der die Bewegung stattfindet. Das doppelte Voizeiohen drückt aas. 
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dass dieselbe Curve in entgegengesetzten Richtungen in gleichen Zeiten 
durchlaufen werden kann, es bestimmt sieh durch den Anfanpzustand 
und bleibt dieser Bestimmung gemiiss unverändert bis eine Nullstelle 
für die Geachwindigteit erreicht ist; hier geht die Wurzelgrösse durch 
Null und tritt demgemäss ein Zeichenwechgel ein. 

Nehmen wir als Bahn zunächst dne Gerade durch den Coordinaten- 
anfang, die um den Winkel a gegen die X-Axe abwärts geneigt ist, 
und rechnen s von oben nach unten, so lauten die Formeln (61): 

m -jT = mg sm a, JV = mg cos «. 

Die Bewegung ist also gleichförmig beschleunigt, wie beim senk- 
rechten Wurf; aber statt der ganzen Beschleunigung g wirkt nur die 
Componente g sin a nach der Bahnrielitung. Es folgt: 

V=~^ =c, +?isinK, s^c + e.t+g^-^sma; 

war zur Zeit ( = sowohl s als V gleich Null, .so erhalten wir den 
einfachen „Fall" auf der schiefen Ebene, und es gilt: 



Bezeichnet iS die ganze Länge der schiefen Ebene, so ist ihre 
Höhe H= S&m u; die letzte Formel giebt also: 

F* = 2gH; 
das heiast in Uebereinstimmung mit dem allgemeinen Satz (61'): die 
Endgeschwindigkeit für alle schiefen Ebenen gleicher Höhe 
ist gleich. 

Bezeichnet femer T die ganze Fallzeit über S, so giebt die zweite 
Formel : 

r = — — 

? Bin a ' 

ein Satz, der sich geometrisch so deutet: alle Sehnen eines Kreises, 
die im tiefsten oder höchsten Punkte desselben zusammen- 
treffen, werden in der gleichen Zeit durchfallen. Diese Zeit 
ist ersichtlich dieselbe, die zum freien Falle über den verticalen Durch- 
messer gebraucht wird. 

Von Formel (62) machen wir eine Anwendung auf den Fall mit 
der Anfangsgeschwindigkeit Null auf der Cycloide; die Formel lautet, 
wenn f^ = gesetzt, also der Fall ohne Anfangsgeschwindigkeit be- 
trachtet wird: 






, . _,. -^, j... (62') 

Hierbei ist die Wurzel im Zähler der reeiproke cosinus des Win- 
kels « zwischen ds und der F-Axe, Betrachten wir nun die Cjeloide 
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als duTch das Bollen eines Kreises vom Baditis R unterhalb der 
horizontalen X-Axe entstanden, und ist p in Fig. 8 der die Curve 
markiiende Punkt, so steht das Cuivenelement in p normal zu der 
Sehne nach der Berührungsstelle pq und fallt in die Richtung der 
Sehne pr- der Winkel a ist also identisch mit dem in der Figur bei p 
und r mit a bezeichneten und demgemäss: 



2Ä- 



woraus folgt: 



Sonaeh wird die Gleichung (62): 



= 0,±l, 



m 



V(2Ä-y)(y-y„) 



und j/ bleibt immer zwischen y, und 2R. 
Setzt man hier: 

V = V+ — ^^, also dy = dtj, 
so erhält man: 




oder nach Wiedereinführung von y: 



Beginnt die Bewegung zur Zeit l 
stimmt sich die Constante und wir haben : 



j = C,±t. 

auf der Höhe y„, so be- 



Die Dauer einer halben einfachen Schwingung Tji ist die Zeit, 
die bis zum Erreichen der Tiefe 2Ä vergeht; demgemäss findet sich 
die Dauer der einfachen Schwingung: 

also unabhängig von der Äusgangsstelle oder von der 
Schwingungsweite. Die Schwingungen auf der Cycloide sind 
tautochron. 

Durch eine einfache geometrische Betrachtung kann man zeigen, dass 
der Krümmungsradius p der Cycloide in ihrem tiefsten Punkte gleich dem 
vierfachen Badius des erzeugenden Kreises ist. Man erhält so auch: 
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Diese Formel giebt zugleich die SchwingimgsdaTier anf einer £reia- 
linie vom Radius ^ oder die eines Fadenpendels von der Länge ^ bei 
nnendlieh kleiner Amplitude; denn anf unendlich kleinem Bogen fällt 
der Erümmungskreifi mit der Gycloide zua&mmen. Auf den Werth 
der Schwingungsdauer bei endlichen Amplituden gehen wir später ein. 

2. Als Beispiel für die Bewegung anf einer ruhenden Oberfläche 
nehmen wir das sphärische Pendel vor, d. h. die Oscillation eines 
schweren Punktes in einer festen Kugelfläche. 

Legen wir die Z-Axe positiv nach unten, das Kugeloentrum in 
den Nullpunkt und bezeichnen den Badius der Kugel mit R, so lauten 
die Gleichungen (58) in unserem Falle: 



R':=x' + y' + X,: 
Aus letzterer Gleichung folgt auch: 

= xdx + ydy + xdx 
imd demgemäss bilden wir eine erste von JV freie Combination, indem wir 
die Gleichungen (63) mit [dxjdi) dl = dx, {dyjdl) dt = dy, (dzjdi) dt = dx, 
multipliciren und addiren; dies liefert uns den ersten p. 23 angegebenen 
Satz in der Form: \d{y*) = gdx, also nach der Integration: 

Eine zweite von N freie Combination erhalten wir, indem wir die 
erste Gleichung (63) mit y, die zweite mit x multipliciren und sub- 
trahiren; dann folgt: 



also nach der Integration: 



''-di->'Tt- 



Dies sind die zwei ersten Integrale, die mit 
X' + ^ -^x' = R' 
zusammen den Ort des Punktes als Function der Zeit bestimmen. 
Wir genügen der dritten Gleichui^ identisch und reduciren die An- 
zahl der Unbekannten von drei anf zwei, indem wir Polarcoordinaten 
einführen und setzen: 

3: = ß sin &^ cos <p, y = Ram & stü tp, x = Ä cos &, 
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wohn nun & das Complement der geographischen Breite, ^ die gegen 
die ^Z-Ebene" gerechnete geographische Länge bezeichnet; letztere ist 
positiv gedacht in der Bichtung Ton Ost Aber Süd nach West 
Es folgt: 

-j: = J((C08# COSqp ^ — 8in# Srny -jt), 

^ = Älcos^ singp "^ + sinö' cosy j^j, 
Das Einsetzen in die beiden ersten Integrale liefert: 

?[(s)'+™'*r^)'] =»«-*+''.. 

ß' sin' * ^ = g;, 

Nun wollen wir diese ersten Integrationsconstanten bestimmen, 
indem wir festsetzen, dass zur Zeit ( = 

* = *.. ^-». t'O' S = » 
ist, d. h. also dass das sphärische Pendel in der Jf Z-Ebene in der An- 
fangsamplitude #„ mit der horizontalen Geschwindigkeit Ära sin &, sieh 
selbst äberlassen wird. Hiemach wird gelten: 

^[(§)'+^™**(S)'-^"'^"--'] = 2i/toos*-cos^.), ^^^^ 

^sin',9- = «sin'*.. 

Eliminirt man mittelst der leteten Gleichung d^jdt ans der ersten, so 
nimmt diese die Form an: 

oder auch 
/d*\- _ fco8tf-^cofl »„) g g.^, ^^ _ ^. gjjj, ^^ ^^j^ ^ ^ ^pg ^^^j ^g3„^ 

Diese Formel zeigt, dass d&jdi bei einer und derselben Bewegung 
nur von der Amplitude & abhängt und auf drei Weisen verschwindet; 
erstens gemäss den An^gsbedingungen für i? = &„ aber ausserdem 
auch für die beiden Wurzein der Gleichung 

J (1 - cos' *j = «' sin* #, (cos * + cos ».), (63'") 

die wir mit i3, und &■, bezeichnen wollen. Daher schreibt sich also: 

(^ = ^g (cos ü- - cos #„) (cos ,?■ - cos &,) (008 », ~ cos &). 
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66 Mechuiik materieller Punkte. 

Nimmt man ca'Rj2ff ab eine neben 1 kleine Grösse an, so erkennt 
man, dass die eine Warzel für cos & nahe bei + 1, die andere nahe bei 
— 1 liegt, und zwar die erstere kleiner als +1, die letztere kleinei 
als — 1 ist; es entspricht also nnr ersterer ein reeller Werth von ft 
nnd wir erhalten das Eesultat, da^s, weil {d&jdl)' positiv sein muss, & 
stets zwischen den zwei Grenzwerthen ^, und i9; hin und her osciUiren 
muss; &, bezeichnet dabei den dritten nicht reellen Wurzelwerth, 
dessen cosinus kleiner als — 1 ist 

Wir erhalten weiter: 






iB ff,) (cos ». ^ coa ff) (cos * - cos »,) 



(64) 



also den Zusammenhang zwischen & und l durch ein elliptisches 
Integral gegeben. Ersetzt man hierin dt gemäss (63') durch seinen 
Werth sin' &d(pja} sin' &f, so bestimmt sich auch der Znsammenhang 
zwischen & und qo; es ergiebt sich: 

_ , (64') 



VI- 



gio' g. rf» 



» V(con ff - 

worin nach (63'") auch 



.»,= '""'■ ist 



Das doppelte Vorzeichen bestimmt sich durch den Änfangszastand, 
ist dort nämlich positiv oder negativ zu wählen, jenachdem &, grösser 
oder kleiner als &„ ist, & also anfangs wächst oder abnimmt Das so 
gewonnene bleibt bestehen bis zur Erreichung der Amplitude i9,, dann 
verschwindet die Wurzel und wechselt das Vorzeichen; ebenso weiterhin. 

Wir lassen nun eine angenäbrte Eechnnng eintreten, indem wir 
festsetzen, dass in Bezug auf >% und *, Glieder vierter Ordnnng 
gegen 1 vernachlässigt werden sollen. Berechnet man demgemäss die 
Wurzeln von (63'"), so erhält man: 

cos ^, = 1 - ^ sin* &„ cos &. = -l. 

Sonach wird cos ^ — cos i9-, = 2 — (1 — cos &), wo das zweite Glied 
zweiter Ordnung in Bezug auf das erste ist; die Entwickelung der 
Gleichung (64) innerhalb der angegebenen Genauigkeitsgrenze giebt das 
Resultat: 
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Setzt man hierin: 

cos # = ^ + ^2!A±."^L^, also - sin &d& = rf|, 
so lautet das Integral: 



IVf 



^ 1 . /Ä (,, rt „ „ , . /2 cos » - COB &, - 

= ^lel/")' ~ cosi?, — cos#o)ar™" '■ ^— 



wy g [^ ' " \ COS fr, - uofl *„ / 

- y^i^^'-^^cös ö^„7^ (2 cos ö- -""cos"*, - cos 0-A. 
Dies bestimmt für jede Amplitude & die entsprechende Zeit Als 
Schwingungsdauer T (Dauer einer einfachen Schwingung) wollen wir 
die Zeit bezeichnen, die vom Verlassen der Amplitude ^„ bis zum 
ersten Wiedererreichen derselben verläuft; es ist also r/2, wie man 
leicht erkennt, die Zeit bis zur Erreichung der Amplitude &,; nimmt 
man den obigen Ausdruck zwischen den beiden Grenzen #„ und &„ 
so Sudet sich: 

T=»|/|.(l + i-(sin-| + 8m-|)). (65) 

Für unendlich kleine AmpUtuden föllt die Formel mit der p. 63 
für das ebene Pendel gegebenen zusammen. 

In derselben Annäherung soll nun auch die Abhängigkeit zwischen 
& und <p bestimmt werden. Die Formel (64') giebt hier zunächst: 

''" J/(C0S *„ + C08 0.) (l-COS»)]/(H-COa*)'(cOS*-C08fr,)(C09fr,-C08*) 

und durch Entwickelung : 

rf„= ± fl^Mi^^ "" f^^ (1 + ^(1- cos &)). 

Setzt man wieder ein: 

so erhält man: 
y + C.' - =f - 



2V2(e. 



5" 

DigilizedbvGoO^^IC 



Uech&nik materieUer Punkte. 



Die Ausführung der Integration ergiebt: 



S-'-si/jS^ 



Wir bestimmen den Zuwachs, den (p erleidet, während & von ^o 
bis &, geht; er ist identisch mit denyenigen, der stattfindet, während & 
Ton &, wieder nach ö-^ gelangt Wir nennen ihn (P/2; dann ergiebt sich: 



* = 



2,co.^c„.^ 



1+ fSin^ 



Dies ist abet innerhalb der angegebenen Genauigkeitsgrenze 
identisch mit 



«>-=F» l+isi»^ 



sm- 



(65) 



Nach dieser Formel erreicht der Massenpunkt die ursprüngliche 
Amplitude i9-, nicht an der dem Au^angsort diametral gegenüber- 
liegenden Stelle, sondern besehreibt auf diesem Wege um den tiefsten 
^^ Punkt stets ei- 

nen grösseren 
Winkel als jt. 
Daraus folgt, 
dass seine Bahn 
keine geschlos- 
sene ist, son- 
dern, projiciil- 
auf die XY- 
£bene, etwa in 
*'^ der in Fig. 9 
verzeichneten 
Weise verläuft, 




lieh einer El- 
lipse, die, wäh- 
rend sie durch- 
laufen wird, 
sich mit gleich- 
fonniger fie- 
schwindigkeit 

nm ihr Centrum dreht. Die Drehung verschwindet nur dann, wenn 
eine der Grenzamplituden ff-, oder &, gleich Null ist; und dies findet 
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statt, wenn die Bewegung aus der Amplitude &, ohne seitliche An- 
fangsgeschwindigkeit beginnt, also a gleich Null ist. 

Die hier geümdeiie Erscheinung hat ein gewisses praotisches 
Interesse. Wir werden am Ende dieses Abschnittes die Theorie des 
sogenannten Foacanlt'schen PendelTersuches geben, bei welchem in 
Folge der Botation der Erde die Schwingungsebene eines ebenen 
Pendels sich mit der Zeit scheinbar ändert. Wir sehen aber, dass auch 
auf ruhender Erde eine ähnliche Drehung stets dann emtreten würde, 
wenn das Pendel nicht genau ebene Schwingungen ausfährt. Betr^ 
z. B. die Amplitude #, = 5° und findet eine seitliche Abweichung 
&, = l" statt, 80 dreht sich die Schwingungscurve schon während 
10 Doppelschwingungen um nahe 2 Grad. Ist auch eine so bedeutende 
Abweichung in der Wirklichkeit beim Poucault'sehen Versuch leicht 
zu vermeiden, so bildet doch der besprochene Umstand bei jenen 
Beobachtungen, die ein stunden- 
langes Schwingen des Pendels 
benutzen, eine sehr wichtige 
Fehlerquelle. 

3. Um einen einfachen Fall 
für die Bew^nng auf be- 
wegter starrer Bahn in der 
Ebene zn behandeln, nehmen 
wir an, eine starre Linie rotire 
mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit um einen ihrer Punkte und 
auf ihr gleite ein schwerer 
Massenpunkt. 

Der Drehpunkt sei der 
Coordinat«nanfong, der Winkel der Geraden gegen die X-Äxe ■ifr = xt. 
Dann lauten die Gleichungen (ÖO*), falls kurz Njta = n gesetzt wird: 




Fig. 10. 



, = — w am ^ , 



\ — — ^ + » Ci 



IT//, 



y eos^p = X sxatp, ■*}! = xt. 
Int^rable Combinationen zn finden beachten wir, dass aus 
r = X cm'xfi + y sm^f> 
in Verbindung mit der Gleichung der Geraden 

= 3? sin 1// — y cos T/f folgt : 
Hr dx dv ^ dx dtj 

= 



rfc 



d'x d'v . 



~df 



-9'»»SV+2" 



dt 
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Hiemach erhält man durch die Factoren cos ifi, sin ip und sis ip, 
— cos 1/1 folgende Combinationen: 

— ^ = xV — j? sin ä(, —2x^= —n + geosxt, (66') 

die erste zur Bestimmung von r, die zweite von «. Die erste Glei- 
chung hat eine einta«he Bedeutung; sie giebt die Bescbleunigung in 
der Bahn gleicli der Tangentialcomponent« der Scbwerebescbieuniguog, 
plus der Centrifugalbescbleunigung; dies stimmt überein mit den p. 51 
abgeleiteten Resultaten. 

Differcntiirt man die erste Formel zweimal nach t und addirt zum 
Resultat dieselbe mit x" multiplicirte Gleichung, so gelangt man zu: 

^.»•r. (86") 

Setzt man hierin r = e", so erhält man zur Bestimmung von g 
die Gleichung: 

5* _ X* = 0, d. h. (9' - x^{q' + )^ = 
und demgemäss Tier Wurzeln ±x, ±x'^— 1, Hiernach ist die allge- 
meine Lösung der Gleichung (66"): 

r = ae" + he-" + c cos »( + d sin «(. 

Ein specieller Werth hieiron genügt auch unserer eigentlichen 
Gleichung (66'r), durch Einsetzen der aUgemeinen Lösung bestimmt 
sich nämlich c ^ 0, d = gj2x'; hiernach wird die Tollständige — zwei 
Constanten enthaltende — Lösung unseres Froblemes: 

r = ae" + be-" + ^ sin xt. (67) 

Der Werth von n folgt durch Einfügen dieses Resultates in (66'n}: 

n = 2ffC0Sxt + 2}^{ae" - !>«-"); 
er hat geringeres Interesse. 

Der einfachste Fall der im Vorstehenden erhaltenen Bew^ung 
ist der, dass in Folge der Anfangsbedingungen a und b Terschwindet 
Dies kann dadurch erreicht werden, dass dem Massenpunkt zur Zeit 
( = 0, wo die starre Linie horizontal lag, im Drehpunkt die positive 
Geschwindigkeit gj2x ertheilt wird, oder dass er zur Zeit (= -^nßx, 
wo die starre Linie Tertical steht, in der Entfernung ±gßx' aus der 
Ruhe seine Bewegung beginnt Er beschreibt dann eine Bahn, deren 
Gleichung sogleich in Polarcoordinaten gegeben ist durch 



d. h. einen Kreis vom Durchmesser 3/2x', der von der K-Axe halbirt 
wird und die X-Axe von oben tangirt Der Druck N =n.m, den in 
diesem Falle die Bahn ausübt, ist gleich 2mgeosxt, d. h. der doppelten 
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Normalcomponente des Gewichtes des Punktes, — ein Maximum im 
Drehpunkt, Null bei der grösstea Elongation. 

Ist dnrch die Änfaiigsbedingongen nur a zum Verschwinden ge- 
bracht, so nähert sich die Bewegung immer mehr jener Kreisform 
und geht nach unendlich langer Zeit in dieselbe über; ist nur b gleich 
Null, so entfernt sie sich je mehr und mehr davon; die bezüglichen 
beiden Bahnen haben übereinstimmend spiraligen Character, werden 
aber in entgegengesetzter Richtung — das eine Mal Ton aussen, das 
andere von innen her — durchlaufen. 

Ist a und b von Null verschieden, so nähert sich die spiralige Bahn 
von Unendlich her dem Kreise und entfernt sich wieder in's Unendliche. 

4. Ein in mehrfacher Hinsicht interessantes Beispiel für die Be- 
wegung auf einer ihrerseits bewegten starren Oberfläche bietet das Fou- 
cault'sche Pendel, d. h. die Oscillation eines schweren Punktes in einer 
mit der Erde rotirenden Kugelschaale. Wir behandeln das Problem 
nnt«r der Voraussetzung so kleiner Amplituden, dass deren Quadrat 
neben der Einheit vernachlässigt werden kann. 

Die Grundgleichungen dieses Problemes folgen ans dem System 
(54'), wenn man darin die Eraftcomponent«n H, H, Z parallel dem 
mit der Beobachtungsstelle rotirenden Coordinatensjstem zerlegt in 
den von der Schwere und den vom Widerstand der Ki^elschaale her- 
rührenden TheiL 

Wir erhalten so, falls wieder N/m = n gesetzt wird, bei Beschrän- 
kung auf gegen den Erdradius kleine Werthe der Coordinaten |, i/, ^: 

5F ^ X " "*" ^"'^"^ V' sin V' + ^*rf( ^*° 'V'j 

S = l«-2«S«i°^-2.^^cos^, (68) 

g = ^«-3, + fi*-cos> + 2x^'cos^, 

r + »?' + r = -L'- 

Beschränken wir uns auf gegen L sehr kleine Elongationen, so 
ist ^ von L nur um eine Grösse zweiter Ordnung verschieden. Dem- 
gemäss liefert die letzte Bew^ungsgleichung: 

n = g^ — Mx' cos' V — 2x T^ COS i//, 

und dnrch Einsetzen dieses Werthes in die beiden ersten, bei Be- 
schränkung auf die erste Potenz der Amplituden, d. h. der | und ij: 

^ = Ä»' cos -if sin 1/^ — {g„ — Rx" cos* ■<!') 7; + 2" 57 ^^° "V'- 

(68') 
1^. 
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Ruhe findet nicht statt im Punkte | = fl = 0, sondern in: 

. tfix'coB,,.Bm«, „ 

^- g.^Jg,-coa% ' " = **' 

denn das Loth wird In Folge der Rotation nach Süden hin at^lenkt 
(vergL hierzu p. 53). Verschiebt man das Goordinatensystem um diesen 
Betrag und setzt noch kurz: 

x ain t/< = «', g, — Rj^ cos' i/i = g', 
so gelangt man zu folgender Form der Bew^^ngsgleichnngen: 

Hieraus erhält man zwei integrable Combinationen durch die 

Factoren (rf^/rf()d( = d|, {di^jdt)dl = dv und ~jj, 1; sie lauten: 





m^ 


d', d,\ 

dFdi) 


dt= - 


Tlf''f + 


;<*i), 




ip- 




= _ 


«»'«■'I + 


,d,) 


Durch 


IntegratioQ 


ergiebt 


sich: 








m 


-m 


' = (7- 


x(f + '' 






idi 


-f, 


= C'- 


«■(r + rt 




Fuhrt 


man hier ein: 










1 


= r cos 


<p, 1) ^ 


= r sin 9!, 


also 




dt 


-%^.- 








dl 
dt 


dr 

dt ^ 


nq^ + 


-fS. 




Igt: 


(£)■-■ 


m- 


'^-t^ 










^f:- 


C_ «V. 





(69) 



Setzt man in diese Crleichni^en: 

(p + x't = 0, (8»') 

so lauten dieselben: 



nnd wenn man sie mit den Factoren 1, 2jc' zusammen&sst, ei^ebt sich: 
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C+ 2x'C' ist eine Constante, die in G" abgeiOrzt werden mag, 
x" ist in Wirklichkeit immer bo klein gegen g'jL, dass es daneben 
vernachlässigt werden kann; den^mäss erhält man die beiden ersten 
Integrale in der Gestalt: 

^ ©■ + -((")■ + *) = «". '■" = ^'- ('») 

Sie enthalten x und damit die Botationsgeschwindigkeit der flrde gar 
nicht mehr explicito, sind also der Form nach identisch mit denjenigen 
Gleichungen, welche sehr kleine Schwingungen in einer ruhenden 
Kogelsehaale bestimmen; nur steht <b = <p + x't an Stelle des in jenem 
Falle auftretenden tp und g' an Stelle von g^, d. h. auf rotirender Erde 
ist die Beschlennigung der Schwerkraft durch die Centrifugalkraft ver- 
mindert und es folgt <p + x't demselben Gesetz, wie auf ruhender gs. 

Da der Einfluss der Centrifugalkraft auf die Grösse der Beschleu- 
nigung die Erscheinung nur quantitativ, und zwar nicht bedeutend 
verändert, so ist die auf rotirender Erde wahrnehmbare Bewegung im 
Wesentlichen zusammengesetzt aus der auf ruhender zu beobachtenden 
und einer gleichförmigen Drehung der Eugelschaale mit dem darauf 
laufenden Massenpunkte um die Z-Äxe mit der Geschwindigkeit 
— x' = — x sin fp. 

In dem specieUen Falle, dass (7=0 ist, sind die Schwingungen 
als ebene mit rotirender Pendelebene anzusehen; denn aus d<lijdt = 
folgt dcpidt = — x'. Da die Bedingungen des Problems am vollstän- 
digsten bei den sogenannten Fadenpendeln experimentell erreicht sind, 
so erhalten wir hierdurch den durch Beobachtungen von Foucaolt be- 
stätigten Satz: 

Die Schwingungsebene eines auf der Erde schwingenden 
Fadenpendels dreht sich scheinbar mit einer coustantea Ge- 
schwindigkeit, welche gleich ist derjenigen der Erdrotation 
multiplicirt mit dem Sinus der geographischen Breite des 
Beobachtungsortes. Die Eichtang dieser Drehung ist auf 
der nördlichen Halbkugel eine negative, nämlich von Ost 
über Süd nach West gerichtet, auf der südlichen Halbkugel 
die umgekehrte. 

Wir schlieeaen den Abschnitt mit einer Bemerkung über das 
Gleicl^wicht eines Massenpanktes auf einer festen Oberfläche oder 
Curve. 

Die Beschleunigung in der Bahn verschwindet und damit wird 
ein Verharren im Gleichgewicht möglich, wenn die äusseren Kräfte 
eine Resultante normal zur Oberfläche oder zur Curve geben. 

Daher ist für einen Punkt auf einer festen Oberfläche 
<p (x, y,z) = 
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die Gl leidige vichtsbediDguQg: 

X:Y:Z = cos {n,^x) : cos (n, y) : eo3 {n, x) 
oder: 

ox ay ax. 

Für eine feste Curve, deren Linienelement ds die Frojectioneu dx, 

dy, dx hat, mus3 gelten: 

P^X^+Y^ + zf- = 0, (71') 

ijÄ fls ds ' 

d. h. die Tangentialcomponente P der äusseren Kraft muss verscliwinden. 
Verschiebt man den Massenpunkt unendlich wenig aus der Position, 
für welche diese Bedingung erfüllt ist, so gewinnt die Tangential- 
componente einen von Null -verschiedenen Werth. Das Gleichgewicht 
ist stabil oder labü, je nachdem diese Componente den Punkt 
nach der Gleichgewichtslage zurückführt oder ihn noch weiter davon 
entfernt; es ist indifferent, wenn dieselbe verschwindet. 

§ 10. Gleitende Beibnn;, Lnftwideratand. 

Wir haben nns im vorigen Abschnitt mit den Keactionskräften 
fester Oberflaehen und Curven beschäftigt, welche das Eigenthflmliche 
haben, dass ihre Kichtung zwar durch die Gestidt der Oberfläche oder 
Curve mehr oder weniger vollständig gegeben, ihre Grösse aber ab- 
hängig ist von der Masse und der Geschwindigkeit des bewegten 
Massenpnnktes, sowie von der Lage und Grösse der übrigen aaf ihn 
wirkenden Kräfte. Wir können dies auch kürzer so aussprechen: die 
Grösse dieser Eeactionskräfte ändert sich mit ihrer Inanspruchnahme 
und kann, je nachdem dieselbe wächst, jeden Werth zwischen + oo 
und — CO annehmen. 

In mancher Hinsicht parallel geht diesen Reactionskräften die 
gleitende Reibung, die bei jeder Bewegung auf einer mat«riellen 
Bahn in Wirklichkeit eintritt Auf Grund der Beobachtungen l^en 
wir ihr folgende Eigenschaften bei: 

Die gleitende Reibung ist eine Kraft, deren Richtang 
jederzeit entgegengesetzt ist der wirklich stattfindenden oder 
aber nur erstrebten Bewegung, diese Richtung relativ zur 
Bahn gerechnet. Unter erstrebter Bewegung verstehen wir dabei, 
wenn in Folge der Reibung Gleichgewicht eintritt, diejenige, die ohne 
Wirkung der Reibung stattfinden würde. 

Ihre Grösse ändert sich mit der Inanspruchnahme, kann 
aber einengewissen Maximalwerth nicht übersteigen. Dieser 
Maximalwerth bestimmt sich der absoluten Grösse nach durch das 
Product des Normaldrucks N, welchen die Bahn seitens des Punktes 
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erleidet (oder gegen ihn ansübt), in einen von der Substanz des Punktes 
undderBahnabMngigenPactorvjdenmandenReibungseoefficienten 
für die beiden in Berührung stehenden Substanzen nennt 

Wir tonnen daher allgemein die Grösse P, der Reibungskraft setzen, 
indem wir sie positiT parallel der Richtung von + s rechnen: 

P, = nJV, (72) 

wobei — n^n^ + V sein, d. h. also der Factor n zwischen dem 
positiven und negativen "Werth des Eeibnngseoefficienten liegen mnss. 

Befindet sich ein Massenpunkt auf einer festen Cnrve in Ruhe 
und geben die äusseren Kräfte keine Componenten parallel der Bahn, 
80 ist auch die Reibung gleich Null, denn es fehlt die Tendenz zur 
Bewegung und daher die Inanspruchnahme der Reibung. Geben die 
äusseren Kräfte aber eine Tangentialcomponente, so ist die Tendenz 
zur Bewegung und demgemäss die Widerstand leistende Reibungstraft 
da und es fragt sich nun, bis zu welchem Grade die letztere in An- 
spruch genommen ist Die Bedingung des Gleichgewichts für einen 
Punkt auf einer festen Bahn ist, dass die Tangentialcomponenten aller 
wirkenden Kräfte sich zerstören, es muss also, wenn -S'P» sich auf die 
äusseren Kräfte bezieht, die Beziehung gelten: 
^P, + P. = 0. 

Ist diese Gleichung durch ein P, zu befriedigen, welches kleiner 
ist, als der besprochene Grenzwerth, so findet Gleichgewicht statt and 

Pr= - ^P^ 
giebt dann sogleich die Grösse an, bis zu welcher die Reibung in An- 
sprach genommen ist. 

Verlangt diese Gleichung aber ein grösseres Pr, als der ange- 
gebene Grenzwerth ist, so kann Gleichgewicht nicht bestehen; sowie 
der Grenzwerth von P, übersehritten wird, beginnt die Bewegung; die 
Reibung wirkt ihr in voller Stärke dauernd entgegen bis zum Moment 
der Ruhe, in welchem wieder ein kleinerer Werth eintreten kann. 

Dies wird recht deutlich werden an dem einfachen Beispiel der 
Bewegung und Ruhe auf einer reibenden schiefen Ebene vom Neigungs- 
winkel a gegen die Horizontale. 

Wirkt die Schwere allein, so ist, falls wir s abwärts positiv zählen: 
^P,, + P. = mg (sin a + nooaa); 
Gleichgewicht kann bestehen bleiben, wenn 

tg« = -« 

auf einen Werth n führt, der zwischen — v und -|- * tällt Man er- 
kennt, dass ganz unabhängig von der Masse des Punktes und der 
Grösse von g ^u der Beobachtungsstelle Gleichgewicht stattfinden wird. 
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SO lange det Ne^ngswinkel a anter einem Grenzwerth q bleibt, den 
man den Reibnngswinkel nennt und der definirt iat durch die Beziehung: 
tg p = r; (72') 

för grössere Neigungswinkel ist Gleichgewicht numöglich und es tritt 
Bewegung Ton selbst^ bei kleineren nur in Folge einer An&ngsgeschwin- 
digkeit ein. 

Ehe wir diese Bewegung betrachten, wollen wir noch den Fall 
behandeln, dass ausser der Schwere noch eine andere Kraft K in einer 
Sichtung, die den Winkel ß mit der nach unten positiv gerechneten 
Normale der Bahn einscbliesst, ausgeübt wird. Dann ist die Normal- 
componente der äusseren Kräfte, felis man das Gewicht des Punktes 
mg = setzt: 

2N^ = Ö cos a + ff cos ,9, 
dagegen die Tangendalcomponente: 

2P^ = G sin a + Ä" sin ,?; 
also wird die Glelchgewiehtsbedingnng: 

ff sin « + ff sin ß + n{0 cos « + ff cos ^) = 0. (73) 

Wir wollen sie verwenden zur Beantwortung der Frage: welchen 

grössten Werth kann K haben ohne den Massenpnnkt in Bewegung 

zu setzen, oder auch, was dasselbe ist, welche kleinste Kraft 

vermag ihn in Bewegui^ zu 

setzen, — sowie der enl^genge- 

- setzten: welche kleinste Kraft 




vermag den Punkt, der sich 
von selbst bewegen würde, im 
Gleichgewicht zu halten. 

Es sind dann die beiden 
Fälle zu unterscheiden, dass die 
Bewegung nach unten oder nach 
oben erzielt werden soll. 

I. Im ersteren Falle ist 

» V tg J. 

zu setzen, weil der positiven 
erstrebten Bewegung ent^gengewirkt werden soll; man erhält dann; 



Fig. II. 



- oA 



'09-e) 



Wir unterscheiden zwei verschiedene Fälle. 

a) Die Neigung a ist kleiner als der Beibungswinkel, daher: 



wir bemerken; ist (3 = p, d. h. ist die Kraft K nm ((en Reibungs- 
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wintel g^n die Normale N geneigt, so wird Jr= oo; in dieser 
Richtung anegeQbt kann also keine noch so grosse Kraft den Punkt 
bewegen. Das bat seinen Grund darin, dass mit der tangentialen 
Componente von K sich auch die normale und dadurch die Reibung 
so steigert, dass die Wirkaugen sich compensiren. 

Wächst ß, so nimmt E ab und erhalt den kleinsten Werth 
K= a fäa{^ — a) füi ß = q + 5i/2, d. b. in einer Richtung, die um 
den Reibungswinkel gegen die positive Bahnriohtung gene^ oberhalb 
liegt In dieser Richtung wirkt also die Vermindemng des Beibangs- 
wideistandes und die Tergrösserung der treibenden Kraft am vor- 
theilhaftesten zusammen. 

Für ß=Q + n wird K abermals gleich unendlich; die Bedeutung 
dieser Thatsache ist dieselbe wie oben. Zu bemerken ist hierbei aber, 
dass das Resultat voraussetzt, die Bahn abe auch einem nach oben 
gerichteten Druck gegenfiber ihre Reaction, sei also etwa eine ge- 
schlossene Röhre innerhalb deren der Punkt gleitet. 

Im andern Falle verliert das Resultat seine Bedeutung, sowie N 
den Werth passirt, da dann der Massenpunkt die Bahn überhaupt 
verlässt 

Noch grössere Werthe von ß geben nichts Neues, da negative 
Kräfte identisch sind mit in entgegengesetzter Richtung ausgeübten 
positiven. 

b) Die Neigung a ist grösser als der Reibungswinkel q, also: 

ür= + 0^^-^- (73") 

Der Verlauf ist ganz analog; K nimmt einen grössten Werth oo 
an für ß = p, seinen kleinsten K = Q sm(a — p) für ß = p — nf^, 
und steigt wieder bis K= os, entsprechend ß = p — n. In diesem 
Falle liegt also die Richtung, in welcher mit kleinster Kraft das Gleich- 
gewicht eben noch zu erhalten möglich ist, um den Reibungswinkel 
gegen die negative Bahnrichtung geneigt, aber nach unten. 

II. Wir woUen femer die Bewegung nach der negativen Seite, 
d. h. nach oben, erzielt werden lassen; dann istn^+v^+tgpzu 
setzen und wir haben: 

MD (^ + (■) ^ ' 

Hier macht es keinen Unterschied, ob a^Q ist 

Wir erhalten den grössten Werth K = oa fäi ß = — p und 
ß = — Q — n; in diesen Richtungen ausgeübt eigiebt also keine noch 
so grosse Kraft eine Bewegung aufwärts. Der kleinste Werth 
K= (? sin (« + p) findet statt für ß = — g — jij2, d. h. um den 
Reibungswinkel gegen die negative Bahnrichtung nach oben gene^ 



DigilizedbvGoO^^lC 



Mech&nik materieller Punkte. 



Parallel der Bahn nach oben gerichtet Lst zum Ueberwinden der 
Reibung erforderlich eine Kraft: 



abwärts galt ebenso, falls a < q war: 



K^ Ö- 



MLTJi). 



ist die Neigang oe = 0, so werden beide gleich: 
K = tg Q = Ov. 

Diese Formel giebt die Theorie einer andern Methode zur Be- 
stimmung des Reibungscoef&cienten; v ist nämlich das Yerhältniss der 
kleinsten Kraft, welche den Massenponkt auf ebener Bahn in Bewegung 
zu setzen vermag, zu dem Gewicht desselben. 

Wir wenden uns nun vom Falle des Gleichgewichts zu dem 
der Bewegung auf reibender schiefer Ebene. Die darauf bezügliche 
Gleichung ist: 

^=g{sma + n cos a) = ^-~~^ , (74) 

worin n= ±v, r = ± (>, jenachdem dsjdt = VSf> ist- Es fo^ 
sogleich; 

r=f,-c, + ^"'l^ + ''> , .^c + oj + '-^^l^- (74') 

Nehmen wir zunächst die Bewegung abwärts, also r = — (>, so 
erkenneu wir, dass, je nachdem ce^Q, die Bewegung gleichförmig 
Terzögert oder beschleunigt ist Ist a^Q, so tritt die Bewegung nur 
in Folge einer Anfangsgeschwindigkeit f; ein und kommt zum Still- 
stande, wenn V= ist, d. h. zur Zeit: 

(74") 



ysinCp-B) 

und in einer Entfernung S vom Äusgangsort: 

FGr a = p ist die Beschleunigung gleich Null, die Bewegung geht 
mit der Anfangsgeschwindigkeit V, gleichförmig weiter. 

Von selbst beginnt die Bewegung nur, falls « p> p ist Wollte 
man die in diesem Falle beobachtbaren Erscheinungen zur Prüfang 
der Fallgesetze anwenden, so wurde man zwar eine gleichförmige Be- 
schleunigung erhalten, diese aber durch die Reibung im Verhältniss 
sin (ß — p)/sin a oos q verkleinert finden. Aehnliches, wie hier für die 
gleitende Reibung gefunden ist, gilt für die rollende Reibung einer die 
schiefe Ebene hinablautenden Kugel, gilt also auch für die Galilei'schen 
Fallversuche auf schiefer Ebene. 
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Während in den obigen Fällen die Geschwindigkeit durch die 
Reibung vermindert wnrde, jene also verzögernd wirkte, kann, wenn 
die Bahn sich selbst bewegt, auch das Umgekehrte stattfinden. 

Denken wir uns z. 6. einen horizontalen Ereisring in Botation mit der 
Winkelgeschwindigkeit a> um eein Centrum versetzt nnd einen schweren 
Funkt hineingelegt, so wird auf diesen die Beibung in der Richtung der 
Botation besohleunigend wirken, denn nach dem oben Gesagten 
wirkt sie der relativen Bewegung ent^gen. Die relative Bewegung 
erkennen wir, wenn wir dem ganzen Sjstem eine Rotation mit der 
Geschwindigkeit — a> ertheileo, dann ruht der Bing, der Funkt rotirt 
in negativer Richtung, die Reibung muss also in positiver wirken. 
Der Druck gegen den Bing setzt sich zusammen ans den beiden Theilen 
Schwerkraft nnd Centrifugalkraft und ist, da die eine Componente 
Tertical, die andere horizontal wirkt: 



< gilt <■ 



Ä' 



Dies allgemein elliptische Difi'erential vereinfacht sich, wenn von 
der Schwerkraft abgesehen werden kann; dann gilt: 

Wollte man hier zur Bestimmung der Constanten die Annahme 
einführen, dass zur Zeit ( = die Geschwindigkeit des Punktes gleich 
Null ist, so erhielte man C= co, d. h. es würde V immer gleich Null 
bleiben. Dies ist erklärlich, denn wenn die Geschwindigkeit verschwin- 
det, so fehlt auch die Centrifugalkraft und ist N und damit die Rei- 
bung wie auch die Beschleunigung gleich Null; um sonach hier eine 
Bewegung zu erhalten, muss eine — gleichviel wie kleine — Anfai^- 
geschwindigkeit I^ gegeben sein. Dann ist: 

i-.-T-'-i- <'5T 

Aber diese Gleichung gilt nicht unbegrenzt, sondern nur bis zu 
dem Zeitmoment, wo die Lineargeschwindigkeit des Funktes V gleich 
ist der Lineargeschwindigkeit des Bingea V, = R(a\ ist diese erreicht, 
so ist der Punkt in relativer Buhe zum Ringe, die Beibung ver- 
schwindet plÖt;6lieh und damit die Beschleunigung; die Geschwindigkeit 
bleibt conHtant gleich V,. Die Zeit T, die vergeht, bis der Funkt die 
Bewegung des Rmges theilt, ist: 
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Wie die gleitende Reibung, so ist aaoli der Luftwiderstand eine 
Kraft, welche die E^enthümlichkeit hat, jederzeit der Bewegnnga- 
riehtung entgegengesetzt zu sein, sich also erst durch die Bewegni^ 
vollständig zu bestimmen; abweichend aber ist, dass sie der Grösse 
nach mit deijenigen der Geschwindigkeit varürt Das strenge Gesetz, 
welches diese Abhängigkeit ausdrückt, ist noch nicht gefunden, es ist 
nicht unmöglich, dass sogar seine Form, nicht nur seine Constanten, 
TOB der Gestalt des bewegten Körpers abhängt; wir wollen dafür kurz 
schreiben: 

{K) = F[V). 

TJm mit einem solchen unbekannten Gesetz rechnen zu können, 
setzt man hier, wie in vielen anderen Fällen, kleine Werthe der un- 
abhängigen voraus, denkt sich dann die unbekannte Function nach 
Potenzen derselben entwickelt, etwa in der Form: 
{K) = F„ + VF, + VF, + ■■■, 
und beschränkt sich auf die niedrigsten Glieder der Beihe. Die Beob- 
achtung hat in jedem einzelnen Falle zu entscheiden, wie weit man 
hierbei zu gehen hat, um eine bestimmte verlangte Genauigkeit der 
TJebereinstimmung zu erhalten. 

Wir wollen uns auf die ersten beiden Glieder beschränken, d. h. 
die Geschwindigkeit so klein denken, daaa schon das dritte Glied rer- 
nachlässigt werden kann; es ist dabei stillschweigend vorausgesetzt, 
dass der Factor des zweiten Gliedes, also {dFjdV)y=„ von Null ver- 
schieden, der des dritten und der höheren nicht unendlich gross ist — 
singulare Fälle, die nicht wohl in Betracht kommen. Wir führen 
femer ein, dass für verschwindende Geschwindigkeit auch kein Wider- 
stand stattfindet, eine Thatsache, die sieh leicht dadoich beweist, dass 
ein einfaches Pendel immer dieselbe Ruhelange annimmt, von welcher 
Seite es auch dieselbe erreiche. 

Dadurch bestimmt sich das erste Glied, nämlich ^(0], zu Null, 
und wir erhalten für den Luftwiderstand eine lineare Function der 
Geschwindigkeit, geschrieben: 

{K) = f.V, 
worin f, die Gonstante des Gesetzes, für ein und denselben Massen- 
pnnkt unveränderlich, aber von einem zum andern wechselnd ge- 
dacht ist 

Die Componenten der Kraft erhalten wir daraus nach dem Vor- 
stehenden durch Multiplication mit den negativen Richtungscosinas 
des Bahnelementes dxjda, dyjds, dxjds; dabei bedenken wir, dass 
V = dsjdl die Gesanuntgeschwindigkeit und dxjdt = u, dyjdt = v, 
dzjdt = w die Geschwindigkeitecomponenteu sind. Wirkt ausser dem 
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Lnitwiderstandö noch parallel der — Z*Äxe die Schwere, so erhalten 
wir die folgenden Bewegongsgleichungeni 

•»§=-•»»-'■«'• 

Dleseiben sind einfachster Art ond integriren sich nach dem 
Schema (42). 

Bezeichnet mao mit u„, v„ w^ die Werthe der Geschwind^keiten 
für t = 0, 80 erhält man: 

» = „..-*, .._...-'•'-, » + ^_ („.+ »=) e-'"-, (76') 

und hieraus, wenn man noch die Anfangswerthe der Coordinaten gleich 
x„ y„ ^0 setzt: 

a; = a:„ + -p(l-e " ), j, = (,„ + — ^(1 - e ^^ ), 

«-».-^'+=(«.. + f)(i -.-'■'-). 

Ans den ersten beiden Formeln folgt {x — x„) : {y — j/„) = w, : «„, 
d. h. der Pnnkt bleibt bei seiner Bewegung stets in der durch die 
Richtung der Anfai^geschwiudigkeit gelegten verticalen Ebene. 
Wählen wir dieselbe zur X2-Ebene, d. h. setzen v, = 0, und legen 
wir den Gooidinstenanfang in den Ansgangspnnlct, d. h. setzen 

^. = y. = ^, = 0, 
so bleibt auch v und y stets gleich Null, und wir haben nur: 



-- f ^[-^ f I' ' 

x_^(l-e-"'-), ('6'") 

Mit wachsender Zeit nähert sich die horizontale Geschwindigkeit 
der Grenze Null, die verticale der Grenze —gmjf; die ganze Bewegung 
verwandelt sich in einen verticalen gleiohform^en Ptdl. Für kugel- 
förm^e homogene Massen ist dabei f als nahezu dem Querschnitt pro- 
portional anzusehen, die Masse ist gleich dem Tolomen mnltiplioirt mit 
einem Factor, der die Masse in der Yolumeneinheit darstellt und die 
Dichtigkeit der Substanz genannt wird; wir gehen auf diese Grösse 
später ausführlicher ein. Das Yerhältniss fjm wird also indirect pro- 

Tolgt, Elam. UechsDlk. S 
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portional mit Badlus und mit Dicht^keit. Daraus folgt, dass kleinere 
Ki^ln langsamer fallen als grössere derselben Substanz, und die Ge- 
schwindigkeit mit Terschwindendem Radios auch verschwindet. Daher 
werden die sehr kleinen Wasaertröpfchen, welche den Nebel bilden, 
trotz der Wirkung der Schwere von der Luft scheinbar getragen. 

Die Betrachtung der Exponentialgrössen zeigt femer, dass diese 
deünitiven Geschwindigkeiten Null und —gtnjf um so schneller bis 
auf denselben Bruchtheil erreicht werden, je kleiner Badius und 
Dichte ist. 

Die grösste horizontale Entfernung, die in Folge der An^gs- 
geschwindigkeit Oberhaupt zu erreichen ist, bestimmt sich x^ = mu,jf; 
sie nimmt also mit wachsendem Widerstand ab, und ist — Engeln 
gleicher Dichte vorausgesetzt — für die kleinsten auch am kleinsten. 

Die Gleichung der Bahn ergiebt sich durch Elimination der Zeit 
in der Form: 

Wo V f I f \ mu^l 

§.11. Lebeadige Kraft, Arbeit, Foteatial, Enei^«. 
Wir gehen aus von der Gleichung (29'), welche lautete 

dt 
und aussagte, dass die Componente der Beschleunigung eines Massen- 
pnnktes nach der Bahnrichtung multiplicirt mit seiner Masse gleich 
ist der Componente der ausgeübten Kräfte parallel der Bahn, und 
multipliciren sie mit der Identität 

Vdt = ds; 
das Resultat können wir schreiben: 

rf(^)=Prf«. (77) 

Hierin nennt man das Product mV'j2 „die lebendige Kraft 1t 
des Massenpunktes", das Product Pds „die von den wirkenden 
Kräften an dem Massenpnnkt während di geleistete Arbeit dA" 
und bezeichnet die Formel 

d'if= dA (77') 

als „die Gleichung der lebendigen Kraft für einen Massen- 
punkt". Sie lässt sieh in die Worte fessent der Zuwachs der leben- 
digen Kraft während dt ist gleich der in der gleichen Zeit an dem 
Massenpunkt geleisteten Arbeit 

Hierbei ist zn bemerken, dass die Arbeit dA im Allgemeinen sich 
nicht in Form eines Differentiales, d. h. der während dt stattfindenden 
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Aendemng einer Function tod t darstellt; es ist demgemäss znr Tlnter- 
8olieidung von dem Diffeientialzeicben d der Bachstabe d gewählt 
worden, der nni andeuten soll, dass die bezügliche Grösse ein unend- 
lich kleiner, während 41 aufgewandter Betrag ist 

Für die Arbeit du4 können wir noch andere Formen erhalten; 
zunächst finden wir, indem wir P als die Frojeetion der Qesammt- 
kraft K auf die Kichtung s der Bahn ausdrücken: 

aA = Ä"co3 {ff, s)ds; (78) 

hierin können wir ds . eos {K, s) als die Projection des während dt 
zurückgelegten Wegelementes auf die Richtung der Kraft zusammen- 
fassen in die Bezeichnung dk und haben so: 

dA= Kdk. {78') 

Setzen wir femer für cos {K, s) seinen Werth, ausgedrückt durch 
die Cosinus der Winkel ton E und a gegen die Coordinatenasen, nämlich: 
cos {K, «} = cos {K, x) cos (s, x) + cos {K, y) cos (s, y) + cos {K, x) cos {a, x), 
und führen weiter die Werthö ein: 

eos {K, x) = XjK, cos [K, y) = YjK, eos {K, x) = ZjK, 

cos (», x) = dxfds, cos (», y) == dyjds, cos (s, *) = dzjds, 
HO erhalten wir auch: 

dA = Xdx + Ydy + Zd%. (78") 

Endlich können wir X, Y, Z noch durch die Componenten der 
Einzelkräfte ff» ausdrücken und schreiben: 

dA = 2(X<ia; -{- Y^dy + Z^dx). (78'") 

Nun ist aber jeder der Ausdrücke Xdx, Ydy, Zdx von derselben 
Form wie Kdk in (78'); jene stellen also die Arbeiten der drei Ge- 
sanuntcomponenten dar und man kann die letzten Gleichungen dabin 
deuten, dass die gesammte Arbeit gleich der Sunune der Arbeiten der 
einzelnen zu einander normalen Componenten ist. Die letzte Gleichung 
kann auch geschrieben werden: 

dA = '^dA^, (78'"') 

und sagt dann das noch allgemeinere, auch direct aus (78) folgende 
ßesultat aus, dass die gesammt« Arbeit gleich ist der Summe der- 
jenigen Einzelarbeiten, welche die, gleich viel wie gegen einander ge- 
legenen^ Einzelkräfte in der gleichen Zeit leisten. Ihr entspricht die 
Gestalt der Gleichung der lebendigen Ki'aft: 

dW='^dA^. (79) 

Wendet man dieselbe auf ein endüches Zeitintervall an, indem man 
sie von einem Zeitpnnkt t, bis zu einem andern t, integrirt, und be- 
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zeichnet die denselben entsprechenden Werthe der lebendigen Kraft 
mit W, und y„ so findet sich: 

W,- W.^f^d^,. (Tg*) 

Den Sinn dieser Gleichung darzulegen, wenden wir sie auf den 
Fall an, dass sieh ein Massenpunkt unter der Wirkung der Schwer- 
kraft und derjenigen einer der Bewegung entgegengesetzten Wider- 
standskraft (des Luftwiderstandes z. B.) bewegt, welche einer Potenz 
der Geschwindigkeit proportional ist 

Die Arbeit der Schwerkraft bei einer Verschiebung ds, deren 
Projection auf die nach oben positiv gerechnete Verticale gleich dk ist, 
wird nach Formel (78') gleich —mgdh, diejenige der Widerstandskraft 
gleich — fV'ds und wir haben demgemäss nach (79'): 

Ht,-W,^ - mgfdh - ff V'ds. 

Um die Grenzen der Integrale in Beziehung zu den Int^rations- 
variabeln zu setzen, wollen wir die zur Zeit (. resp. t, erreichten Höhen 
über einem fest angenommenen Kiveau, z. B. über der Erdoberfläche, 
mit k, resp. k, bezeichnen und benutzen, daes V = dsjdt ist; dann 
können wir schreiben: 

iI/,-iit.= - mgfdh - ffV'*' dt. 

Die hier rechts neben einander stehenden beiden Arbeiten haben 
einen sehr verschiedenen Charakter. 

AVir bemerken, dass die Integration des ersten Gliedes sich aus- 
führen lässt, ohne dass wir die Bew^ungsgesetze des Massenpunktes 
entwickelt haben; ihr Resultat, nämlich 

-mg(h,- h,) 
ist ausser von dem Gewicht des Massenpunktes nur abhäi^g von seiner 
Höhe über der Erdoberfläche zu Anfang und Ende der Periode (*,—(,)» 
und zwar nicht von ihrem absoluten Werthe, sondern nui von ihrer 
Differenz, aber weder von der Zeit {(,— i,) selbst, noch von der Bahn, 
welche während dieser Zeit durchlaufend ist, noch von der Geschwin- 
digkeit, welche während dieser Zeit stattgefunden hat. Kurz gesagt 
ist der Werth nur von den Orten am Anfang und am Ende der Periode 
((, — (,), aber nicht von den Zuständen in Zwischenzeiten abhängig. 

Dem gegenüber ist das zweite Integral erst ausführbar, wenn das 
Bewegungsproblem gelöst ist und wir die Geschwindigkeit des Punktes 
als Function der Zeit kennen ; sein Werth bestimmt sich also nicht nur 
durch Anfangs- und Endort, sondern auch durch die Zwischenzustände, 
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oder, anders ausgedräctt, durch alle die Umstände, welche auf den 
ganzen Verlauf der Bewegung Einlluss haben, wie die übrigen wir- 
kenden Kräfte, die Gestalt eventueller fester Bahnen, die Anfangs- 
geschwindigkeiten u. dergl. 

Dies tritt am deutlichsten an einem durchgeführten Beispiel hervor. 

Im vorigen Abschnitt ist die Bewegung eines Massenpunktes unter 
der Wirkung der Schwere und einer Widerstandskraft (K) = f.V voll- 
ständig bestimmt; setzen wir also in nnseren letzten Formeln i == 1, 
so können wir die beiderseitigen Resultate sogleich combiniren. 

Die Arbeit des Luftwiderstandes schreibt sich dann: 

_ ,/{[., , ,. , („. , ._^)-] .-..>_ =^ („. ^ >fy,.^.^ (^)-,„ 

und diese Formel lässt alles das vorliin allgemein Gesagte deutlich am 
vorliegenden speciellen Falle erkennen. 

Fügt man hinzu die Arbeit der Schwere: 

so ergiebt sich für die Summe der einfachere Werth: 

,,._ ^,= [»(„,^.,+ (». +'f)>-">-'f(». +'-?).-'■'■];; 

eine Gleichung, die man in Rücksicht auf den Werth von W leicht 
verificirt 

Gemäss der vorstehenden Erörterung unterscheiden wir die auf einen 
Massenpunkt wirkenden Kräfte in zwei Gattungen oder Classen, je- 
nachdem ihre während eines Zeitelementes geleistete Arbeit 
die Form eines Differentiales nach der Zeit besitzt odernicht. 
Für die ersteren ist die während endlicher Zeit geleistete Arbeit nur 
abbäi^g von den Zuständen am Anfang und am Ende, für die letz- 
teren auch von den durchlaufenen Zwischenzuständen, 

Um die charakteristischen Merkmale beider Arten von Kräften 
zu finden, gehen wir aus von der Definition {78"): 

dA = Xdx -\- Ydy -f- Zdx, 

und fragen iLach der nothwendigen Bedingung dafür, dass die rechte 
Seite ein vollständiges Differential nach der Zeit ist. 
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Wir sehen zoDäcbst von der Annahme ab, dass die von uns be- 
trachteten Kräfte nnr die Zeit, die Coordinaten und die Geschwindig- 
kmten enthalten sollen und untersacben den^emäss die al^meinste 
Variation einer Fnnction yt, die l,x,y,x, u, v, w und auch die Dif- 
ferentialquotienten von u,v,w enthält, welche letztere wir durch die 
oberen Indices bezeichnen wollen gemäss dem Schema 

sf-"'' ^=»" »•»•'• 

Wir bezeichnen, um keine Terwechselung mit den Differentiationen 
heiTorzurufen, die Yariationen zunächst durch das Zeichen S. 
Dann schreibt sich: 

Wir benutzen nun, dass nach der Bedeutung von m 

ä{x + dx) - Sx t dSx 
^Su = ^ 

gilt, da ja die Differenz der Variationen der X-Coordinaten des Massen- 
punktes in zwei um dl entfernten Momenten durch die Zeit di divi- 
dirt identisch mit der Variation der Geschwind^keit ist, imd haben 
demgemäss -folgende identische Beziehungen: 



??ä»-Äffefe1 



-. Stl = -t;[Su -^\ — Su 



^\_*.,_^^ 



dtdu~ 



'i['"n-iH.n^T.[^ 



Hiernach kann man aus (80) bilden: 

(. \dv d dt)! d^ d^ if S* 

^[ei '~ diäit '^ di'dZ- ~ d?ö^ 



d" dv\ 



±- 



^ dt dt\ [du dt du dfdi^ 



, ^ /öv d 8,p 

"•" \8i^ dt dti- ^ 
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Die auf die y- tmd ;t - Coordinaten sich beziehenden Glieder sind 
hierin nur andeutet. Man erkennt Folgendes. 

Sind unter den .Variationen S die während der Zeit dl in Folge 
der wirtilichen Bewegungen eintretenden Yeränderungen verstanden, 
ist also: 

dx = itdt, Su=u'dt, Su'=u"dl... 

nnd daher auch S-^ = {dtpjdt)dt, m hat in (80') unter der einzigen 
Bedingung, dass ■xp die Zeit ( nicht enthält, die rechte Seite 
stets die Form eines Differentiales nach der Zeit und giebt bei 
Integration von (, bis (, einen Werth, der nur von den Zuständen 
in t, und U, nicht aber von zwischenliegeaden abhängt 

Deutet man die Faetoren von Sx, 3y, 3x als Ausdrücke für die 
Kraftoomponenten und vertauscht i/i mit — 0, so gelangt man zu 
folgendem Resultat«: 

Fxistirt eine Function 4> der Coordinaten des Massen- 
pnnktes und beliebiger ihrer Ableitungen (das Potential 
im weiteren Sinne des Wortes), durch welche sich die auf 
jenen wirkenden Kraftcomponenten in folgender Weise aus- 
drücken: 

öl "•" dt du dt' a«* "*■ dC öti" ■•" " ■ ' 

dy'^dtdv df dtf '^ di^ dtr '^ " 

a« "*" dtdw dPdtif '^ dt'Buf '^ '"' 

so besitzt jederzeit die von ihnen bei der Bewegung des 
Massenpunktes während der Zeit dt geleistete Arbeit die 
Form eines vollständigen Differentiales nach der Zeit, und 
zwar des Differentiales von dem Ausdruck: 

-<^+»(l?-ll|.±-)+- 

+ 

Die Differenz der Werthe dieser Function für einen beliebigen 
Anfangs- und Endzustand giebt demgemäss direct den Werth der 
Arbeit an, die von jenen Kräften zu leisten ist^ um den Massenpunkt 
von dem einen zmn andern überzuführen. 



(80-) 
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Unterliegen, wie wir im Uebr^n stets vorausgesetzt haben und 
wieder annehmen wollen, die Kräfte der Beschränkung, dass sie nur 
von den Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängen, so 
muss nach (80") 1t die sämmtlichen Ableitungen der Coordinaten linear 
enthalten nnd zwar die ersten in Functionen von x, y, x, die höheren 
in Gonstanten multiplicirt; die letzteren würden demgemäss auf die 
Werthe der Kräfte gar keine Wirkungen äussern. Man kann deshalb 
als den allgemeinsten mit unserer Annahme verträglichen Werth des 
Potentialea den Ausdruck bilden: 

fl* = <f„ + Utp, + Vff, + wtp,, 

worin die tp^ nur die Coordinaten enthalten; daraus folgt dann: 

Y ^ ,,,, (^ i2i\ J. I^fi _ ^Il\ 

Wir bemerken, dass, wenn wir aus diesen Werthen die Arbeit d^ 
berechnen, wegen dx = u dt, dy = v dt, dx = icdt in dem Resultat Alles, 
was von den in w, t^, w multiplicirten Gliedern herrührt, hinwegfällt. 
Indem wir diese Theile nnd die allein übrig bleibenden für sich 
betrachten, können wir folgenden Satz aussprechen: 

Kraftcomponenten, welche nur von den Coordinaten und 
Geschwindigkeiten abhängen, ergeben die während eines 
Zeitelementes dt geleistete Arbeit in Form eines Differen- 
tiales nur in den beiden Fällen, dass sie 

a) ein Potential <I> besitzen, welches eine Function der 
Coordinaten allein ist (das Potential im engeren Sinne) und 
durch dasselbe gegeben sind gemäss den Beziehuugen: 

^=-l?' ^--'4' ^=-& '«'> 

b) den Werth der Arbeit zu Null machen, wozu noth- 
wendig und hinreichend ist, dass die Bichtung ihrer 
Besultante normal zu derjenigen der Verschiebung steht 

Damit ein Potential existire, ist erforderlich die Erfüllung der 
BedingUBgen, welche sich aus den vorstehenden Gleichungen durch 
Elimination von <^ ergeben, nämlich: 



a« dy' Bx B%' dy ' dx ' 



(81') 
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damit die Resultante normal zur Bewegungsriehtung st«he, ist erforder- 
lich, dass gelte: 

Xu+Yv+Zw = 0. (81") 

Wir maGhen auf eine wichtige Eigenscheit dieser beiden Arten 
von Kräften aufmerksam. 

"Wenden wir nämlich die Formel (79): 

auf einen Massenpunkt an, der ausschliesslich unter der Wirkung von 
Kräften der besproehenen Art steht, so lautet sie: 

d^= -2<i«ft,= -dft>, (82) 

wo nun 0k das Potential der Einzelkraft, ^ das Gesammtpotential 
bezeichnet; die Kräfte, welche der Gleichung (81") genügen, kommen 
natürUoh darin gar nicht yor. 

Diese Formel sagt aus, dass lebendige Kraft und Potential zwei 
physikalische Grössen sind, die unter der gemachten Voraussetzung 
während der Bewegung auf gegenseitige Kosten wachsen und abnehmen. 
Sie giebt Anlass zu der Vorstellung, dass für einen, wie gesi^ 
bewegten Massenpunkt die lebendige Kraft und das Potential je einen 
gewissen Vorrath unter sich gleichartiger und in einander verwandel- 
barer physikalischer Grössen repräsentiren und dass die ganze Be- 
wegung darin besteht, dass aus dem einen Vorrath von dem Besitz in 
der einen Gestalt (z. B. von Potential) entnommen und dem andern 
in der andern Gestalt (als lebendige Kraft) zugeführt wird. 

Weil nun lebendige Kraft und Potential gegenseitig in einander 
verwandelbar sind, so liegt es nahe, die beiden Vorräthe als Theile 
eines einz^n aufzufassen, nämlich ihre Summe 

W+fI> = E (82') 

als eine neue physikalische Grösse einzuführen. Man nennt sie die 
Energie des Massenpunktes nuter der Wirkung der gege- 
benen Kräfte und bezeichnet die beiden Theile H' und als Be- 
wegungs- und Kr^t- oder kinetische und potentielle Energie. Es gilt 
nach (82) dann die Gleichung: 

dE=0; (82") 

sie s^ aus, dass für einen, wie angenommen, bewegten Massenpunkt 
die Energie ihre Grösse unverändert beibehält. Hieraus folgt 
unter anderem, dass die lebendige EJaft denselben Werth wieder 
annimmt, wenn das gleiche von dem Potential gilt, z. B. jederzeit bei 
Wiedererreichung desselben Ortes. 
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Die Eiäfte, unter deren alleiniger Wirknng ein Massenpnnkt 
eine Bewegung annimmt, fflr welche diese Gleichung gilt, nennen wir 
conservative Kräfte; es sind dies also nach dem Früheren, so 
lange wir eine Abhängigkeit von dem zweiten und höheren Differential- 
quotienten der Coordinaten aussehliessen, nur diejenigen Kräfte, 
für welche ein Potential esiatiit, und diejenigen, welche 
normal zur Bewegungsrichtong wirken. 

Die letzteren haben geringere Bedeutung — von ihnen kommen 
fast nur die Einwirkungen fester Bahnen in Betracht; die ersteren 
aber sind von der allergrössten Wichtigkeit Wir wenden uns jetzt 
ihrer Betrachtung zu. 

Das Potential </> ist nach dem Früheren eine Function der Coor- 
dinaten allein, welche de&nirt ist durch die Beziehungen: 

T=-^-^, r=-^, z=~—- 

die dy ö« 

Die Grösse der resnltirenden Kraft bestimmt sich durch 

- = (ll)-+(lf)V(||)-. («3, 

wofür wir kurz setzen wollen = 0*(<P); ihre Richtung durch 

cM(i,:.)_-||^e(*), 

C08(i,!,)--|^^ »(<!)), (83-) 

Die Kraftcomponente S naoh einer beliebigen Richtung s ist 
g^ben durch 

S = Ke(i3(K,s) = Xgos{s,x) + rcos(s,j) + Zcos(a,x); 

bezeichnet man die Projectionett der auf der Richtung von s auf- 
getragenen unendlich kleinen Länge ds mit 4x, dy, ds, so ergiebt sich: 



ds da da 

und nach Einsetzen der Werthe von X, Y, Z: 

,83") 



Id4>dx ,3*dya£rfi.\ ö* 

[Bx da ■•" ey ds "^ dx. da) " ds ' 



wenn man imter diesem Symbol die Aenderung von beim Port- 
schreiten längs der Richtung s, bezc^en auf die Längeneinheit, versteht 
Man kann demnach das Potential auch definiren als die- 
jenige Function des Ortes, deren negativer Differential- 
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qaotient nach einer beliebigen Ricfatnog die Eraftoompo- 
nente nach dieser Richtung angiebt 

Da das Potential 1> nur die Coordinaten enthält, so stellt, nnter 
eine Constante verstanden, die Gleichung 

0= C 
eine Oberfläche dar, nämlich den Inbegriff aller Funkte, in denen dae 
Potential denselben Werth C annimmt; man nennt sie eine Potential- 
fläche. Da das Potential nnr dnrch die gegebenen Werthe seiner 
partiellen DifFerentialciaotienten definirt ist, so ist es auch nur bis auf 
eine additive Constante bestimmt, über die man ein fäi alle Male 
willkürlich verfügt denkt; ist dies geschehen, dann hat die Formel 
<li = C einen vollständig klaren Sinn. 

Lässt man C von — oo bis +00 alle möglichen Werthe 
annehmen, so wird man ein System von unendlich vielen Fotential- 
flächen erhalten, welche den ganzen Baam erfüllen, sodass, wenn 
eine eindeutige Function ist, durch jeden Funkt eine und nur eine 
hindurchgeht Dieses System von Flächen bietet Hülfsmittel, um das 
Gesetz der Eraftvertheilung anschaulich darzustellen. 

Zunächst giebt es die Richtung der wirkenden Kraft für jede 
Stelle an; denn construirt man an einer beliebigen Stelle x, y, % die 
N^ormale n auf der hindurchgehenden Potentialfläche von grösseren zu 
kleineren Potentialwerthen hin positiv gerechnet, so ist deren Richtung 
bestimmt durch: 

0M(»,«) _ - ||/e(<o), 
««»(»,») --|f/e(«>), 

vergleitfht man dies aber mit der Gleichung (83'), so erkennt man 
den Satz: 

An jeder Stelle fällt die resultirende Graft der Richtung 
nach zusammen mit der von grösseren zu kleineren Potential- 
werthen gerichteten Normale auf der hindurchgehenden 
Potentialfläche. 

Die senkrechten Trajectorien des Systems von Potentialflächen, 
welche hiernach an jeder Stelle durch die Richtung ihrer Tangente 
die Richtung der ebenda wirkenden Kraft angeben, heissen demgemäss 
Kraftlinien. Ihre Differentialgleichungen sind: 



dx : d. 
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Femer geben die Potentialfläclien auch die Grösse der Kraft; 
denn naeti dem eben Gefundenen können wir den Werth der resnlti- 
renden Kraft schreiben: 



die Normale n, wie gesagt, gerechnet; die Kraft iat also indirect pro- 
portional mit der Länge dn, um welche auf der Kichtung der Normalen 
fortzuschreiten ist, um eine gegebene unendlich kleine Aendemng des 
Potentiales zu erhalten. Oder, anders ausgesprochen: 

ConstTuiit man das ganze unendliche System der Poten- 
tialfläcben für Werthe der Constanten, die sich nm den- 
selben unendlich kleinen Betrag 3G unterscheiden, so giebt 
an jeder Stelle die Länge des Normalenelementes zwischen 
den beiden benachbarten Potentialflächen durch seinen 
reciproken Werth das Maaas für die Grösse der ebenda 
wirkenden Kraft 

Punkte, in welchen d<I>jdx, d<I>ldy, d<I>jdx verschwinden, 
sind Stellen grösster oder kleinster Potentialwerthe; in ihnen ver- 
schwinden nach der Definition des Potentiales zugleich die Ktaft- 
componenten, jene Punkte sind also Gleichgewichtslagen fär einen 
nur unter der Wirkung des Potentiales stehenden Massenpunkt. Be- 
denkt man, dass die tesultiiende Kraft immer von grösseren zu 
kleinereil Potentialwerthen gerichtet ist, und dass ein Gleichgewichts- 
zustand stabil oder labil ist, je nachdem der Massenpunkt bei einer 
unendlich kleinen YeiscMehung durch die entstehende Kraft zurück- 
oder hin weggeführt wird, so erkennt man die Gültigkeit des Satzes: 

Für einen nur unter der Wirkung eines Potentiales 
stehenden Massenpunkt sind die Orte stabilen oder labilen 
Gleichgewichtes durch die Punkte kleinster oder grösster 
Potentialwerthe gegeben. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass Arbeit, lebendige Kraft, 
Potential und Energie dieselben Dimensionen besitzen; es ist nämlich: 

§ 12. Bewegimg eines MoBsenpnnktes unter der Wirkung eine« 
nUie&dea AttraotionBoentmnu. 

Unter einer Centralkraft verstellt man im Allgemeinen eine Kraft, 
die von einem bestimmten Punkt, dem Attractionscentrum, ausgeht; 
sie wird meist hervorgebracht durch eine in demselben befindliche 
Masse, verschwindet nämlich, wenn man letztere beseitigt, und wechselt, 
wenn man sie verschiebt oder verändert. Specieller aber und ge- 
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wohnlicher versteht man damnter eine Kraft, die in der Richtung 
der Yerbindungslinie des Massenpunktes mit dem Attrac- 
tionscentram wirkt, und deren Grösse nur eine Function 
ihrer Entfernung ist Die Yerhältnisse der Bewegung eines 
Massenpunktes werden besonders einfach, wenn nur ein Attractions- 
centrom vorhanden ist und dasselbe seinen Ort nicht ändert — der 
Fall, auf welchen wir uns nach der Ueberschrift zunächst beschrän- 
ken — ; es lässt sich nachweisen, dass in diesem Falle stets ein 
Potential fflr die wirkende Kraft existirt, und das Problem erscheint 
daher als ein einfaches Beispiel zu den allgemeinen Entwickelungeu 
des vorigen Abschnittes. 

Liegt der Coordinatenanfang in dem ruhenden Attractionscentrum 
und befindet sich der Massenpunkt an der Stelle x, y, z, so ist die 
Entfernung r der beiden gegeben durch: 

Da die Kraft in der Sichtung von r liegen soll, so folgt: 

dabei ist dem K, das ursprünglich als absolute Grösse betrachtet wird, 
das positive oder negative Yorzeichen zu geben, wenn mau mit einer 
Formel die beiden Fälle umfossen will, dass die Wirkung in einer 
Anziehung oder einer Abstossung besteht. 
Wir bemerken nun, dass 

dr X dr _ y dr _ x 



X^^K^, Y=-K^, Z=-K^ 

.ox oy ax 

ist; K als Function von r allein läast sich auch schreiben: 



D. h. eine Kraft, welche überall nach einem festen Funkt 
hin gerichtet und nur eine Function der Entfernung r von 
demselben ist, besitzt stets ein Potential 4*; sein Werth ist 



= jKdr+ C. (84") 

DigilizedbvCoO^^IC 



94 Mechanik matorieller Punkt«. 

Nach dem im vor^en Pan^raphen Erörterten ist daher für 
Gentralkräfte der betrachteten Art eine integrable Comhination der 
Bewegung^leichnngen ganz allgemein angebbar, nämlich die Formel 
dE= d{W+ <i>) =^0, welche dnrch Integration liefert: 

i:=V+(/) = e.. (84'") 

Es ist nun eine sehr bemerkenswerthe Eigenschaft dieser Kräfte, 
dass auch die übrigen zur vollständ^en Lösung des Bewegungsproblems 
erforderlichen integrabela Combinationen fiir dieselben ganz allgemein 
au&ustellen sind. 

Die eine erbalten wir durch die Anwendung des Satzes, dass die 
Kraft stets in der Osculationsebene der Bahn liegt; denn ans ihm 
folgt ohne alle Rechnung durch die «nfeche Anschauung, dass der 
bewegte Massenpunkt stets in der Ebene bleiben muss, welche 
AttractioDsoentrum, Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit desMassen- 
punktes enthält. Man braucht, um dies einzusehen, nur von Zeit- 
element zu Zeitelement fortzuschreiten und zu bedenken, dass die Ebene 
durch zwei benachbarte Bahnelemente stets das Attractionscentrum 
enthalten muss. Die Gleichung der Bahnebene ist als ein zweites 
Integral unserer G-Ieicbungen anzusehen. 

Lassen wir die XF- Ebene mit der Ebene der Bahn zusammen- 
fallen, so ist jetzt nur noch eine integrable Comhination der Bewegni^- 
gleichungen aufzusuchen. Diese letzteren Unten: 

m^= -K — , m^= -K^, wo nun /*= ^ + y* ist; 



multiplicirt man sie resp. mit y und £ und subtrahirt, so erhält man: 




^^_ 



(85) 



und diese Formel hat die Gestalt 
eines DitTerentialquotienten nach der 
*"^ Zeit, denn sie ist identisch mit: 

Letztere Gleichung hat eine 
einfeche Bedeutung; x,yTJiBAx + dx. 
y + dy sind die Orte des Massen- 
punktes zur Zeit ( und t + dt; 
'■'^- ^^- {xdy-y dx)l2 ist die in der Figur 1 2 

schraffirte Fläche, die vom Badlusveotor nach dem Attractionscentrum 
in der Zeit dt bestrichen wird; durch dt dividirt, ist sie die Flächen- 
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geschwindigkeit, d. b. die Geschwindigkeit, mit welcher die von 
der Bahn, einem festen nnd dem mit dem Massenpunkt fortrückenden 
Radiusvector begrenzte Mäche mit der Zeit wächst Nennen wir diese 
Flächengeschwindigkeit Q, so ist die obige Gleichung: 

^ = ; sie giebt integrirt ß = e, (85") 

und sagt ans, dass bei den betrachteten Centralbewegnngen die Mäehen- 
beschleunigong gleich Noll, die Plächengesehwindigkeit also constant 
ist; man bezeichnet diese Gleichung als den Flächensatz. In anderer 
Fassui^ lässt er sich so geben: 

Bei Centralbewegnngen der vorausgesetzten Art be- 
streicht für einen und denselben bewegten Massenpunkt der 
Badiusvector nach dem Attractionscentrum in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen. 

Hieraus fliesst eine einfeche und anschauliche Folgerung. Ist ds 
in der Figur 12 der während dt znrüc^elegte Weg, / das Loth vom 
Attractionscentrum auf die Bichtnng von ds, so ist nach dem Satz 
l dajdt für alle Stellen derselben Bahn eine Constante. Da nun 
dsjdt = V, d. h. gleich der Geschwind^keit ist, so ergiebt sich 
der Satz: 

Bei Jeder Centralbewegung der betrachteten Art ist 
längs derselben Bahn die Geschwindigkeit indirect propor* 
tional der Länge des Lothes vom Attractionscentrum auf die 
Tangente der Bahncurve in der betrachteten Stelle. 

Wir sind also zu dem Resultat gekommen, dass für die Bewegung 
eines Punktes unter der Wirkung einer nach einem festen Gentmm 
gerichteten, nnr von der Entfernung abhängten Kraft die ersten 
Integrale durch die Gleichung der lebendigen Kraft oder der Energie 
und den Flächensatz gegeben sind nnd lauten: 

Um zu den zweiten Integralen fortzuschreiten, führen wir Polar- 
coordinaten r und tp mit dem Attractionscentrum als Fol, gemäss 
Figur 12, ein and haben dann: 
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in der letaten Gleichung ist die wülkürliche Constante C gleich Null 
gesetzt, da sie sich nach (84") doch nur mit der Integrationsoonstante c, 
Terbindetv 

Setzen wir dies ein, so erhalten wir für die beiden ersten Inte- 
grale die Form: 

Mach der letzteren Gleichung lässt sich dt durch r und df aus- 
drücken und dieser Werth in die erste einsetzen; man erhält dadurch; 



(^+^(£)V^^- 



Diese Formel zeigt, dass stets, wenn drjdip, d. h. die Bahn eines 
Massenpunktes in Bezug auf das Attractionscentrum gegeben ist, das 
Potential der Centralkraft <l> = fKdr und daraus auch die Central- 
traft K=d0jdr berechnet werden kann. Es ist hemerkenswerth, 
dass hierzu eine Kenntniss der GesehwlndigfeeitsTerhältnisse, welche 
sonst zur Bestimmung der Kraft nöthig ist, nicht erfordert wird. 

Aufgelöst nach dg> giebt die letzte Gleichung: 

±dr , 
r^^^== — d^. 



Das Vorzeichen bestimmt sich durch den Än&ugszustand und 
wechselt, wenn die Wurzelgrösse durch Null hindurchgeht Die erhaltene 
Formel ist von der Zeit frei, giebt also die Gleichung der Bahn und 
ist stets, sei es in geschlossener Form, sei es durch eine Beihe, integrabel, 
wenn die Kraft K gegeben ist 

Den Ort in der Bahn bestimmt eine Gleichung, die aus der vor- 
stehenden folgt, wenn man darin dfp durch dt ausdruckt; laut der 
Beziehung r'dtp = 2c,dt erhält mant 



±dr 



z = 2c,rfi. 



-fKdr 



Auch diese Formel ist in direct integrabler Fonn erhalten, das 
Bewegungsproblem also allgemein vollständig gelöst bis auf die Aus- 
rechnung, welche die Kenntniss des Gesetzes der Kraft K verlangt 

Wir wollen dieselbe durchführen für eine anziehende Kraft K, 
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welctie indiiect proportional wirkt mit dem Quadrat der Entfemmig. 
Aus dem Werthe . 

folgt unter Vernachlässigung der additlTen Constanten das Potential 

= +jKdr = + kf^ = - T' 
und die ersten Integralgleiehnngen lauten: 

""^tV T = ''" -ÜT^"- f^'> 

Wir bestimmen die Constanten, indem wir zur Zeit i = den 
Radiusrector gleich r„ die Anfangsgeschwindigkeit gleich V, and ihre 
Richtung normal zu r, annehmen; es ist dann (dr/d(),_„ = und 
V„ = r„to„ falls o>o die anfängliche Winkelgeachwind^keit {dcpldt),^^ 
bezeichnet Wir haben demgemäss: 



und folls wir dies einsetzen in (86 

±dr 



i/IJ^^HSR)"" '"'' 



Setzt man 1/r = p, 1/r, = p,, so giebt dies auch: 



j/(p--e)(f 



+ P.- 



Die Formel zeigt, dass d<pjdp ausser für p = p, auch noch ver- 
schwindet für „, ^ 

P = — ^ — 4*0 = Pi . 

und p ünmer zwischen p„ und p, liegen mnss. 
Wir können demgemäss schreiben: 





yi^T' 


-t)(t- 


15 "^ 


nnd 


erhalten hieraus leicht; 








( 


_i^ 


-\ 




arccos - 








2 


. 


also 


.-^' 




r^cos(<:±y}, 



, Elcm. Uwhuilk. 
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Ist für y = e = po , 80 wird c = und wir haben nach Wieder- 
einföhren tod r: 



(87") 






Die Bahncurve ist also ein Kegelschnitt bezogen auf 
einen Breanpnnlt als Fol, denn ihre Gleichnng stimmt mit der 
hierfftr gültigen 

übeiein, in welcher p der Parameter = 2r„r,/(r,+ r„), e die nimi- 
merische Excentrieität = (r,~r,)j{r, + r,) ist IMe Halbaxen a nnd b 
parallel und normal zur Richtnng qo = haben , da p = b^j-a, 

e-= sfa = yia'—b^ja ist, die Grössen: 



Die Bahn ist für den Fall der Anziehung, d. h. für A; > 0, eine 
Hyperbel, wenn oo > e > + 1 is^ eine Parabel, wenn e = ± 1, eine 
Ellipse, wenn +l>e>— l,ein Kreis, wenn e = 0, abermals eine 
Hyperbel, wenn — 1 > c > — oo. Setzt man den Werth von r, in e 
ein nnd bildet: 



so erkennt man, dass dasselbe sich durch die Grösse der Centralkraft 
kjr' und der Ceutrifugalkraft mr^a>* für den Zeitpunkt ( = be- 
stimmt. Die Halbaten dräoken sich in denselben Grössen so aus; 

k_ 

{88') 



Die Bahn ist ein Kreis, wenn beide gleich sind, eine Parabel, wenn 
die Gentrifngalkraft das Doppelte der Attraction ist, eine Hyperbel oder 
Ellipse, wenn sie mehr oder wen^r als das Doppelte beträgt Für 
den Fall der Äbstossung, d. h. für A < 0, erhält man stets Hyperbeln. 
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Den Ort in dei Bahn können wir bei der Einfaohlieit des ge- 
fondenen Besnltates leicht bestimmeD, ohne aof die Gleiohnng (86") 
zurüctnigehen. 



bestimmt sich sogleich: 



P'd9 



■„'(»„ dt ,- 



(89) 



(1 + ecoB»)' ' 

Die ßechnong wird besonders einlach, wenn man statt des 
Winkels </> (der~ wahren AnomaUe) nach der F^nr 13 den Winkel n 
(die excentrische Anomalie), statte 
(der nnmeriachen) e (die lineare 
Excentricität) einfährt. 

Es ist nach der Segel- 



zugleich auch p = b'ja, e=eja, 
rcosyi =!oC08m — «; darausfolgt 
aber: 

r = — « cosM, 
also aach 




1 + e coB^ 

Dies giebt difTeientürt: '^'^' 

peäamdr , 

77- ^ = t sinw du ; 

nach der Figur ist aber r sm<p = b sinu, also wird: 






»»)■ 



rbdu 



und daher unsere Gleichung (89) zu 

bduifl — s cosm) = r'iOadt. 
Die Integration ergieht: 

b (au — e aiüu) = r^to^t + C, 
Während eines ganzen Umganges wächst w um 2ot, die Umlauts- 
zeit findet sich daher: 

7--^', (89-) 

oder, da nach (88') b' = amtü,'r*lk ist, auch:] 



r-2iil, 



(89") 

7* 
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Für denselben Massenpunkt Terhalten sich demnach 
bei Terschiedenen AnfangszuBtänden die Quadrate der Um- 
laufszeiten wie die Guben der grossen Axen. Dasselbe gilt 
bei Terschiedenen Massenpunkten, wenn die Attraction, die 
von dem Coordinatenanfang ausgehend angenommen ist, 
ihren Massen proportional wirkt, also k den Factor m 
enthält 

Wir wenden uns jetzt wieder zu einer allgemeinen Untersuchung 
und stellen uns die Aufgabe, zu entscheiden, welche von allen 
Attractionsges«tzen, deren Potential durch eine rationale 
Function der Entfernung gegeben ist, unter allen Umstän- 
den Bewegungen in geschlossenen Bahnen verursachen, d. h. 
welche bei beliebigem Anfangszustand den Massenponkt stets nach 
einer endlichen Anzahl von Umläufen um das Attractionscentmm in 
die frühere Bahn znruckleiten. Nach dieser Fassung der Aufgabe 
erscheint eine Hyperbel, obgleich in's Unendliche verlaufend, als 
geschlossene Ctuve, die Epicycloide, obgleich ganz im Endlichen liegend, 
als im Al^meinen nicht geschlossen. Besitzt die Bahncurve mehrere 
Zweige, so verlangt unsere Aufgabe, dass jeder von ihnen geschlossen sei 
Die Differentialgleichung der Bahncurve haben wir in der Form auf- 



mhf" 



und bringen sie, indem wir den Wertli des Potentiales wieder mit <t> 
bezeichnen und die Constante 2mo,' in e abkürzen, in die einfachere 
Gestalt: 

>(£)'- !('■•(<■. -«-)-«')• (90) 

(f> ist hierin eine rationale Function des Badiusvectors r allein. 
Auf der linken Seite steht das Quadrat der Tangente des Winkels 
zwischen dem Linienelement ds und dem Element des Kreisbogens 
vom Badius r oder der Cotai^ente des Winkels x zwischen da und dr. 
Dieser Winkel ist nach der Formel (90) aosschliessUch von r abhängig 
und hei einer nnd derselben Bahn kann niemals in derselben Ent- 
fernung vom Attractionscentmm der Winkel der Bahn mit dem Badins 
verschieden sein. 

Hieraus folgt auch, dass der vom Massenpnnkt durchlaufene 
Zweig der Bahn für alle Attractionsgesetze, welche im Endlichen 
nirgends verschwinden, nur ein Maximum (r,) und ein Minimum (r„) 
des Badins besitzen kann; denn gäbe es noch ein drittes [r,), so müsste, 
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um dieses zu erreichen, eine der Entfernungen r„ oder r, unter einem 
andern Winkel als / = jr/2 paesiit werden, oder es müsste in der- 
selben ein Wendepunkt liegen. Ersteres ist mit der obigen Gleichung 
nicht Terh%liob, letzteres widerspricht dem Gesetz für die Normal- 
oomponente der wirkenden Kraft (29^: 

e 

welche för unendlichen Krümmungsradius versohwindet. 

Es ist daher längs des durchlaufenen Zweiges der Bahn nur ein 
Maximum und ein Minimum für r möglich, die allerdings bei einem 
Umlauf öfter erreicht werden können. Da die Sichtung der Bahn 
gegen die des RadiusTector nur von der Länge des Letzteren abhängt, 
so folgt daraus, dass die ganze Bahn aus der Aneinanderreihung con- 
gmenter, zwischen dem grössten und dem kleinsten Badiusrector ver- 
laufender Stücke besteht; ist die Bahn geschlossen, so muss nach 
einer endlichen Anzahl von dergleichen ein schon früher durchlaufenes 
sich wieder anschliessen, d. h, es muss der Winkel rp zwischen der 
Bichtni^ des gröBsten und kleinsten Radiusvectors ein rationaler 
Bruchtheil von n sein. 

Die Längen des grössten und kleinsten Radiusvectors r„ und r, 
sind nach dem Ob^n reelle Wurzeln der Gleichung; 

7'{c,-0)-C = O. (90'} 

Hierbei liegen zwei Möglichkeiten vor, insofern die Wurzeln + r„ 
und -H r, oder ± r„ und ± r, sein können; im ersteren Falle genügt 
— r„, — r, der Gleichung nicht und hieraus ist zu schliessen, dass 
die Bahncurve keinen Mittelpunkt besitzt, oder wenigstens das 
Attractionseentrum denselben nicht einnimmt Genügt hingegen 
± »*o, ± '■i, 80 hat die Curve ihren Mittelpunkt im Attraction.s- 
centmm. 

Nehmen wir zunächst den letzten Fall vor , so kann man 
Gleichung (90) schreiben: 

J_ /rfr y_ r'(c, - <P) __ j ^ (r^-n-)(r,'-f)f ^ .g^,,, 

WO P nun eine rationale Function von r ist, die für r„^r^r. nicht 
verschwinden kann und ihrer Dimension nach eine reine Zahl sein 
muss. Hieraus folgt: 

— . = +aq>, 

r j/P(r'-r.")(r,'-r'j 
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Integrirt nuin dies zwiaohen ?-„ and r„ so erhält man rechts den 
Winkel ^, der zwischen der Kichtang des kleinsten und gröesten 
Badinsvectors liegt. Dieser Winkel kann nicht von r, ond r, abhängig 
sein, wenn die Bahn eine geschlossene ist; denn er mässte sich dann 
bei stetiger Aenderung der r, und r, selbst stetig ändern und könnte 
sonach nicht immer ein rationaler Theil von n sein. 

Die nothwendige Bedingung ffir die Existenz stets geschlossener 
Bahnen ifit also, dass: 

= ± y 



unabhängig von r, und r, ist Wir schaffen diese Grössen aus den 
Integrationsgrenzen fort, indem wir setzen: 



Hierdurch wird unser Integral: 



Damit dieser Werth von r, und r, frei sei, ist die nothwendige 
und hinreichende Bedingung, dass die rationale Function P von r, 
und r, frei ist 

Die Bedingung hierfür ist, dass dPjdr, und dP/dr, verschwindet 
für jeden WerÖi von r oder p. Nun kann F schon von Anfang an 
diese Grössen enthalten, ausserdem sind sie durch die Substitution 
hineingekommen; demgemäas muas gelten: 






„ ör ör, ' Ä- T^ Ä, fl, — " ■ 

Kun bemerke man, dass 



so erkennt man, dass für eine rationale Function P die obigen Be- 
dingungen für beliebige Werthe r unmöglich zu erfüllen sind, da das 
erste Glied in Bezug auf r von einem andern Grade (nämlich min- 
destens um zwei niedriger) wird, als das zweite; es muss also P in 
Bezug auf r constant und da aus dPjdr = auch dPjdr„ und 
öP/ör,= fo^, auch von allem Anfang frei von r. nnd r, sein. 
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In der Tliat folgt letzteres auch direct aas (90), denn ist P oonstant, 
so mnss es Memach gleich Eins sein; zugleich findet sich das 
Potential als vom zweiten Grade in Bezog anf r. 

Wir erhalten sonach das erste Eesnltat: 

Geschlossene Bahncnrven mit einem Mittelpunkt im 
Attractionscentrum giebt stets unter allen Potentialen, 
welche daroh rationale Functionen von r dargestellt sind, 
nnr dasjenige von der Form 0= ±er', welchem eine Kraft 
entspricht, die proportional mit der Entfernung wirkt; der 
Winkel zwischen dem grössten und dem kleinsten Badius- 
vector der Bahn ist gegeben durch: 

Wir wenden uns nun zu dem andern Falle, dass die Gleichung (90") 
nur die beiden Wurzeln + ♦•„ und + r, besitzt, und schreiben dem- 
gemäss die Formel (90): 



fydvi 



wo abermals P eine rationale Function von r ist, die far r^^r^r^ 
weder NuU noch unendlich wird und ihrer Dimension nach eine reine 
Z^ ist. 

Es folgt: 



ryP(r-r„)(r.-n) 



= ±9 



als der Winke) zwischen dem grössten und kleinsten Badinsvector, 
welcher von r„ und r, unabhängig sein soll 

Setzt man hierin, um r„ und r, aus den Grenzen fortzusobafi'en, 

2r,r, ^ , ^tr^rSr^- r,)dQ 

V = ■ ' ' — . also dr — '-ii-t — '■' V , 

(n + »-,) + ? (n - r,) {(r, + r.) + p (r, - r.)) 

80 resultirt: 






ei 

Damit tp von r, und r, unabhäng^ sei, muss datiselbe von P 
gelten und es ist daher hier dieselbe Betrachtung wie im vor^en 
Falle anzustellen, die auch auf dasselbe Besultat fahrt: P muss con- 
stant gleich Eins sein; folgt daraus vom minus ersten Grade. 
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So ergiebt sich der zweite Satz: 

Geschlossene BahncurTen, die nicht den geometrischen 
Mittelpunkt im Attraetionscentrum haben, gieht stets unter 
allen Potentialen, welche durch rationale Functionen yon r 
dargestellt sind, nur dasjenige von der Form 0= ±cjr, 
welchem eine Kraft entspricht, die indirect proportional mit 
dem Quadrat der Entfernung wirkt; der Winkel zwischen 
dem grössten und kleinsten Hadinsvector der Bahn ist gege- 
ben durch: 



''=/w^="- 



§ 13. Die allgemeine Oravitatioa imd ihr Zasammenhang mit der 
Schwerkraft. 

Kepler hat aus den Beo üachtungen für die Bewegung der 
Planeten um die Sonne die folgenden drei nach ihm benannten Ge- 
setze abgeleitet: 

1. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren 
einem Brennpunkt die Sonne steht. 

2, Die von den Radien veetoren nach der Sonne be- 
strichenen Flächen verhalten sich bei jedem einzelneu 
Planeten wie die dazu aufgewandten Zeiten. 

3) Die Quadrate der TJmlaufszeiten yerschiedner Pla- 
neten Terhalten sich wie die Guben der grossen Äsen ihrer 
Bahnellipsen. 

Vergleichen wir mit diesen empirischen Gesetzen die im vorigen 
Abschnitt erhaltenen theoretischen Resultate und identificiren wir dabei 
„Sonne" mit „Attraetionscentrum", so erkennen wir Folgendes: 

Das zweite Kepler'sche Gesetz drückt eine allgemeine Eigen- 
schaft aller Bewegungen aus, welche unter der Wirkung von Central- 
kräften stattQnden, die in der Richtung der Verbindungelinie wirken 
und deren Grösse nUr eine Function der Entfernung ist (Vergl. 
p. 95). 

Das erste Kepler'sche Gesetz wird unter derselben Voraus- 
setztmg von der Bewegung erfüllt, wenn die Kraft anziehend indirect 
proportional mit dem Quadrat der Entfernung wirkt (ve^l. p. 98). 

Das dritte Kepler'sche Gesetz ist gültig, wenn die Kraft über- 
dies die angezogene Masse als Factor enthält. (Vei^l. p. 100.) 

Es erscheint hiemach als sehr plausibel, dass die Ursache der 



DigilizedbvGoO^^IC 



§ 13. Die allgemeine Gravitation und itir Zusammenhang etc. 105 

Planetenbewegung eine von der Sonne ausgehende Ättraction ist, welche 
direct proportional mit der angezogenen Masse und indireot proportional 
mit dem Quadrat der Entfernung wirkt. Indess ist dieser Schlnas 
kein zwingender, und die grosse Wichtigkeit der Frage lässt einen 
strengen Beweis erwünscht erscheinen. Ein solcher wird ermöglicht 
durch die merkwürdige Eigenschaft der Keppler'sehen Gesetze, die 
Kraft, welche die Planetenbewegung erhält, so vollständig zu characteri- 
siren, dass man ans ihnen die mathematische Form derselben mit 
voller Strenge ableiten kann. Setzt man nämlich voraus, dass man 
die Planeten und die Sonne als materielle Punkte betrachten oder 
aber ihre gesammten Massen in ihren resp. Mittelpunkten verein^ 
denken darf — Annahmen, über welche in einem spätem Abschnitte 
zu reden sein wird — ferner, dass man die Sonne als stillstehend 
ansehen kann — was im nächsten Abschnitt erörtert werden wird, so 
folgt aus dem zweiten Eepler'schen Gesetz, dass' die Planeten während 
ihrer Bewegung eine Kraft erfahren, die immer nach der Sonne hin 
gerichtet ist, aus dem ersten, dass sie anziehend wirkt und indirect 
proportional mit dem Quadrate der Entfernung abnimmt, aus dem 
dritten, dass sie den Massen der Planeten proportional ist 

Den Ausdruck für das zweite Kepler'sche Gesetz haben wir schon 
in Gleichung (85) erkannt, welche lautete: 



■^dF "di' 



= 0, 



Vorausgesetzt, dass die XY- zur Bahnebene gewählt ist und die 
Badienveotoren nach den Gooidinatenanfang gezogen sind, in dem wir 
uns, gemäss dem Eepler'sohen Gesetz, die Sonne denken müssen. 

Vei^leicht man hiermit die für eine ebene Bewegung geltenden 
allgemeinen Differentialgleichungen 



„■^'y. 



r, 



so erkennt man, dass für Kräfte, welche das obige Ges 
die Beziehung gelten muss: 

X:Y=x:^; 

diese sagt aus: die Richtung der Kraft liegt überall in dem 
Radiusvector nach dem Coordinatenanfang, d. h. nach der 
Sonne. 

Man wird daher die Sonne als Sitz oder Ursache der Kraft, 
d. h. als Ättraotionseentrum, betrachten dürfen. 
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Demgemäss drückt sich nnn aus: 



und haben wir: 



»^="ff^ 



„^- 



Ein negativer Werth Ton K entaprioht hierbei der Abstoesung, 
ein positiver der Anziehung. 

Nach (86'") gilt femer die Gleichung der lebenden Kraft in 
der Form: 

2 dt 2 dt\ [dtj "^ [dtj } "dt' 

während gleichzeitig der Ausdruck des zweiten Kepler'schen Gesetzes 
in Pohircoordinaten ist: 

Durch Combination beider Gleichnngen fo^: 



2ri[-?--^[dtj)- ~^dT' 



oder wenn man die DifTerentiation ausführt und beiderseitig mit mdrjdt 
dividirt: 

-^ + S--|- CD 

Bis hierher ist nichts als der zweite Eepler'sche Satz benutzt 
worden. Nach dem ersten ist die Bahngleichung von der Form: 



oder, falls man rco3y> = a; setzt, d. h. die X-Äxe mit der grossen 
Axe der Ellipse zusammenfallend denkt^ von der anderen: 



I folgt also: 



nnd durch Einsetzen dieses Werthes in (91): 



f"' 
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Dies Resultat ze^, dass die Kraft für einen und denselben 
Planeten — denn nur für diesen ist «», c, und p constant — mit 
der Entfernung von der Sonne an Grösse wechselt, nämlich 
dem Quadrat derselben indirect proportional und stets 
positiv, also eine Anziehung ist. 

Das dritte Keplei'sche Gesetz anzuwenden, folgern wir aus der 
Constanz der Flächengesofawindigkeit (ß == e,), dass die ganze umlaufene 
Fläche F mit der Umlautszeit T in dem Zusammenhang steht: 



Nun ist aber F=%ab, lüso 

nah , 
e, = --^- > ferner 



K= + *^m. (91") 

Dies ^It für einen Planeten, für einen andern hingegen, indem 
die für ihn abweichenden Grössen durch den unteren Index aus- 



Es soll aber nach dem dritten Kepler'schen Gesetz für zwei 
Planeten die Beziehung a'jT = a'jT,' beatmen, dtffaas folgt, dass gilt: 

d. h. dass die auf verschiedene Planeten ausgeübten Kräfte 
bei gleichen Entfernungen ihren Massen proportional sind. 
Wir können sonach für einen beliebigen Planeten mit aller 
Strenge den Werth der Kraft achreiben: 

wo f ein für alle Planeten gemeinschaftlicher Factor ist 

Bis hierher ist nichts anderes als die drei Kepler'schen Gesetze 
angewandt; die weiteren Folgerungen benutzen noch andere HülfsmitteL 
Die Proportionalität der auf die Phineten ausgeübten Kraft mit deren 
Masse erklären wir uns durch die Annahme, dass die Wirkung direct 
auf die einzelnen Massenelement« stattfindet, gleiche Massen in gleichen 
Entfernungen gleiche Wirkungen erfahren und das, was wir beobachten, 
die Summe aller Einzelwirkungen ist Diese Annahme fährt zu wei- 
teren Folgerungen. 

Es gilt nämhch für Centralkräfte der im nächsten Abschnitt zu 
beweisende Satz, dass mit derselben Stärke, mit der ein Massenpunkt 



DigilizedbvGoO^^lC 



108 Mechanik uatemller Punkte. 

■m, einen zweiten m, anzieht, auch der erstere yon letzterem angezogen 
wird, K ist hiemach auch die Kraft, mit welcher die Sonne von jenem 
Planeten angezogen wird. Da nun die Kraft auf die einzelnen Masseu- 
elemente ausgeübt gedacht wird und daher mit der angez(%enen Masse 
proportional sein soll, so muss f den Factor M, d. i. die Masse der 
Sonne, enthalten und sich schreiben lassen: 

A-=+/-^, (91") 

also die im Sonnensj'stem wirkende Kraft dem Product aus angezogener 
und anziehender Masse proportional sein. 

Die so gefundene Formel mit demselben Werth der Con- 
stanten f übertragen wir nun nicht nur auf die Wirkung 
zwischen zwei Planeten, sondern auch auf die zwischen ver- 
schiedenen Fixsternen, endlich auch auf die zwischen zwei 
beliebigen Massen, indem wir alle Materie als in dieser Ein- 
sieht von gleicher Art annehmen. Dashierin enthaltene Ättractions- 
gesetz föhrt den Namen des Newton'schen Gravitationsgesetzes. 
Diese Uebertragungen sind aber hypothetisch und bedürfen streng ge- 
nommen des Nachweises durch die Beobachtung, der aber nur bis zu einem 
gewissen Grade zu erbringen ist. Die Schwierigkeit liegt darin, dass die 
gegenseitige Attraetion von Körpern, deren Grösse sie dem Experiment 
zu^glich macht, eine so kleine ist, dass unsere Beobachtungamittel 
zu ihrem Nachweis und ihrer Messung nur nothdürftig ausreichen. 

Die eigentliche classiscbe Prüfung der Richtigkeit unserer Hypo- 
these, dass die Gravitation eine gemeinsame Eigenschaft aller Massen, 
der ganzen Weltkörper, ebenso wie der kleinsten Bruchstücke ist, liefert 
die Vei^leichung derjenigen Kraft, welche die Erde auf beliebige 
Körper an ihrer Oberfläche ausübt und welche wir als Schwerkraft 
bezeichnen, mit derjenigen, welcher der Mond unterliegt und die seine 
Bahn um die Erde bestimmt 

In einem späteren Abschnitt wird bewiesen werden, dass die 
Attraetion einer in concentrischen Schichten homogenen Kugel — ab 
welche wir die Erde angenähert betrachten können — auf ausserhalb, 
gleichviel wie nahe der Oberfläche liegende Massenpunkte dieselbe ist, 
als wenn die ganze Erdmasse im Centrum vereinigt wäre. Nehmen wir 
diesen Satz voraus, so können wir die Wirkung, welche die Erde auf 
einen beliebigen Körper an ihrer Oberfläche — der jedenfalls gegenüber 
dem Erdradius als materieller Punkt anzusehen ist — ausübt, ebenso 
nach dem Newton'schen Gesetz ausdrücken , wie die auf den Mond 
stattfindende, und untersuchen, ob beide auf denselben WertJi des 
Factors f führen. 
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Sei r, m Entfernung und Masse deg Eötpers an der Erdober- 
fläche, r„ m, das Entsprechende für den Moad, Jf die Masse, R der 
Eadias der Erde, dann iet: 

die Beschleunigungen erhalten wir daraus durch Division mit den an- 
gezogenen Massen, nämlich, da wir r mit Ä vertauschen können: 



Soll also die eine wie die andere Kraft auf dieselbe Constante f 
führen, so muss gelten: 

B:B. ^r.'-.R'. 

NuD ist aber die Beschleonigung B in Folge der AnziehuDg der 
Erde an der Erdoberfläche identisch mit der früher durch den Buch- 
staben ff„ bezeichneten Grösse, nämlich dem durch FaJlversuche be- 
stimmten Werthe, der be&eit ist von der Wirkung der Centrifugalkraft, 
zugleich nahezu der Werth, wie er an den Polen direct beobachtet 
werden würde — eine uns bekannte Constante, in (cm, seo.) gegeben, 
im Mittel etwa gleich 982. B„ die Beschleunigung des Mondes, be- 
rechnet sich, wenn man die Mondbahn als kreisförmig und ent- 
sprechend die Mondgeschwindigkeit als constant ansieht, sehr einfach 
nach dem zweiten Satz auf p. 23 gleich dem Werthe der Centrifagal- 
beschleunigong: 



Setzt man dies in die ob^ Qleiohong ein, so erhält man: 
— *"'*•.' 

als die Bedingung dafia, dass der fallende £örper an der Erdoberääche 
und der Mond in seiner Bahn unter der Wirkung derselben Kraft 
stehen. 

Fär die Berechnung der rechten Seite benutzen wir, dass Ejr, 
die in der Astronomie direct beobachtete sogenannte Horizontalparall- 
aie des Mondes ist, nämlich 'der Winke), den die beiden Kadien- 
vectoren vom Beobachter und vom Erdcentrum miteinander bilden, 
wenn der Mond för den Beobachter im Horizont steht; ihr Werth ist 
P= 57' 20" = 0,01667; wir fügen hinzu den mittleren Werth des 
Erdradins mit 6370 km, die Uml&ufszeit des Mondes mit 27,32 Tagen. 
Mit diesen Werthen berechnet findet sich die rechte Seite gleich 
975 cm, ein Werth, der dem beobachteten 982 so nahe liegt, dass 
man die Bestätigung als eine vollkommene ansehen kann. 
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Die Gültigkeit des Newton'sehen Gesetzes für die zwischen den 
Tersehiedenen Weltkörpern ausgeübten Wirkungen ist durch die 
modernen Mittel der experimentellen Ästionomie in allen Anwendungen 
auf das YoUkommenate bestätig worden. Als einer der glänzendsten 
Beweise hierfür gilt mit Recht die Entdeckung des Neptun, des von 
der Sonne entferntesten Planeten, den wir gegenwärtig kennen. 

Unregelmässigkeiten im Gang des bisher als äusserster der Pla- 
neten bekannten Uranus, welche in den ersten Decennien dieses Jahr- 
hunderts beobachtet worden waren, Hessen sich durch Störungen seitens 
der der Sonne näheren Planeten nicht erklären und verschiedene 
Astronomen fassten die 'Ansicht^ dass ihre Ursache die Anziehung eines 
noch weiter von der Sonne entfernten bisher unbekannten Planeten 
sein möchte; so zuerst (1838) Bessel, der seinen Schüler Flemming 
mit der theoretischen Bearbeitung der Frage beauftrt^te; indessen 
starb jener über den Vorarbeiten. Um 1843 und 1845 beschäftigten 
sich Adams in Cambridge und Leverrier in Paris mit der Aufgabe und 
beide gelangten hinsichtlich des Ort«s und der Bahn des unbekannten 
Planeten zu nahe gleichen Besultateu. Ton Leverrier aufgefordert, 
untersuchte im September 1846 Galle in Berlin die Umgegend des 
durch die Theorie vorhergesagten augenblicklichen Ortes des Planeten 
und fand jenen in der That kaum um einen Grad von der durch 
Leverrier berechneten Stelle entfernt. 



§14. Zwei freie Hasaenpnnkte unter der Virkong gegenneiti^r 

Anziehung oder AbatOMung. Kaasenmittelpnnkt. Sto» zweier 

Hsssenpnnkte. 

Wir beginnen mit der Definition des Massenmittelpunktes. 

Der geometrische Mittelpunkt des Abstandes zweier Punkte mit 
den Coordinaten x„ y„ %, nnd x^, y„ x, hat bekanntlich Coordinaten 
I, ij, ^, die gegeben sind durch 

t - i"'-'-^- ,, _ y. + y- ;- _ *. + ^ . 

S — 3 ' '' 2 ^ 2 

Diese Formeln erweiternd, können wir für beliebig viele (») Punkt« 
als Mittelpunkt denjenigen bezeichnen, dessen Coordinaten sind: 



Hierbei sind alle Funkte als vollkommen gleichartig behandelt; 
ist ahei der eine als durch Zusammenrücken von m,, der andere 
von m, u. 8. f. gleichen Punkten entstanden, wie z. B. wenn der eine 
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die Maaae m, , der uidere die Masse m, besitzt, so werden die gleicheo 
Coordinaten in diesen Formeln mit den Factoren m„m,... anfbreten, 
und die obige Definition wird werden zu 

m^w,+ m,x,+ -■- +■ m,Xi f 



{ = 

oder, kürzer gesdirieben, zu 

Den so definirten Punkt nennen wir den Mittelpunkt des 
Massensystems m,, m,... m,, oder kurz seinen Massenmittelpnnkt 
Derselbe ist keineswegs selbst ein Massenpunkt, sondern nichts als ein 
geometrischer Ort, aber seine Einführung ist geeignet, menche der 
weiter abzuleitenden Beeultate anschaulich auszusprechen. 

Hier bemerken wir vorbereitend nur dieses. Gehören die Massen- 
punkte einem bewegten System an, so wird auch der Massenmittel- 
punkt nicht ruhen; wir erhalten seine Geschwindigkeit- und Be- 
schleunigungsoomponenten durch die aus den vorstehenden durch 
Differentiation folgenden Formeln: 

Nunmehr wenden wir uns dem in der Ueberschrift genannten 
Problem zu, dessen Wichtigkeit durch die Ueberlegui^ erhellt, dass 
wir ein absolut festes Attractionscentrum in der Natur nirgends haben, 
beispielsweise alle im Sonnensystem nach dem Newton'schen Gesetz 
wirkenden Massen in Bewegung sind, und es eine willkärliche nur 
eben zur Yereinfochung der Bechnung eingeführte Fiction war, wenn 
wir oben die Sonne als ein ruhendes Attractionscentrum behandelt 
haben. Wie wir sehen werden, sind die dadurch früher geftmdenen 
(Kepler'schen) Gesetze der Planetenbewegung nur eine erste, aller- 
dings sehr bedeutende Annäherung an die Wirklichkeit; die neuen 
Betrachtungen liefern uns eine zweit« Annäherung und damit ein 
TJrtheil über die Grenzen der Gültigkeit jener ersten. Eine dritte 
Annäherung würde sich durch Berücksichtigung der gegenseitigen An- 
ziehung der Planeten ergeben. 

Ziehen zwei Massenpunkte m, und m, sich gegenseitig parallel 
ihrer Verbindungslinie an oder stossen sie sich ebenso ab, so gilt der 
Satz, dass die auf beide ausübten Kräfte gleich und ent^gei^setzt 
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gerichtet sein müssen. Derselbe beweist sich, indem man die beiden 
freien Massenpunkte durch eine starre Linie verbunden denkt nnd das 
hierdurch erhaltene starre System betrachtet. Wenn dann die Kraft, 
welche m, von m, erfährt, von deijenigen verschieden wäre, welche 
m, von «i, erleidet, so würden sich diese auf das starre System wir- 
tenden Kräfte, wie im nächsten Theil ausfährlicher erörtert werden 
wird, zu einer parallel der Verbindungslinie wirkenden endlichen Re- 
sultirenden zusammensetzen, welche das starre System in einer gleich- 
förmig beschleunigten Bewegung forttreiben müsste. I>a aber nach dem 
an die Spitze dieser ganzen Entwickelong gestellten Trägheitsprincip 
eine Masse ihren Bew^ung^ustand nicht ohne äussere Ursache ver- 
ändert, so können die auf m, und m, wirkenden Kräfte keine endliche 
Kesultirende haben, sondern müssen entgegengesetzt gleich sein. Man 
nennt diesen Satz das Princip der (xleichheit von Wirkung 
(actio) und Gegenwirkung (reactio). 

Eine der vorstehenden analoge Betrachtnng ergiebt, dass zwei 
Massenpunkte nicht Kräfte auf einander ausüben können, deren Bich- 
tung eine andere als die der Verbindungslinie ist, falls nicht noch 
ausserdem drehende Wirkungen von dem einen direct auf den anderen 
stattfinden. Denn sonst würde das wie vorst«hend he^estellte System 
von selbst in immer beschleunigte Kotation gerathen. Hiervon werden 
wir später noch einmal zu sprechen haben. 

Die beiden Massenpunkte m, und m, mögen die Coordinat«n 
^,,y,, «1 nnd x„y„x, haben, dann ist die Länge r„ ihrer Verbindungs- 
linie, die wir weiter als eine stets positive Grösse betrachten, gegeben durch; 
r.." = [<c.~ x,y + (y. - f/,)* + (^. - ^.)*- . 

Die Cosinus ihrer Bichtnngswlnkel gegen die Goordlnatenaien sind: 



positiv oder negativ gerechnet, jenaehdem man r„ die Kiebtung von 
m, nach m, oder timgekehrt beilegt 

Da die Kräfte in der Richtung der Verbindungslinie liegen und 
entgegengesetzt gleich sind, so werden sich die Bewegnngsgleichungen 
folgendermassen schreiben: 

d'x^ , „X,— x^ ifx, J.X,— X, 

nii -j^ = + Ä ■ ~ ■■ ) r», -j^ = — K — 

Ein positiver Werth von K entspricht darin einer Anziehung, ein 
negativer einer Abstossnng. 
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Es handelt sich daram, die integrabeln Combinationen aas diesen 
Gleichungen zu bilden. 

Addirt man die je zwei in einer Zeile stehenden Formeln, ao er- 
hält man: 

Nach (92') sagen diese Gleichungen aus, dass die Bewegung 
des Massenmittelpunktes ohne Beschleunigung, d. h. mit 
constanter Geschwindigkeit in gerader Linie stattfindet 
Dieses Resultat tr^ den Namen des Satzes von der Erhaltung 
der Bewegung des Massenmittelpunktes. Durch Integration 
folgt aus {93'): 

I (m, + »»,) = m,x, + m,x, = «t + a' , 

V K + m>) = ■"*.». + »».». ^ßi + ß', (93") 

Z [m, 4- m,) = m,x, + 'm,%, = yt + y. 

Hierin stellen «, ß, y die Anfangsgeschwind^keiten des Massen- 
mittelpunktes dar; dieselben sind gleich Null, wenn für die Anfangs- 
geschwindigkeiten a„ h„ c, und o,, b„ c, der beiden Massenpunkte die 

Gleichungen gelten: 

/tt,a, = — JWjO,, )«,6, = — wtt^ii "'■ißi = — »*,c,. 

Aus ihnen folgt, dass, um den Massenmittelpunkt dauernd ruhen zu 
lassen, die Anfangsgeschwindigkeiten der Massen m, und m, von ent- 
gegengesetzter Sichtung und den bezüglichen Massen umgekehrt pro- 
portional sein müssen. 

Einen zweiten allgemeinen Integralsatz erhalten wir, wenn wir die 
zweiten Gleichungen (93) resp. mit — *,, — 1„ die ersten mit +y„ +y, 
multipliciren und alle vier addiren. £s resultirt so: 



• df *• df I * "'(>'• äf 



«■-d^-'-'-d^ +"■«.^-^■,1» =0- W 



Die beiden in m, und m, multiplioirten Ausdrucke sind gemäss dem 
zu Gleichung (85') Gesagten das Doppelte der „Flächenbeschleu- 
nignngen" ftr die Projection der Bewegmig auf die r2-Ebene. Be- 
zeichnet man die bezüglichen Flächeageschwindigkeiten mit ii," und ii,', 
so erhält man: 

Voigt, E 
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also nach ausgeführter Integratioa: 

m,ii,' + m,ii,' = A, 
analog aucb: 

m. n." + w*. ß.* = B, (94') 

und 

m.Si.'+ni.Ü: = C. 

Die drei Integrationsconstanten A, B, C bestimmen sich durch den 



Diese drei Gleichungen, welche aussagen, dass für unser System 
die Summen der Producte aus der Masse and der auf die Coordinaten- 
ebenen projicirten Flächengeschwindigkeit constante Werthe haben, 
sprechen den Satz von der Erhaltung der Flächengeschwin- 
digkeit für zwei freie Massenpnnkte aus. Setzt man die 
Gleichung (93') für die Bewegung des Massenmittelpunktes voraus, so 
sind die Gleichungen (94') nicht von einander unabhängig. Geht man 
nämlich auf ihre erste Tonn 

zurück und multiplicirt diese Gleiobungen mit den aus (93') folgenden 
Beziehungen : 

nnd addirt die Resultate, so erhält man auf beiden Seiten identisch Null. 

Diesen beiden allgemeinen Sätzen ordnet sich ein dritter zu, den 

man erhält, wenn man die sechs Formeln (93) mit den Factoren 

{dx,ld()dt = dx„{dy,ldf)dl = dy„\i.a.t zusammenfasse Man erhält so: 

— — [(x, - X,) d(x,- X,) + {y,— y.) d {y,~ y,) + (2, — »,) d {x, — z,)]. 

Da /■„' = (x, — X,)' + (y, — y,)' + (1, — *,)' ist, so ist die vollständige 
Aenderung dr,„ welche r„ in Folge der Bewegung von im, und im, 
während dt erleidet, groben durch: 

n,rfr„= {x,— x,)d{x^~x,) + {y,— y^d{y,— y^ + {x, — x^d(x: — x,), 

und wir können die obige Gleichung auch schreiben: 

d(m.'^ + m.^=-Kdr.,. (95') 

Kierin ist, wie die linke, so auch die rechte Seite ein vollständiges 
DifferentJal; bezeichnen wir dasselbe mit — rf0, so ist </* als das 
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Potential der Weehselwirbmg zwischen m, und m, zu bezeichnen und 
es gelten die Beziehungen: 

— X = — — Y -= — — Z = — 

-X = — -r-— - z.= — ^^^' 

d. h. die auf beide Massenpunkte ausgeübten Kräfte sind durch die 
negativen partiellen Differentialquotienten des Potentiales nach den 
resp. Coordinaten gegeben. 

Führt man für die lebendigen Kräfte die frühere Bezeichnung 
W„ W, ein nnd setzt die gesammte lebendige Kraft des Systems 

y^. + y, = W, 

so nimmt unsere Gleichung die Form an: 
dW= -dd», 
oder unter Einführung der Energie E als Summe von lebendiger Kraft 
und Potential: 

dE^d(W+fl>) = 0, {95'"} 

d. h. E= Const. 

Diese Gleichung, velohe eine allgemeinere Form der in § 12 ab- 
geleiteten Formel (84") darstellt, nennt man den Satz von der Er- 
haltung der Energie für zwei freie Massenpunkte. Bezüglich 
ihrer Bedeutung kann anf das zu Gleichung (82) Gesagte verwiesen 
werden. 

Die im Yorstehenden entwickelten drei allgemeinen Sätze reprä- 
sentiren die sechs Combinationen der Bewegungsgleiohungen, welche 
die erste Integration gestatten. Yon ihnen wäre also auszugehen, um 
das Problem der Bewegung beider Punkte methodisch zu lösen. 

Wir wollen indess einen andern Weg einschlagen, der das vor- 
liegende Problem auf da^enige der Bewegung eines Massenpunktes 
unter der Wirkung eines festen Attractionscentmms zurückführt, 

Dividiren wir das erste Tripel Gleichungen (93) durch m,, das 
zweite durch m, und sabtrahiren von den je in einer Beihe stehenden 
die erste von der zweiten, dann folgt: 



d'(x,~x,) 
dt' 

dt' 



^_j^m^+jn,j_^-y.^ (96) 
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Diese Gleichungen haben eine eingehe Bedeutung; da {x,— x,), 
{y>~y^)i (^— *i) die relativen Coordinat-en des Massenpunktes m, in 
Bezi^ auf wi, sind, so stellen die Gleichungen die relative Bewegung 
von m, gegen m, dar, d. h. das Gesetz, welches ausdrüctt, wie sich m, ■ 
für einen mit m, bewegten Beobachter zu verhalten scheint 

Vergleichen wir diese Tormeln mit (84) in § 12, so erkennen wir: 
die relative Bewegung von in, gegen m, findet ebenso statt, 
als wenn m, ruhte und die auf m, wirkende Kraft im Ter- 
hältniss {m, + m,)jm, vergröesert wäre. 

Vertauscht man auf beiden Seiten dieser Gleichungen das Vor- 
zeichen, so erhält man den analogen Satz für die Bewegung von m, 
relativ zu m,. ,^ 

Diese scheinbare Vergrösserung der wirkenden Kraft spricht sich 
besonders einfach aus, wenn, wie bei dem Newton'schen Gesetz, die 
Kraft K mit den sich anziehenden Massen proportional ist, z. B.: 
K ^ m;m,F{r„). 

Dann findet die Bewegung von m, relativ zu m, so statt, als wenn 
in letzterem Punkte die Masse «i, + m, concentrirt wäre; im Uehrigen 
gelt«n alle für ein ruhendes Attractionscentrum gefundenen K^ultate. 

Für die TJmlaufezeit können wir hiemach zum Beispiel im Falle 
der Newton'schen Gravitation den Werth sogleich hinschreiben. Ist 
wieder: , , 

so gilt nach (89"): _^_^ 

Ist m, etwa die Masse der Sonne und sind »!,, m,', m," die 
Massen der angezogenen Planeten, so erkennt man, dass für die 
relativen Umlaufszeiten der letzteren gegen die Sonne die B^ehnngen 

stattfinden: 

■ m, + m, ■ m. + m,' ' m, + w," ■ ' ^ ' 

eine Formel, die nur insoweit in Kepler's drittes Geseta übergeht, 
als die Planetenmassen neben der Sonnenmasse zu vernachlässigen sind. 
Ist sonach das Problem der relativen Bewegungen auf froher 
schon Erledigtes zurückgeführt, so ist dadurch für die absolute 
doch noch nichts gewonnen; um deren Gesetze zu übersehen, führen 
wir ein neues Coordinatensystem ein, dessen Äsen den absolut festen 
parallel sind und dessen Anfangspunkt sich mit dem Massenmittelpunkt 
lies Systems, also gleichförmig in gerader Linie, fortbewegt Es ist dann 
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wobei I, ij, f die oben benutzte Bedeutung haben; daraus folgt: 

* »I, + »7I5 " m, •(- m, 

und demgemäss werden auch die Radienvectoren vom Massenmittel- 
•^ujokt nach den Massenpunkten m, und m. 

Fährt man diese Weithe in das System (96) ein, so ergiebt sich: 

XL s. f., worin die zu X gefügte Klammer bezeichnet, dass in dieser 
Function r„ resp. durch 

'"' - -"'' p, oder *"' "^ ^ -' p, 
ersetzt ist 

Vei^leicht man die so erhaltenen Formeln mit den für ein 
ruhendes Attractionscentnim erhaltenen (84), so erkennt man, dass die 
Bewegung relativ zum Massenmittelpunkt ebenso stattfindet, 
als wenn sich in demselben ein ruhendes Ättractions- 
centrum befände, welches nach demselben Gesetz wirkt, wie 
der in Wahrheit die Wirkung ausübende Massenpunkt, mit 
dem einzigen Unterschied, dass in diesem Gesetz die Ent- 
fernung p, resp. p, mit einem cnnstanten Factor multiplicirt 
auftritt 

Für die analytische Behandlung kommt natürlich dieser Factor 
gar nicht in Betracht und man kann daher, bis auf die nöthige 
Veränderung der Constanten, alle für ruhende Centra erhaltenen 
Gesetze hier anwenden. Damit ist aber die absolute Bew^ung beider 
Massenpunkte vollständig and anschaulich bestimmt, denn man hat 
nur das ganze in Bezug auf den Massenmittelpunkt bewegte System 
gleichförmig in gerader Linie zu verschieben, nm die allgemeinste 
absolute Bewegung zu erhalten. 

Findet beispielsweise die Ättraction nach dem Newton'schen Gesetz 
statt, so ist: 

^ ' r,,' \ m, '^•j (im, + ffi,)' (,,' 

die Bewegung in Bezug auf den Massenmittelpunkt ist also dieselbe, 
als ob derselbe ruhte und die anziehende Masse m'l{m, + m,)', resp. 
in'j{m^ + wi,)', enthielte. 
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In diesem Sinne weichen auch die Resultate Ton den Kepler'schen 
Gesetzen der Planetenbewegung ab. 

Beide Massenpunkte bewegen sich also relativ zum Massenmittel- 
punkt in Kegelschnitten, in deren Brennpunkt jener 8t«ht. Da 
ihre Verbindungslinie immer dureh den Coordinatenanfang |, ij, f 
hindurchgeht und von diesem im Terhältniss («, : ^, — m, : m, getheilt 
wird, so ergiebt sich, dass relativ zum Massenmittelpunkt beide 
Bahnen in einer Ebene liegen, die entsprechenden Axen in dieselbe 
EJchtung fallen und ihrer Grösse nach den bezüglichen Massen indirect 
proportional sind. 

Die TJmlaufedauem sind für elliptische Bahnen resp. 



= 2« 



]/^^' ^-2y --<7W ; (97-) 

sie sind gleich, da a,m, = a,m, ist 

Auf die Wirkung von Centralkräften zwischen Massenpnnkten 
lässt sich auch jene besondere Art der bedingten Bewegung zurück- 
führen, auf welche schon oben p. 55 hingewiesen worden ist, nämlich 
der Fajl, dass das Gesetz der Entfernung des bewegten Punktes von 
einem andern gegeben ist, der seinerseits sich in bestimmter Weise be- 
wegt, z, B. ruht, oder aber seinerseits ebenfeUs frei ist 

Bei allen derartigen Aufgaben ist die Wirkung der Verbindung 
beider Massenpunkte zurückzuführen auf Keactionskräfte, welche die- 
selbe auf beide Punkte ausübt und deren Richtung in die Verbindungs- 
linie fallt, deren Grösse aber nicht direet gegeben ist, sondern sich 
durch die neue Bedingung, welche zu den sechs Bewegungsgleichungen 
hinzutritt, bestimmt 

Ein einfaches Beispiel hierfür ist die Bewegung zweier Massen- 
punktfl, die dureh eine starre gewichtslose Linie verbunden sind, z. B. 
zweier Bleikugeln, die an einem sehr leichten Stab befestigt sind. Für 
die Behandlung ist von den Gleichungen (97) auszugehen und in 
denselben K als Unbekannte anzusehen, die zu bestimmen die Be- 
dingung 

r„ = Const. 

zu den Bew^:ungsgleiehungen hinzutritt 

Das Resultat ist nach dem Vorstehenden sogleich zu übersehen. 

Der Massenmittelpunkt des Systems bewegt sich gleichförmig in 
gerader Linie; für die Bewegung relativ zu demselben gilt derPlächen- 
satz und da die Entfernung beider Massenpunkte unveränderlich ist, 
so müssen sie mit constanter Geschwindigkeit Kreisbahnen in derselben 
Ebene durch den Massenmittelpunkt besehreiben. Die Aufstellung 
ausführlicher Formeln ist nicht nöthig. 



DigilizedbvGoO^^IC 



§ 14. Zwei freie MasBenpnnkt« unter der Wirkung etc. 119 

Auf Ceatralkräfte lässt sich ferner der Vorgang zarüokführen, den 
man kurz als den Zusammenstoss zweier Massenpankte be- 
zeichnet Wir betrachten dazu zwei Massenpunkte, die eine gegenseitige 
Einwirkung nur dann äussern, wenn sie einander unendlich nahe kommen. 
Dieselben werden sich, solange ihre Entfernung eine endliche ist, mit 
Constanten Geschwindigkeiten in geraden Linien bewegen und eine 
hiervon abweichende Bewegung nur solange einschlagen, als ihre Ent^ 
femung unendlich klein ist, oder, wie man kurz sagt, während ihres 



Man kann dann, ohne eine andere Annahme zu benutaen als die, 
dass während der Periode des Stosses eine Centralkraft der oben be- 
sprochenen Art wirksam ist, den Zusammenhang bestimmen, in welchem 
die Bewegung nach dem Stoss mit derjenigen vor demselben steht 

Seien nämlich m, und m, die Massen der beiden Punkte, «,", v°, 
w°, V° und M,°, r,°, w,', V," die Componenten und Resultanten ihrer 
Geachwind^keiten vor dem Stoss, «,, v,, mi,, V, und «,, v„ w„ V, die- 
jenigen nach demselben, W,° und V',", f, und V, die resp. lebendigen 
Kräfte, so gilt nach (93') der Satz von der Erhaltung der Bewegung 
des Schwerpunktes, der sich ausdruckt in den drei Gleichungen: 

j»,«, + m,v, = m^v," + m,v,°, (98) 



femer nach (94'") die Gleichung der Energie: 

'p. + ^.+ (i>^w,'+ w,° + a>°, 

in welcher 0° und die Potentiale der Wechselwirkung vor und 
nach dem Stosse sind. 

Da der Stoss beginnt, wenn die Wechselwirkung eben anfängt 
einen von Null verschiedenen Werth zu erhalten und endet, wenn sie 
verschwindet, so muss </» = </>" sein und daher gelten: 

iIf,-i.q/,^W,'+W,', (98') 

oder ausführlich nach MuItipUcation mit 2: 

»». K + v: + «-,•) + m, («.■ + V + w,') 
= m,{Hf+ v:'+ wf) + m.(uf+ <'+ «/). (98") 

Diese Formeln beziehen sich auf ein ganz beliebiges Coordinaten- 
system; sie lassen sich vereinfachen, wenn man dasselbe so legt, dass 
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ist, d. h. dass V° und F, die gleichen Componenten nach der I'^-Ebene 
gehen. Man erkennt auB (98), dass unter dieser Annahme auch 



ist, also V,° und V, sich gegen die FZ-Ebene ebenso verhalten. 
Ferner gilt: 

m, {v,' + M-,') + m, [v.' + O = m, {v,'' + w,') + m, (v.'' + i*/) 

und es folgt durch Subtraetion dieser Gleichung von (98"): 

oder 

mM'-uf) = m,{uf-ur). (98'") 

Dividirt man dies durch die aus (98) fo^nde Beziehung 

SO folgt: 

und ans diesen beiden letzten Gleichungen berechnet sich: 

_ 2m,n.° + w,°(Wi — m ,) 



zusammen Grösse nnd Richtung der resultirenden Geschwindigkeiten 
vollständig bestinuQt 

Unbekannt ist nur noch die lUchtnng der eingeführten X-Coor- 
dinatenaxe, welche dadurch definirt war, dass V, und Y° einerseits, F, 
und V° andererseits nach der zu ihr normalen r2-Ebene gleiche Com- 
ponenten besitzen sollten. Diese zu bestimmen ist eine speciellere An- 
nahme über den Vorgang des Stosses erforderlich, als bisher angewandt 
war. Denken wir uns z. B. die beiden Massenpunkte als sehr kleine 
starre Kugeln, die nur während der Berührung auf einander wirken, 
so ergiebt es sich aus den Symmetrieverhältnissen, dass die Verbin- 
dungslinie ihrer Mittelpunkte im Moment der Berührung jene X-Axe, 
ihre gemeinsame Tangentenebene jene rz- Ebene sein muss. In diesem 
Falle des schiefen Stosses unendlich kleiner Kugeln, ist die Aufgabe 
also völlig durchgeführt Aehnlich wird bei zwei beliebig gestalteten 
Massenpunkten, die sich nur bis auf eine gewisse kleinste Entfernung 
einander nahem können, ohne sich zu berühren, ihre Verbindungslinie 
in jener kleinsten Entfernung die X- Richtung sein müssen. 
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Die lesultirenden Gesammtgeschwindigkeiten folgen aas (99): 

TT. _ p-^ , 4to,(m,°- w,°)(wi.V+ WtiM.') 
' ' (™, + m,)' ' 

(99') 

•^' '^- ^ (-«. + «.,)• 

I'ÜT den geraden centralen Stose sind alle v und w gleich Null 
and u = F zu setzen und es gilt dann: 

* OT, + ffl, 

Dies sind die Gesetze des Stosses fOr zwei Massenpunkte; dass 
es keineswegs erlaubt ist, sie für endliche Massen anzuwenden, wird 
sieh spater zeigen. 

§ 15. Bewegung von Pttnktiystemen; Satz über den MaMenmittel- 
pnnkt, Fläohensatz, Oleiohung der Energie. 

Seien gegeben n Massenpnnkte mit den Massen m„ mt...m„ und 
den Coordinaten x„ y„ %„ . . . x„, y,, x,. Zwischen ihnen mögen 
Centralkräfte wirken, welche in den bezüglichen Verbindungslinien 
hegen und Functionen allein von deren Längen sind. So erfahre der 
Massenpunkt m.» von einem andern mj die Kraft K^, wi» von m^ die 
Kraft Kn = K^,, deren Componenten gegeben sind durch 

fM _ '■-* (100) 

hierin ist K^, eine Function nur der Entfernung r^,, die negativ ist 
für den Fall der Abstossung, positiv für den der Anziehung; nt = r^^ 
wird stets positiv gerechnet 

Ausser diesen Wechselwirkungen, die wir innere Kräfte des 
Systems nennen, aeien noch von ausserhalb des Systems liegenden 
Ursachen Kräfte hervorgebracht; die Summen ihrer auf den Punkt m^ 
ausgeübten Componenten seien X^, Y^, Z^. 

Sann lauten för diesen einen beliebigen Massenpunkt die Be- 
wegungsgleiehungen : 
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die Summen sind über alle auf m^ wirkende Massenpnnkte auszudelmen. 
Analoge Gleichungen gelten für jeden andern Punkt; die Anzahl aller 
ist gleich 3n, vie auch die Anzahl der nnhekannten Coordinaten. 

Sind die Massenpunkte nicht frei beweglich, sondern an Bedin- 
gungen gebunden, so treten noch die Eräft« in den Gleichungen au^ 
welche in Folge jener als wirksam anzunehmen sind, 

Die Anzahl der allgemein angebbaren integraheln Combinationen 
aus diesen 3« Gleichungen ist, für den Fall die äussern Kräfte fehlen 
oder bestimmte einfache Eigenschaften besitzen, dieselbe, die in dem 
Tor^en speciellen Problem gebildet war und demnach weitaus nicht 
genügend zur vollständigen Lösung des Bewegunggproblemes, das in 
der That schon bei drei Massenpnnkten bisher nicht streng durchführ- 
bar ist. Bei Wirkung äusserer Kräfte liegen die Verhältnisse meist 
noch ungünstiger. 

Alles, was die Analysis bis jetzt verm^, ist die Aufetellung einiger 
höchst allgemeiner Sätze, die in gewissen einfachen Fällen Hülfs- 
mittel der strengen Lösung sind. 

I. Snmmirt man sämmtliche auf dieselbe Coordinatenaxe bezüg- 
liche Gleichungen, so erhält man in Bücksieht auf (92') und (100): 

S-'^-Ss^-SK, (101) 

Diese Gleichungen enthalten den Satz: 

Der Massenmittelpunkt eines unter der "Wirkung Ton 
äussern und innern Kräften stehenden Massensjstemes be- 
wegt sich ebenso, als wären in ihm sämmtliche Massen des 
Systemes zu einem Massenpunkt vereinigt und griffen sämmt- 
liche äussere Kräfte in ihm an. 

Da bei seiner Ableitung nur das Prinzip der Gleichheit von Action 
und Reaction benutzt ist, gilt dieser erste Satz allgemein für jede 
Art von innem Kräften. 

Steht das System nur unter der Wirkung innerer Kräfte, so be- 
wegt sieh der Massenmittelpunkt gleichförmig in gerader Linie. Diesen 
Satz nennt man den Satz von der Erhaltung der Bewegung 
des Schwerpunktes. Ein solches System ist das Weltsystem, der 
angegebene Satz gilt daher auch für dieses. 

Wirken keine äussern Kräfte, oder aber sind dieselben vom Ort 
unabhängig und den Massen proportional, wie die Schwerkraft, so er- 
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hält man, indem man die Gleichungen (101) mit msj^lm^ multiplicirt 
und Ton (lOff) abzieht nnd a;*— 1= |s, y^— 1^ = 1;», s*— £=£1 setzt, 
für die Bewegung relativ ziun Massenmittelpunkt die Formelnt 

In diesem Falle findet die Bewegung ebenso statt, als ruhte der Massen- 
mittelpunkt und wirkten ausschliesslich die innem Kräfte des Systems. 

2. Multiplicirt man die dritte Gleichung des Systems (100') mit y^, 
zieht davon die zweite mit x^ multiplicirt ab und bildet hiervon die 
Summe für alle Massenpunkte, so erhält man in Bücksicht auf (100): 

und analog auch: 



(102) 



Die Summen links beziehen sich auf alle Massen des Systems, 
eine jede ist multiplicirt mit dem Doppelten ihrer auf eine Coordinaten- 
ebene bezogenen Mächenbesehleunigung ; die Summen rechts sind zu 
nehmen über gewisse Aggregate der äusseren Kraftcomponentcn ^*,Fi,^ 
und der Coordinaten x^, y^, *^ ihrer Angriffspunkte, die man, aus 
später zu erörternden Gründen, ihre Drehungsmomente nm die 
Coordinatenaxen nennt und mit L^, M^, JV» bezeichnet Demgemäsa 
schreiben sich die obigen Gleichungen: 



SS'».^!" = 2J«., (102^ 



Sie sprechen den folgenden Satz aus: 

Für ein äussern und innern Kräften ausgesetztes Punkt- 
system ist die doppelte Summe der Massen des Systems multi- 
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plicirt mit ihren betreffenden Flächenbeschleunigungen 
für eine jede Coordinatenebene gleich der Summe der 
Drehungsmomente, welche die äussern Kräfte um die Axe 
normal zu jener Ebene ausüben. 

Dieser Satz setzt nur Toraus, daas die innem Kräfte dem Gesetz 
der Gleichheit von Action und Reaction folgen nnd parallel den resp, 
Verbindungslinien wirken. 

Fehlen die äussern Kräfte, so folgt aus den Gleichungen (102') 
durch Integration nach der Zeit: 

2"t. n:=A, -^m, n: = B, 2"** ß"' = c-- (103) 

Für ein sich selbst fiberlassenes Punktsystem haben 
die Summen über die Producte aus Massen und Flächen- 
geschwindigkeiten für jede 
Coordinatenebene einen von 
der Zeit unabhängigen Werth. 
Dies ist die allgemeine Form 
des Flächensatzes. 

Für die A^p:egate ^m^ ß/u. s. t 
ist ein eigener Name nicht üblich, 
ob er gleich für kurzen Ausdruck 
gewisser Sätze sehr erwünscht wäre. 
Da das Product mV bei manchen 
Autoren den Namen „Moment der 
Bewegung" trägt, so wollen wir 
mST „das Moment der Flächengeschwindigkeit um die ^-Aie" 
oder noch kürzer „das Flächenmoment um die X-Axe oder in 
Bezug auf die rz-Ebene" nennen und diesen Namen auch auf 
ein Punktsystem anwenden. Unser letzter Satz würde unter Anwen- 
dung dieser Bezeichnung kurz lauten: 

Für ein sich selbst überlassenes System sind die 
Flächenmomente um die Coordinatenaxen constant. 

Bedenkt man, dass die gesammte Flächengeschwindigkeit ß» 
von m^ die unendlich kleine Fläche df ist, welche der Radiusvector 
nach dem Coordinatenanfang in der Zeit dt bestreicht, dividirt durch 
dt, ii^', Sii, ß»' aber die entsprechenden Verhältnisse sind für die 
Projectionen df^, df„ df. von df auf die Coordinatenebenen, dass femer 
nach Figur 14 df^= df.C08{n,x], df, = df.CQ%[n,y), df, = df.ws{n,x) 
ist, falls mit n die Richtung der Normalen auf df bezeichnet wird, 




flj'= fl^cosKfic), ß/= ß4C0s(nt,.'/), ß*'= i3s cos («*,«) ist. 
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Demgemäss kann man die Gleichimgen (103) auch schreiben: 

2«*» ß),C08(w^, x)=A, '^m^ ßft C03[n^,y) = B, 

Auf eine beliebige Ebene, deren Nonnale die Kiohtung d' hat, 
projicirt man hiernach die gesammten Flächengeschwindigkeiten, wenn 
man vorstehende Gleichungen mit den Faetoren 6os{d',x), co8(rf',j), 
eo6(d',*) zusammenfasst; den Werth der linken Seite bezeichne man 
mit D', dann giebt sich: 

D'='^m^SisCos(n^,d)=Acos(ä',x)+B cos{d',y)+ C cos(d',x). (103") 

Dieses E«sultat lässt eich noch anders ausdrücken. 

Tragen wir A, B, C auf den Goordinatenaxen als Längen auf und 
bilden wir aus ihnen eine Resultante nach der Regel des Parallelo- 
grammes, dann hat dieselbe die Länge D, gegeben durch: 

D' = A' + B^ + C, 
und schliesst Winkel {d,x), {d,y), (d,z} mit den Goordinatenaxen ein, 
gegeben durch: 

cm{d,x) = AjD, wa{d,y)^BjD, eos{d,!i) = CjD. 

Wie A,B, C, so ist auch D und sind die Winkel {d,x), {d,y), {d,x) 
von der Zeit unabhängig. 

Benutzt man diese Formeln, um A, B, G in {103") durch 2> aus- 
zudrücken, so erhält man: 

7>' = i>cos(rf,d'); (103'") 

diese Gleichung zeigt, dass D' seinen absolut grössten Werth D erhält, 
wenn d' in die Richtung von d föllt oder ihr entgegengesetzt ist, 
dagegen den Werth Null annimmt, wenn d' normal zu d steht 
Wir können demnach folgenden Satz aussprechen: 
Für jedes nur unter der Wirkung innerer Kräfte stehende 
Punktsystem lässt sich eine Ebene von mit der Zeit unver- 
änderlicher Lage angeben (invariable Ebene von Laplace), in 
Bezug auf welche das Flächenmoment des Systemes, d. h. die 
Summe der Producte aus Flächengeschwindigkeit und Masse 
aller Punkte, seinen grössten Werth besitzt. Trägt man 
nämlich die Repräsentanten der Flächenmomente um die 
Goordinatenaxen auf letzteren als Strecken auf und setzt sie 
zu einer R&sultirenden zusammen, so giebt dieselbe nach 
Grösse den Repräsentanten jenes Maximalwerthes, nach Rich- 
tung die Normale auf der invariabeln Ebene. 
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Wirken entweder teine äussern Kräfte oder sind dieselben unab- 
hängig vom Ort und mit der Masse proportional, so gilt der Satz von 
der Erhaltung der Flächen auch für ein mit dem Massenmittelpunkt 
bew^tes Coordinatensystem, wie dies aus den Formeln (101') hervorgeht. 

Wirken äussere Kraft«, die für alle Massenpunkte nach einer 
festen oder beweglichen Ase hingerichtet sind, so gilt der Flächensatz 
nur noch für diese eine Axe, wirken Kräfte, die nach einem festen 
oder beweglichen Centrum hingerichtet sind, so gilt er für jede durch 
diesen Funkt gehende Äxe. Denn Kräfte der angegebenen Art geben 
keinen Antheil zu dem Drehungsmoment um dergleichen Axen, treten 
also in den Formeln (102) gar nicht auf. 

3. Multiplicirt man die drei Gleichungen (98') resp. mit 

-jj-dl-dx,, -^dl-dy,, -ji-dl = dx, 
und siunmirt sie für alle MassenpanMe, so erhält man: 



S™'^' - '^'^{Xudii+r„dy,+ Z„d^} 
+ 2 (X äi. + r. dy, + Z.d>^). 



(104) 



Hier steht unter der einfachen Summe rechts und Hnks nach (77) 
und (78") resp. die Ton den äussern Kräften während dl an »i» 
geleistete Arbeit d^,, und der bezügliche Zuwachs der lebendigen 
Kraft d V),. Für die Doppelsnmme erhält man bei Anwendung des 
p. 113 und 114 eingeschli^enen Weges auf alle Combinationen zweier 
Massen m* und »»» den Werth — ^K^tdr^^; bei Einführung des 
Potentiales 0,t ihrer Wechselwirkung gelangt man demnach schliess- 
lich zu 

Hierin ist 2Ws = W die Summe aller lebendigen Kräfte oder die 
gesammte lebendige Kraft des Systems; 20^^=0 ist die 
Summe der Potentiale aller einzelnen Wechselwirkungen oder das 
Potential des Massensystemes auf sieh selbst; SdA^— d^ 
ist die Summe aller yon äussern Kräften während dt ge- 
leisteten Arbeiten. 

Demnach kann man unter Einfährung der Energie f = y -f- <p 
auch schreiben 

dE - d{^f+ 0) = dA, (104") 

d. h. der Zuwachs der Energie eines unter innern Central- 
und beliebigen äussern Kräften stehenden Massensystemes 
während dt ist gleich der an demselben in der gleichen Zeit 
von den äussern Kräften geleisteten Arbeit. 
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Diese Formel, welche eine ausseroidentliche Erweiterung der in 
§ 11 abgeleiteten Gleichung der lebendigen Kraft (77') für einen ein- 
zelnen Massenpunkt bildet, heisst kurz die Gleichung der Energie 
für ein Punktsystem. Das AVesentliche ihres Inhaltes ist, daas für 
ein System, welches der gemachten Annahme entspricht, dass seine 
innem Kräfte ein Potential besitzen, der Betrag von Arbeit, der er- 
forderlich iat, um das System aus einem für jeden Punkt ganz beliebig 
gegebenen Anfangszustand in einen eben so beliebigen Endzustand 
überzuführen, nur von diesen beiden Zuständen (d. h, dem Ort 
und der Geschwindigkeit jedes Punktes) abhängt, aber nicht von den 
Zwischenzuständen, die bei dem Uebei^ang zu passiren sind, und dass 
diese Arbeit sich ■ vollständig durch die Differenz der beiden Werthe 
einer Function der Orte und Geschwindigkeiten der Massenpunkte für 
den gegebenen Anfangs- und Endzustand bestimmt. 

Wird also das System im Laufe der Veränderungen in einen schon 
früher dagewesenen Zustand zurückgeführt, ao ist seine Energie die 
gleiche, der ganze Aufwand von Arbeit zwischen diesen beiden 
gleichen Zuständen ist gleich NuU, oder es ist ein ebenso grosser 
positiver, als negativer Betrag aufgewandt, ebenso viel zugeführt, wie 
entnommen. 

In dem speciellen Fall, dass äussere Kräfte nicht wirken, giebt 
unsere Gleichung (104') ein Integral: 

E = Const, 
d. h. für ein sich selbst überlassenes System ist die Energie 
constant, hebt sich also fortwährend die Aenderui^ von lebendiger 
Kraft und Potential anf. Diese Gleichung heisst der Satz von der 
Erhaltung der Energie, 

Die Sätze über die Energie sind an die Bedingung geknüpft, dass 
die innem Kräfte des Systems ein Potential haben. Da man dies 
früher für einen speciellen Fall der in der Natur vorkommenden Mög- 
lichkeiten ansah, so hielt man es für selbstverständlich, dass die Sätze 
von der Energie sich in der Natur nicht allenthalben bewähren, und 
hob die Fälle hervor, in welchen sie gelten oder nicht gelten. 

Lassen wir zum Beispiel einen Stein — d. h. ein System von Massen- 
punkten — aus der Kühe unter der Wirkung der Schwere hioah bis 
auf eine weiche Unterlage fallen, welche die erlangte Geschwindigkeit 
aufhebt und betrachten wir den Anfangs- und Endzustand, so findet 
in beiden anscheinend Ruhe statt, also ist die lebendige Kraft Null; 
in beiden haben die Theile des Steines die gleiche Anordnung, also 
dasselbe Potential der Wechselwirkung: die Enei^en sind also in 
beiden gleich, ihre Differenz gleich Null. Hb^egen ist die Arbeit, 
welche die Schwere bei dem Uebergang geleistet hat, gleich mgh, 
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wenn mg das Gewicht, h die Pallhöhe des Steines ist. Die Gleichung 
der Energie scheint demnach hier nicht zu gelten; ähnlich in zahl- 
losen audem Fällen. 

Indessen ist man in neuerer Zeit {seit Mitte des Jahrhuuders) all- 
mählich zu der Anschauung gekommen, dass dieser Widerspruch nur 
die Folge einer unvollständigen Betrachtungsweise ist, dass derselbe 
aber verschwindet, wenn man wirklich alle lebendigen Kräfte, alle 
Fotentialänderungen , alle von aussen stattfindenden Einwirkungen 
berücksichtigt. Man ist dazu gekommen, das Wesen der Wärme in 
einer Bewegung der kleinsten Theilchen der Körper zu sehen, deren 
lebendige Kraft ein Maass der Temperatur ist, und so deren Entstehen 
auf mechanischem Wege durch eine Verwandlung sichtbarer, äusserer 
Bewegung in innere oder Molecularhewegung zu erklären. Man hat 
sich dann weiter davon überzeugt^ dass die geringen Volumenänderungea 
der Körper, welche eine Erwärmung begleiten, zu sehr bedeutenden 
Veränderungen des Potentiales eines Körpers auf sich selbst Veran- 
lassung geben. Man hat schliesslich die Vorstellung gefasst, dass die 
lebendige Kraft der Wärmebewegung ganz directe Vei^rösserung oder 
Verminderung ohne mechanische Leistung erfahren kann vermittelst 
der Wärmeleitung durch die Oberfläche. 

Unter Rücksieht auf diese früher unbeachtet gelassenen Einflüsse 
hat sich dann die Gleichung der Energie, wo man immer eine 
experimentelle Prüfung vorgenommen hat, in allen Theilen der Physik 
vollständig bewährt und gilt gegenwärt^ in einigen derselben als ein 
Gnindprincip , das, wie das Trägheitsprincip, nur durch den Vei^leich 
der daraus gezogenen Folgerungen mit der Beobachtung bewiesen wird. 
Da man nur in wenigen Gebieten den analytischen Ausdruck für die 
Energie wirklich aufstellen kann, so ist das Wesentliche des Principes 
die Behauptung, dass es für jedes Massensystem eine Function 
seiner augenblicklichen Conflguration, d. h. Anordnung und Geschwin- 
digkeit, giebt, welche für jeden Zeitmoment um ebenso viel zunimmt, 
als die dem System von aussen zugeführte Wärmeenergie und mechanische 
Arbeit beträgt. In dieser Form bildet es eine der Grundlagen der 
mechanischen Wärmetlieorie. 

Für manche Anwendungen ist eine kleine Umformung der Energie- 
gleichung von Vortheil. 

W die lebendige Kraft eines oder mehrerer, aus irgend welchen 
Gründen gesondert zu betrachtender, Punktsysteme und seien |, tj, ^ 
die Schwerpnnktscoordinaten eines dieser Systeme. Setzen wir dann 
für alle Punkte desselben 3:j.= |+|», «/»=»! + »!», «»=? + £.» 
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bezeichnen wir also mit |», jj», ^ die Coordinaten der Masse m, relaüT 
zum Schwerpunkt, so ist: 



[dt dt "^ dl dt '^ dt dt} ■•■ [dtj ■•■ U'/ 



(§)■]■ 



Summiren wir dies über alle Massen, für welch« |, ij, J der Massen- 
mittelpunkt ist, 80 verschwindet das doppelte Froduct und es bleibt 
für die lebendige Kraft iP' des einen Systeme» der Werth: 

worin nun m' die Geschwindigkeit seines Massenmittelpunktes, &>« die 
relative Geschwindigkeit von »»> in Bezug auf den Massenmittelpunkt 
bezeichnet 

Es erscheint also die lebendige Kraft in zwei Theile zerlegt, deren 
erster, die äussere lebendige Kraft, diejenige ist, welche das 
System haben würde, wenn alle Punkte die Geschwindigkeit m des 
Massenmittelpunktes besässen, oder wenn alle Massen in demselben 
vereinigt wären, während der zweite, die innere lebendige Kraft, 
sich so bestimmt, als besässen alle Punkte nur die Geschwind^keit m^ 
relativ zum Massenmittelpunkt. 

Demgemäss kuin man auch für eine beliebige Anzahl von Massen- 
systemea, z. 6. von festen Körpern, dieselbe Zerlegung vornehmen 
und setzen: 

W^Wt+W., (105) 

wobei Wt und W^ die innem und äussern lebendigen Kräfte bezeichnen. 
Aehnlicbes gut für das Potential Ü> des Systemes auf sich selbst 
Denn da dasselbe gleich ist der Summe über alle Einzelpotentiale 
^^ht, so kann man alle 0j,i, die sieb auf Punkte je eines Theües 
beziehen, für sich zusammenfassen in 0,, in ein inneres Potential, 
alle, welche Punkte verschiedener Theile betreffen, in </>„, in ein 
äusseres Potential; demgemäss wird dann: 

Ü>=((.,+ 0„ {105') 

und man kann auch die Enei^e 

£=W +'!»=£,+ £. (105") 

setzen, wo nun E, besteht aus der Summe über die lebendigen Kräfte 
der Innern (Botations-, Sehwingungs-, Molecular-) Bewegung jedes 
Theiles plus der über die Potentiale jedes Tbeiles auf sieb selbst, £, 
aus der Sonune der lebendigen Kräfte der äussern Bewegung plus 

Voigt, £l«m. u 
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der der Potentiale für die Wechselwirkangen zwischen verschiedeneu 
Theilen. 

Ist das ganze System äussern Kräften nicht ausgesetzt, so wird 

d{E,+ EJ) = (105'") 

sein; in demselben Maasee, wie die äussere Enei^ie abnimmt, muss die 
innere wachsen und umgekehrt. 

Betrachten wir z. B, zwei Massensjsteme, etwa feste Körper, die 
auf einander nur dann merkliche Kräfte ausüben, wenn einzelne Theile 
einander unendlich nahe gekommen sind, so haben wir einen Vorgang, 
der mit dem, welchen wir als den Stoss zweier endlicher Körper 
bezeichnen, sehr nahe übereinstimmt und uns ein Beispiel für oben 
angestellte allgemeine Betrachtungen giebt 

Sind M, und M, die gesummten Massen, sind m,°, «,°, w,' und 
u,', «,°, w," die Massenmittelpunktsgesohwindigkeiten vor, w,, v„ w, nnd 
M,, «„ w, die nach dem Stoss, so giebt der Satz von der Erhaltung 
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(106) 

Wendet man die Gleichung {105'"} auf dieselben beiden Uomente 
an, in denen nach der Annahme die Wechselwirkung zwischen den 
beiden Massen verschwindend ist, also ihr Potential (t>„ denselben Werth 
hat, so nimmt sie die Form an: 

W.-\-E,= W:-\-Et, (106') 

wo der obere Index " dem Moment vor dem Stoss entspricht 

Die lebendige Kraft der Massenmitt«lpunktsbewegung ist also nur 
dann durch den Stoss nicht geändert, wenn die Summe der innem 
Energien beider Massen gleich geblieben ist; dies würde z, B, bei absolut 
starren Körpern stattfinden, die weder einer Deformation noch einer 
Bewegung ihrer kleinsten TheDchen föhig sind, falls der Stoss für sie 
keine Aenderung der Rotationsbewegungen zur Folge hat. In diesem 
speciellen Falle gelten die p. 20 abgeleiteten Gesetze des Zusammen- 
stosses von zwei Massenpunkten auch für die endlichen Massen. Dass 
jene früheren Formeln überhaupt gefunden werden konnten, hat seinen 
Grand darin, dass bei einem Massenpunkt die innere Enei^e als 
unendlich klein angesehen werden kann. Bei endlichen, deformirbaren 
und achwingungsfähigen Körpern wird in Folge des Stosses die innere 
Energie sich ändern und es können demgemäss für sie jene ein&chen 
Stossformeln nicht gelten. Die Aufsuchung der in diesen allgemeinen 
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Fällen geltenden Gesetze bietet selbst bei geradem Stosse giosse 
Schwierigkeiten dar. 

Nur ein extremer Fall erledigt sich mit grosser Leichtigkeit, näm- 
lich der, dasa die Körper absolut weich sind, so dass sie nach dem 
Znsammenskiss mit einander verbunden weitergehen, also u,= u,= U, 
v, = v,= r, w,= w,= W ist Dann folgt aus (106): 

(if, + M,)r = jtf.< + M,u,% 

(M, + M,]U = M,v,° + M,v,% (107) 

(M;+ M.) W = M,w° + M,v>: 

und dadurch die vollständige Bestimmung der resaltirenden Massen- 
mittelpuntt^eschnrindigkeit; die Formel (106') giebt dagegen die beim 
Stosee eintretende Veränderung der ianern Energie; 

E - E! .V.--V..^ «• + <■ + «.••) + §(«,' + ..•• + «..••) 

Setzt man hierin rechts die Wertlie von U, V, W wa (107) ein, 
so erhält man nach leichter Rednction: 

* - ■^■' = KTk «"■■ - ">■>' + (■'■■ - "■■'' + '"•■ ~ "'■■''5- 

Der Ausdruck rechte ist eine stets positive Grösse; daraus folgt, 
daas beim Zusammenstoss zweier absolnt weicher Körper die äussere 
lebendige Kraft stets ab-, die innere Enei^e stets zunimmt Soweit 
dieser Zuwachs zu einer Yergrössenmg der lebendigen Straft der Mole- 
cüle dient, wird er eine Steuerung der Temperatur der Körper zur 
folge haben. 
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Zweiter Theil. 

Mechanik starrer Körper. 



§ 16. AU^melnste unendlicli kleine Lagrenändernngf einea starren 
Systems. Verschiebungen nnd Drehungen. 

Ein Massensyetem, z. B. einen Körper, den wir als ein System 
von unendlich vielen, anendlich nahen Massenpunkten ansehen, nennen 
wir starr, wenn seine einzelnen Theile durch die innern Kräfte des 
Systems in ihrer gegenseitigen Lage unveränderlich festgehalten werden. 
Verbindet man also mit einem starren System ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem A, B, C, dessen Lage bestimmt ist, wenn zwei Massen- 
punkte gegeben sind, durch welche die X-, einer, durch welchen die 
y-Axe gehen soll, so sind die Coordinaten a, b, e aller Massenpunkte 
in Bezug auf dies System mit der Zeit unveränderlich. Die Lage des 
starren Körpers ist deshalb vollständig bestimmt, wenn die Lage des 
Coordinatensystems A,B,C gegen ein im Saum festes X, Y, Z gegeben 
ist. Diese bestimmt sich durch sechs Unabhängige, die Coordinaten 
des Anfangspunktes von ^5(7 und drei von den neun Winkeln zwischen 
den Asenrichtungen. Es handelt sich für uns zunächst darum, auf- 
zusuchen, wie eine unendlich kleine Aenderung der Lage des starren 
Systems mit den Aenderungen dieser Unabhängigen in Znsammen- 
hang steht 

Zwischen den Coordinaten x, y, % eines belieben Punktes des 
Körpers in Bezug auf das feste und den Coordinaten o, b, e in Bezug 
auf das mit dem Körper bewegliche System mögen die Beziehungen 
gelten: 

a' = a:» + «.'» + f't^ + ß.C) 

y = y,+ ß.<^'>-ß,b + ß.c, (1) 

« = 2.„+ Y.a + r,h + y,c, 
die umgekehrt liefern: 

a = (4.{x - X,) + ß,[i, - y,) -\-r,{x~ «„), 

h = a,[x~ x^, ^ß,{y- 3/o) + r.(* - \), (2) 

e = ß.{a: - x,) + ß.{>/ - 2/,) + y.{« - «,)• 
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Hierin sind x„,y„,z, die Coordinaten dea Äafangspnnktea p des im 
Körper festen Systems gegen das absolut fest«. Die neun Coainua «*,/?*, y^ 
der Winkel zwischen den Äxen sind verbunden durch die sechs 
Relationen: 

! = «.■ + a: + «.' , = ß,r. + ß,r. + ß.y., 

1 = ß: + ß: + ß;, o^Y,a, + r.(t, + r.c„ (ß) 

i = r: + yC + r.% = «.;^. + «.^. + «.ß; 

welche auch auf die Form zu brii^n sind: 

l=u,'+ß,' + Y;, = a,ce. + ß,ß.+ r,Y., 

1 = K.' + ß: + y,% = «.K, + ß.ß. + Y,r, , (4) 

1 = «; + ß: + y:, = a,a, 4- ß.ß. + r.^ ■ 

Ans ihnen fliessen, vorausgesetzt, dasa die beiden Coordinaten* 
Systeme congment sind, auch die neun Beziehungen: 

a.= ß,Y,-ß,Y„ a.= ß.Y,-ß.Y., ci.= ß,y,- ß.Y„ 
ß,= y,a,— Y.a,, ß, = y,a,- r,«., /?. = /.«,- y,a,, (5) 
Y, = a,ß. - a.ß„ Y, = a,ß, - a.ß,, Y.= a,ß, - a,ß,. 

Da bei allen Bewegungen die Coordinaten a, b, a der Punkte des 
Körpers gegen das in ihm feste System angeändert bleiben sollen, so 
kann eine Bewegung nur Veränderungen der x„, y„, x, und a„ y?», y^ 
hervorrufen. 

Wir erhalten demnach für eine behebige, unendUeh kleine Ver- 
rückung die Werthe der Variationen Sx,Sy,Sx der Coordinaten x,y,xt 

3x = Sx, + a Sa, + b See, + c 3a,, 

Sy = Sy„+a 8ß, + b3ß. + e Sß„ (6) 

Sz = Sx, + aSy, + bSy, + cSy,. 

Aber die Variationen der «*, ß^, /, sind nicht von einander un- 
abhängig, sondern es gelten für sie die aus (3) durch Variation 
folgenden sechs Gleichungen: 

= «, <5«, + a, 3a, + a, 3a,, 
= /?, 5y, + ß, Sy, + ß. Sy, + /, Sß, + y, Sß, + y, Sß, u. s. f. 

Um die neun Sa^, Sß», Sy,, durch drei unabhängige Grössen 
auszudrücken, führen wir folgende Bezeichnungen ein: 

SX =ß.Sy,+ ß,3Y, + ß.3Y„ 

3fi = /, Sa, + y, Sa, + y, Sa„ (7) 

Sv = a, Sß, + ß, Sß, + a, Sß.. 

Dabei ist wohl zu bemerken, dass 31, 3fi, 3v nicht stets die Form 
der Variationen von (geometrisch interpretirbaren) Functionen besitzen, 
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wie Sx,, Sy„, 5%, sondern znnäohBt mir unendlich kleine Grössen 
bezeichnen. 

Es gelten dann z. B. zur Bestimmung Ton Sa,, Su„ Sa, folgende 
Formeln : 

= a, Srt, + a, Sa, + a, Sa„ 
-Sv =ß, Sa, + ß, Sa, + ß, Sa„ 
+ Sfi = y, Sa, + y, Sa, + y, Sa, ; 

aus ihnen folgt dorch die Factoren a.^ ß„ y, in Rücksicht anf (4): 

Sa, = y,Sfi — ß, Sv, 
ebenso durch die Factoren a„ ß„ y, and a„ ß„ y,: 

Sa, = y,Sfi- ß, Sv, (8) 

Sa, = y,8p, — ß, Sv. 

Diesem System ordnen sich die ebenso erhaltenen folgenden zu: 
Sß, = a,Sv- y, SX, Sy, ^ß,3X- a, Sfi, 
' Sß.= tt,Sv~y,SX, Sy,= ß,SX-a.Sii, (8') 

Sß, = «, Jw — y, 3X, Sy, = ß,3X — a, Sfi. 

Setzt mui diese Wertbe in (6) ein, so ergiebt sich: 

Sx == Sx,+ a {r, Sfi, - ß, Sv) + b {y, S/i - ß, Sv) + c [y, Sft - ß, Sv), 
oder in ßücksicht auf (1): 

Sx = Sx„ + (« — s.) Sfi — (y — y„) Sv, 
ebenso 

Sy = Sy„ +{x~ x:) Sv-{x- X,) SX, (9) 

S% = Sxi + (j/ — St) 3X — {x — X,) Sfi. 

Diese Formeln geben die bei einer beliebigen unendlich kleinen 
Verrückung des Körpers eintretenden Coordinatenänderungen irgend 
eines seiner Punkte; jene erseheinen also als die Summen einzelner 
mit den Sx„, Sy„, Sx^, SX, Sfi, Sv proportionaler Theile, deren Be- 
deutung wir leicht erkennen^ wenn wir die speciellen Fälle betrachten, 
die reaultiren, falls jene Grössen alle bis auf je eine verschwinden. 

Ist nur Sx, von Null verschieden, so ergiebt sich: 
Sx^Sx,, ■% = 0, 3x, = 0; 

dies dräckt eine allen Punkten gemeinsame Verschiebung parallel 
der X-Ase um Sx„ aus, denn die Coordinaten x, y, x. treten in diesen 
Formeln nicht auf. Wir benutzen der Bequemlichkeit halber auch 
weiterhin das Wort „Verschiebung" für diesen speciellen Fall einer 
parallelen gleichen Bewegung aller TheDe und verstehen unter „Ver- 
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rückung" die aUgemeinste Bewegung. Das Analoge wie für Sx, gilt 
für die Fälle, dass nnr Sy, oder not dx„ nicht verschwindet. 

$x = Sx^, Sy = Sy„, Sx — Sz^ 

zosammengenommen giebt eine resultirende Verschiebung 3s von der 



§8 = #^rTT%rr(^", 

in einer Richtung s, für welche: 

C08(s, 0,) = g- oos(s, y) = g-S eo8(s, x) = g=- 

Ist nur SX von Null yersehieden, so erhält man: 

^x = 0, Sy^ ^(z~ z,) 3X, Sx= +(!/- V') ^^■ 

Dies giebt keinen für alle Punkte gleichen Werth der Coordinat^n- 
änderungen, denn 3y und Sx sind von y und x, abhängig. Die Be- 
wegung findet in einer Ebene parallel zur FZ-Ebene statt; sie hat 
die Grösse 

3s,= SXyiy - y„y + {x - %,y 

und eine Richtung, gegeben durch 

cosK, y) = -<*--^^ , cosK, X) = ^_ -^<y--y°> _ ■ 

Nun ist ■ 

}f(y~y.r+{^-x,y = p. 

der senkrechte Abstand des Punktes x, y, x von der Parallelen zur 
X-Axe durch die Stelle x,, y„, «o; die durch ^A gegebene Verrückung 
ist also proportional mit q^ und findet normal zu dessen Sichtung 
statt; sie ist demgemäss eine Drehung des st-arren Sjstemes um den 
Winkel 

3s^Iq^= 3 k, 

die Drehungsase ist die Gerade y = y.„ x = %. 

Wir wollen nun auf der Drehungsaxe eine Richtung positiv, die 
entgegengesetzte negativ nennen und dann allgemein eine Drehung als 
positiv bezeichnen, wenn sie sieh für einen in der Drehungsaxe mit 
dem Kopf nach der positiven Seite liegenden Beobachter als von rechts 
nach links stattfindend dai'stellt. Dieselbe Drehung stellt sich dann 
dem nach der negativen Seite der Axe liegenden Beobachter auch 
negativ gerichtet dar. 
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Nach dieser Festsetzung ergebt ein positiver resp. negativer Werth 
von SX eine positive resp. negative Drehung um die Parallele zur 
positiven X-Ase durch x„, y„ «„. 

Es ist fQr manche Anwendungen vortheÜhaft , ausschliess- 
lich mit positiven Drehungen zu operiren und demgemäss fQr 
jede gegebene Drehung die positive Richtung der Drehungsaxe passend 
zu wählen. Dadurch vrird der Drehungswiniel um eine beliebige Axe 
zu einer Veetorgrösse, die man durch eine auf ihrer Azenrichtung auf- 
getragene Länge repräsentiren kann. — 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu unsenn 
speciellen Problem zurück. 

Wie durch SX eine Drehung um eine Parallele zur X-Axe, so ist 
durch Sft, und Sv je eine Drehui^ um Parallele zur Y- und Z-Axe 
durch die Stelle x„, y„ x, gegeben, för die Alles gilt, was in Bezug 
auf erstere gesagt ist. 

Sind alle drei Werthe SX, S/t, Sv von Null Tersehieden , so 
haben wir: 

3x =^ (z — Xf) Sft — fif ~ Jo) Sp, 

Sy^(x- X,) 3v -{x- X.,) SX, (9') 

Sx = {y~' i/„) SX —{x — x^) S/i, 

also Verröokungen , die durch successive oder gleichzeitige Hervor- 
bringung von den drei soeben betrachteten Drehungen eintreten würden. 
Die Formeln zeigen, dass dabei alle di^enigen Punkte keinerlei 
Terschiebung erleiden, für welche 

{x-x:):(y-i,,):{x-x,) = SX:S(i:Si> 

ist; die durch sie gegebene Bewegung muss also eine Drehung um 
eine durch den Punkt x = x„, y = y^, x = *„ gehende Axe a sein, deren 
Biohtung mit den Coordinatenaxen Winkel einscbliesst, die gegeben 
sind durch: 



C0S(ß,3;) = -— = 


-f- V + *» 


' 


, . 


■t^ 




'■"'"'YJi 


+ /if^'+ üv 




cosfa, t1 = 


Jv 




. \' ' yu 


+ -V + ^y 




ie resultirende Verechtebung 3 


<T ist bestimmt durch 


Sa' = Sx' + 1,/ + Sit' 






-(äj' + iy+äi-Tft«- 


«.y+{9- 


.».)'+(»- 


-{{x-T..)S). + {y-, 


.)V + (» 


- «J^«")'- 



(10) 
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Der Drehangswinkel 3t miiss gieh bestimiiieiL durcli DiviBion 
Ton 3(T durch den Abstand s der Stelle xyx von der Drehongsaie. 

Nach der P^ur 15 ist 

« = p sln(p,a); 
l}eiiiitzt man, dass gilt: 

= {x - xS + (y - i/S + (» - sj', 

- gp ) ff J + (y - y„) J>. + (» - »,1 At 






j erhält man: 



((' 



- ^.)' + (2/ - i/.)' + (* - *„)' 



Hiernach ist also? 

nnd daher das Quadrat der resul- 
tirenden Drehung: 

St' = SX' + S(i' + Sv\ 
Giebt man der Wurzelgröase 
das positive Vorzeichen, rechnet also 
den DrehuDgswinkel 




Piff. 15. 



3t = yW + S/t.' + Sv' {10') 
als stets positiv, so ist damit zugleich 
der Drehungsase k eine positive 
und negative Seite beigelegt, und 
man erkennt leicht, dass dann die Formeln (10) unmittelbar die 
positive Richtung der Axe a bestimmen, nämlich diejenige, um welche 
die Drehung vom Betrage St in positiver Richtung stattfindet. Denn 
lässt man Sfi und dv, oder 3v und SX, oder dX und 3fi verschwinden, 
so wird a deijenigen Richtung der Coordinatenasen parallel, um welche 
die durch 3X, Sfi, Sv gegebenen Drehungen in positiver Richtxmg 
stattfinden. 

Demgemäss können wir den Inhalt der Gleichungen (10) und (10') 



Drei successive oder gleichzeitige Drehungen SX,Sn,3v 
um Parallele zu den Coordinatenasen durch einen belie- 
bigen Punkt j? sind jederzeit äquivalent mit einer einzigen 
Drehung St um eine durch denselben Punkt gehende Axe a. 

Trägt man auf den Coordinatenaxen Repräsentanten der 
Partialdrehungen SX, Sf^, 3v auf und setzt dieselben nach 
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der ßegel des Paralleleplpedoas za einer Besaltirenden 
zusammen, so ist diese der Bepräsentant der resultirenden 
Drehung ^r, ihre Richtung giebt zugleich die positive 
Richtnng der Drehungsaxe te. 

Dieser Satz ist sogleich umkehrbar. — 

Nach dem im Vorstehenden Entwickelten erscheint die allgemeinste 
unendlich Meine Verrückung eines starren Sj'stems in den Gleichungen (9) 
nunmehr zerlegt in drei gemeinsame Verschiebungen aller Punkte des 
Systems parallel den festen Coordinatenaxen um resp. Sx,, Sy„ 5x, und 
in drei Drehungen SX, Sfi, 3v um Parallele zn den Coordinat^naxen 
durch die völlig willkürliche Stelle sc^, y„ x, — oder aber in eine 
gemeinsame Verschiebung von der Grösse 



Ss = ySx^+Sy^' + Sx' 
in der Richtung s gegeben durch 

C08(s,x) = JjS C0S(s,3/) = g-% COS(s,^) = 

und eine Drehung von dem Retrag 



um eine Axe durch die Stelle x„, y^, x,, deren positive Richtung « 
gegeben ist durch 

cos(a,3^) = — j cos{a,y) = -^i cos(a,i;) = -^• 

Wir können die Gleichungen (9) aber noch anders deuten. 

Setzen wir nämUch in ihnen x, y, z gleich Null, so erhalten wir 
die Verrflcknngen (Sx\, (3y)„ {Sx\, welche derjenige Punkt erleidet, 
der sich ursprünglich im An&ng des Systems X, Y, Z befand, und wir 
können daher die Formeln (9) schreiben: 

3x = {3x)^ + zSß — ySv, 

3y ^ {Sy\ ■\-x3v — xSX, (9") 

S% = {3x\->rydX-x3fi. 

Die allgemeinste unendlich kleine Verrückung des starren Systems 
erscheint hiemach zerlegt in eine allen Punkten gemeinsame Ver- 
schiebung, gleich der, welche der Punkt x = y = X!=Q erleidet, und 
in drei Drehungen um die festen Coordinatenaxen selbst — oder auch 
in eine gemeinsame Verschiebung von der Grösse 



{Ss\=y{dx\' + {3y):+{sx): 
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in der Richtung s^ gegeben durch 

und eine Drehung von der Grösse 

um eioe Äie a durch den festen Coordinatenanfang gegeben durch 
O0s(a,x) = -^, cos(a,y) = -^, coa(a,x) = -- 

Zugleich ergiebt die Vergleichung der Formeln (9") mit (9) 
den Satz: 

Eine Drehung um eine Ase et, durch die Stelle x„ y„ x, 
lässt sich ersetzen durch eine gleiche Drehung um eine 
zn a, parallele Axe durch den Coordinatenanfang und eine 
Verschiebung, deren Componenten sind: 

y^Sv — x„Sfi, X, SX — x„Sv, x„ 3fi — y„SX. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes kann man auch eine 
Drehimg um eine zu «„ parallele Aie durch einen beliebigen Punkt 
einführen. 

Dies giebt nun auch die Mittel an die Hand, Verschiebungen äs^ 
parallel beliebigen Eichtungen s^ und Drehungen ^r^ um belieb^ go- 
ldene Axen «) durch die Punkte x», ys, ^n zusammenzusetzen. 

Die gegebenen Verschiebungen sind an und für sich, als allen 
Punkten gemeinsam, in den festen Coordinatenanfang übertragbar und 
geben dort Componentensummen 

;S^^' = 2^«'°08K>^). '^Sy, = -ySs,ms{s„y), 

2 ^«t = 2 ^'*' *^^ (**' *)■ 

Die Drehungen Sts sind parallel den Coordinatenasen zu zerlegen 
in die Componenten: 
dlf = (Jti, . eos («t, x), oft,, = St^ . cos («4, y), Svk = St,, . cos (o», x) 

und darnach ihre Axcn in den Coordinatenanfang zu verl^en. So 
resnltirt: 

Sy '^ (^8y,--^x,3v, + -;£x,n,) + x-^Sv,- x-^SX,, (11) 
3z = (^dz,-^y,3X, + '^x,S^,)+y-^Sh~x-^3fi„ 
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und dies giebt nach (9") eine Verschiebung des zuvor an der Stelle 
X = y = z = gelegeuen Punktes mit den Componenten 

{Sx)„ = 2 ^^* — 2 ^* "^i"" + 2 ?/« ^"t ' 
m.=-^Sy,-'k=^.Sn + ^^Sh, (11') 

und eine Drehung um eine Äse durch den Punkt x — p = z = mit 
den Componenten 

äX=-^dX„ g^=-^dfi„ dv^-^dn. {11") 

Legt man die ^-Ase in die Drehungsaie, so ist SX = 3/i = und 

dx — (d'x), — y Sv, 

Sy = {Sy\ + xSv, {12') 

Führt man dann noch ein zu diesem paralleles Coordinatensystem 

X', I", Z' ein, 80 dass 



ist, so resuKirt: 

Sx' =: - y'Sv, Sy- - + x'äp, 6Y = (Sz\, (12") 

d. h. die Verrüctung redueirt sich auf eine .Drehung um eine be- 
stimmte Äxe und auf eine Verschiebung parallel dieser Axe. Eine 
solche Bewegung nennt man eine Schraubenbewegung. Daher ergiebt 
sich der Satz; 

Beliebige Verschiebungen und Drehungen eines starren 
Systemes lassen sich jederzeit zusammensetzen zu einer 
einfachen Schraubenbewegung um eine bestimmte Axe. 

Die sie definirenden Grössen folgen aus den vorstehenden Formeln 
(11) bis (12"). — 

Da sich Drehungen um Axen, die durch denselben Punkt gehen, 
in Componenten zerlegen und zu Besultirenden zusammensetzen lassen, 
wie Kräfte, die auf denselben Punkt wirken, so lassen sie sich auch 
durch dieselben Formeln auf ein neues Coordinatensystem transfonniren, 
die für jene gelten. 
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So werden z. B. die Drehungen Sa, Sß, Sy um die im starren 
System festen Axen Ä, B, C durch folgende Gleichungen gegeben: 

da = ci,dl + ß,d(i + Y^Sv, 

Öß = a,SX + ß, Sfi + y, Sv, (13) 

dy = ci.ÖX + ß, Sfj. + y, Sv, 

Fonneln, die sich umkehren lassen in: 

n = a,da + a,äß + a,äY, 

dfi = ß, da + ß, Sß + ß. Sy, (13') 

Sv = y, Sa + yiSß + y, Sy. 

Durch die Sa^, äß^, Sy^ drücken sieh die da, Sß, Sy ohne alle 
Rechnung aus, wenn man bedenkt, dass sie zn den Formeln (2) in 
derselben Beziehung stehen müssen, wie —Sl, —Sfi, —Sv zu den 
Formeln (1). Denn eine positive Drehung des Coordinatensjstems 
gegen den Körper kann durch eine negative des Körpers gegen das 
Coordinatensystem ersetzt werden. Demgemäss muss gelten: 

Sa = «, Sa, + ß, Sß, + y. Sy,, 

Sß = ß, Sa. + ß, Sß, + y, Sy„ (13") 

Sy = K. Sa, + ß, Sß, + y, Sy,. 

Man Terificirt dies leicht, indem man die Werthe der Sa^, Sß^, Sy^ 
ans (8) entnimmt und einsetzt; dann ei^iebt sich unter Bücksiebt auf 
die Gleichungen (5) sogleich das System (13). Ferner gilt aus dem- 
selben Grund: 

Sa, = a,Sy — a,Sß, Sat = a,Sa — a, Sy, Sa, — a,Sß— a,Sa, 

Sß, = ß.Sy - ß.Sß, Sß, = ß,Su -ß.Sy, Sß, = ß,Sß - ß,Sa, (13"') 

Sy, = y,Sy — y,Sß, Sy, = y,Sa — y,Sy, Syt = y,Sß —y,Sa. 



§ 17. Znsammenteteimg oud Zerlegung von Drehongamomenten ; 

Enetnng beliebiger anf ein starreB System wirkender Kräfte dnrob 

eine ReBOltirende nnd ein Diehnngsmoment. 

Ist, wie wir im vorigen Abschnitt erörtert haben, die Lage eines 
starren Systems, z. B, eines starren Körpers, durch sechs Parameter 
bestimmt, so werden zur Bestimmung seiner Bewegung auch nur sechs 
Differentialgleichungen mit den zi^ehörigen Nebenbedingiingen erfor- 
derlich sein. Wir haben nun in § 15 des ersten Theiles för die 
Massenpunkte eines unter äussern und innem Kräften stehenden 
Systemes die Bewegungsgleichungen aufgestellt; dieselben enthalten 
ausser den äussern Kräften noch die zwischen den einzelnen Punkten. 
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ätattfindenden Wechselwirkangen, welche, im Falle das System starr 
iat, als TTnbekannte anzusehen sind, indirect bestimmt durch die 
Festsetzung, dass jeder Punkt vom andern eine constante Entfernung 
beibehalten soll. Um die Gesetze der Bewegung zu finden, sind hier- 
nach sechs von einander unabhängige Combinationen sämmtlicher 
Bewegungsgleichungen zu bilden, die von jenen Wechselwirkungen 
frei sind. 

Dergleichen Combinationen haben wir an der citirten Stelle bereits 
gebildet, nämlich die Gleichungen für die Bewegung des Massenmittel- 
punktes und die Flächensätze. Auch die Gleichung der Energie ist 
für ein starres System, in welchem das Potential <t> sich nicht ändern 
kann, da die Entfernungen r^ constaot sind, von den innem Kräften 
frei, reducirt sich also auf die Gleichung der lebendigen Kraft; da 
aber nur sechs Unbekannte vorhanden sind, so kann sie für ein starres 
System nicht von den genannten sechs Gleichungen unabhängig sein. 
Dies wird späterhin erwiesen werden. 

Wir unterwerfen daher der Betrachtung die erstgenannten sechs 
Gleichungen; bezeichnet m^ die Masse eines Punktes des Systems, sind 
^A, ys, ^A seine Coordinaten und X^, Y^, Z^ die in ihm angreifenden 
äussern Kraftcomponenten , so lauten sie nach den Formeln (101) 
und ■(102): 



..^ = 



^2^'. 



2m 

2". 


\y--dW-'^-dr 


-2(».^- 


^.y.), 




(U) 


2-» 


(«.^ 


-?^) 


= 2(«.x- 


xA), 






S-» 


(^.3f 


-.^) 


-SC^-i-.- 


».*)■ 






die Aufmerksamkeit besonders aof 


die Art 


und 


Weise, 



wie in ihnen die äussern Kräfte X», K», Z„ auftreten. 

Zwei Arten von Combinationen kommen allein vor, die Com- 
ponentensummen parallel den Coordinatenaxen: 

2X,= X, '^Y^=Y, ■:£Zs=Z, (15) 

und die schon früher so genannten Drehungsmomente um die 
Coordinatenaxen: 

2{y.^-it,n)=L, ^{x^X.-x,Z^)=M, •^{x,Y,-y,X,)=N. (15') 
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Die ersteren bestimmen nach p. 122 rollständig die Bewegung 
des Massenmittelpanktes. Da aber eine jede . Bewegung nach dem 
Inhalte des TOrigeu Abschnittes sich zerlegen läset in eine Verschiebung 
des Massenmittelpunktes und eine Drehung um eine durch ihn gelegte 
Axe — wobei sich Lage der Drehungsaie und Grösse des Drehungs- 
winkels symmetrisch durch die Componenten der Drehung am drei 
zu einander normale Äxen ausdrücken — so müssen die Drehungs- 
momente diese Drehungen bestimmen, jene müssen also 
ein Maass der drehenden Wirkung der ausgeübten Kräfte 
geben. Hierdurch erklärt sich der für die Functionen L, M, N ein- 
geführte Name der Drehungsmomente. 

Ueber die Art und Weise, wie die auf einen Punkt wirkenden 
Kräfte sich zu Resnltirenden zusammensetzen, nach beliebigen Richtungen 
zerlegen und auf neue Coordinatenrichtungen beziehen lassen, ist schon 
in § 5 des ersten Theiles ausführlich gesprochen; wir wollen nunmehr 
ähnliche Untersuchungen für die Drehungsmomente anstellen. 

I. Wirke zunächst nur eine Kraft 
auf den Punkt x, y, », so ist: 



yZ-xY=L 

xY- 

Nenntman d 



, xX-xZ = 

yX=N. 



(15": 

n Abstand desPanktes 

TOn der ^-Axe p,, soist y=(), cos(pj, y), 
» = p, cos (p,, x). Projicirt man die 
Kraft K auf eine durch x, y, z gehende, 
zur JT-Axe normale Ebene und nennt 
die Projection K^, so ist nach Figur 16: 

Y=K^cos{K„y), Z=K^coii[K,,z), 
und daher wird 

L= p,^3in(S;,p,); 

p. sin(^, p^) ist aber die Länge des Lothes v 
auf K^, demgemäss wird; 




vom Anfangspunkt 



■ ± v.K,, 



M= ±v,K„ N^ ±v.K- (16) 



Hierin ist, um die Drehungsmomente in dem Sinne ihrer 
Definitionen (15') positiv zu erhalten, das positive Vorzeichen zn wählen, 
■wenn v», von aus positiv gerechnet, durch eine Drehung um 90* 
in positivem Sinne mit K^ parallel wird. 

Die Längen v nennt man die Hebelarme der Kraft K in Bezug 
auf die Coordinatenaxen X, Y, Z; da nun die Lage der Coordinaten- 
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axen ganz willkürlich ist, so kann man die folgende allgemeine 
Definitiou ausaprechen: 

Das Drehmigsnioinent einer Kraft in Bezug auf eine 
teliebige Axe ist das Product ans der Componente der Kraft 
nach der Ebene normal zn jener Axe in den auf dieselbe 
bezüglichen Hebelarm. 

Das Drehungsmoment ändert sich nicht, wenn die Lage nud 
Grösse der Kraft variirt wird, so lange nur dieses Product denselben 
AVerth behält. 

Dasselbe behält z. B. seinen Werth, wenn man die Kraft in ihrer 
Bichtung beliebig verschiebt, sodass ihr Angri&punkt wechselt. Da 
hierbei die Kraftrichtung ungeändert bleibt, so behalten auch die 
Componenten ihre Werthe und man kann daher den Satz aussprechen: 

Die Wirkung einer Kraft auf ein starres System ändert 
sich nicht, wenn man sie längs ihrer Richtung innerhalb 
des Systems beliebig verschiebt, 

Demgemäss hat nun der für eine Kraft gegebene Angriffspunkt 
nur insofern Bedeutung, als er die Gerade festlegt, in welcher die 
Kraft liegt — 

Wir untersuchen jetzt, wie sich das Drehungsmoment einer Kraft 
um eine beliebige Axe d, durch den Coordinatenanfang durch die- 
jenigen um die Coordinatenaxen ausdrucken lässt 

Sei die Richtung d, in die J-Axe eines neuen Coordinatensystems 
gelegt, dessen Lage durch die Gleichungen gegeben ist: 
a = a,x + ß,t,+ r,x, 

b ^a.x + ß,y + y,z, (17) 

e = (x,x + ß,y + y,%\ 
dann gelten für die Kraftcomponenten die analogen Formeln: 
A = a,X + ß,Y+Y,Z, 

B = a,X-\- ß,Y+ y^Z, (17'> 

C = tt^X-^ ß,Y -\-y,Z. 

Das Drehungsmoment D, um die rf,- resp. J-Äxe, welches nach 

der Definition sich schreibt: 

wird durch Einsetzen dieser Werthe: 

D,= {^Z-%Y) (/3,n- ß,r>) + ('^^ - ^Z) {y,u. - j-.ß.) 
+ (xY-yX]{a.ß,-a.ß,) 

und in Küetsicht auf (5) und (15') auch: 

D, = La, + Mß. + Ny, , (18) 
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wo nun a,,^„ y. die Cosinus der Winkel zwischen der Axe d, und 
X, Y, Z sind. 

Dies I{«sultat lässt sicli nocli anders ausdrflcken. 

Tr^ man auf den X, Y, Z-Ax&a mit L, M, N proportionale 
Läi^n ab und setzt dieselbe zu einer Resultirenden zusammen, so 
wird deren Grösse D gegeben durch 

D'=L'-\-M'+N^, (19) 

ihre Richtung d durch 

cosK^)-§. cos(d,y) = ^, ws[d,x) = ^- (19') 

Versteht man hierbei unter D eine stets positive Grösse, so geben 
diese Gleichungen diejenige Bichtnng für d als positiv, auf welche 
vom Coordinatenanfang hinweg die construirte Resultante iallt. 

Setzt mau dies in (18) ein, so folgt 

A=Ucos{d,rf.). (20) 

Diese Formel zeigt, dass D der specielle Werth des Drehungs- 
momentes Z*, für den Fall ist, dass die Axe <^ in die Richtung von d 
ßUt; das Moment wirkt in positivem Sinne um die durch (19') gegebene 
Richtung. 

Femer ergeht sich, dass D das grösste Drehungsmoment ist, 
welches die gegebene Kraft um eine durch den Coordinatenanfang 
gehende Axe überhaupt ansüben kann; man nennt dasselbe ihr Haüpt- 
drehungsmoment, und die Axe, um welche dieser Maiinialwerth 
eintritt, die Hauptdrehnngsaxe der Kraft durch den Coordinaten- 
anfang. 

Ihr Moment I>, um jede andere durch diesen Punkt gehende 
Axe d, bestimmt sich aus dem Hauptmoment D, wie die Componente 
einer Kraft nach deren Richtung aus der parallel mit d liegenden 
Eesultante, durch Multiplication mit dem Cosinus des "Winkels zwischen 
den beiden Axenrichtungen; für Axen normal zur Hauptaxe ist das 
Moment gleich Null. 

Das Eauptdrehungsmoment D kann man als die Resultante aus 
den Momenten um die Coordinatenasen betrachten ; denn letztere sind 
durch ersteres vollständig ersetzbar, ebenso wie die Kraftcomponenten 
X, T", Z, welche in L, M, A^ auftreten, durch die'llesultante £" ersetzbar 
sind, von welcher D abhängt. 

Man sieht diese Thatsache noch besser ein, wenn man überlegt, dass 
die L^e des Coordinatensjstems auf die Wirkung einer Kraft ohne 
Einäuss ist. Dreht man sonach das Coordinatensystem um den Anfangs- 
punkt, so sind die Momente von K um die neuen Axen äquivalent 

Voigt, Elcm. HuhBDlk. 10 
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denen um die alten. Fällt aber eine OoordiDatenricbtung in die 
Haaptdiebungsaie d, so ist am sie das Moment gleich D, um die 
beiden andern gleich Null; also ist auch D äquivalent mit L, M, K 

Die Richtung der Hauptdrehungsaxe bestimmt sich anschaulicher 
als durch (19') mit Hülfe der Formeln, die man aus jenen in Kuck- 
sieht aaf (15") durch die Factoren x, y, % und X, Y, Z leicht erhält. 
Es resultirt so nämlioh: 

X cos (rf,'ie) 4- y cos (d, y)-\-x<m {d, x) = 0, 
.Ycos(rf, x) + Feos(rf, y) + Zeo&{d, x) = 0, ^ ' 

und dies zeigt, dass die Hauptdrehungsase durch den CoordJnatenan&ng 
normal steht zur Ebene durch die Kicbtung der Kraft und die Ver- 
bindungslinie ihres Angriffspunktes mit dem Coordinatenanfang, 

Die soeben gefundenen Kesultate lassen sich, da der Coordinaten- 
anfang ganz beliebig ist, in den folgenden Satz zusammenfassen: 

Wirkt auf ein starres System eine Kraft K in einem 
Punkte p, so hat ihr Drehungsmoment um eine durch einen 
beliebigen Punkt q gehende Drehungsaxe dann den grössten 
Werth (Hauptdrehungsmoment Z*), wenn diese Axe senkrecht 
steht, sowohl auf der Bichtung von K, als der Richtung der 
Geraden jj? (Hauptdrehungsaxe d). 

Den Repräsentanten des Drehungsmomentes um jede 
andere durch q gehende Axe d, erhält man, indem man den 
Repräsentanten des Hauptmomentes D auf die positive Seite 
der Hauptaxe d aufträgt und auf die gegebene Axe d, pro- 
jicirt. Das bezügliche Moment D, wirkt dann positiv am 
diejenige Richtung der Axe d,, auf welche die Projection fällt. 

Zerlegt man nach der Methode des Parallelogramms den 
Repräsentanten des Hauptdrehungsmomentes nach beliebigen 
Richtungen, so erhält man dadurch die Repräsentanten von 
Drehungsmomenten, welche zusammen dem Hauptdrehungs- 
moment äquivalent sind und als seine Gomponenten be- 
zeichnet werden können. 

II. Wirken auf das starre System mehrere Kräfte K,, mit den 
Augrif^punkten Xs, y„, %, so treten in den Bewegungsgleichongen (14) 
an Stelle der Momente der einen Kraft die Summen der Momente 
aller Krä^ um die Coordinatenaxen. 

Dies zeigt, dass beliebige Kräfte um dieselbe Axe ein 
resultirendes Drehungsmoment liefern, welches gleich ist 
der Summe der Einzelmomente um jene Axe. 

Momente um dieselbe Äse sunuoiren sieh also ebenso wie Kraft- 
componenten parallel derselben Richtung. 
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Es ist nützlich zu zeigen, wie dieses Besultat auch ohne Rück- 
sicht auf die Bewegnngsgleichungen direct aus dem Satz vom Farallelo- 
gramm der Kräfte folgt, unter Benutzung der oben erhaltenen Kegel, 
dass Kräfte, die auf ein starres System wirken, innerhalb desselben 
längs ihrer Richtung beliebig verlegt werden können. 

Um den obigen Satz für die Momente um die X-A:s.e zu 
erweisen, kann man nach jener Regel zunächst alle Kräfte Ks parallel 
mit sich so verlegen, dass ihre Angriffspunkte in dieselbe Ebene normal 
zur X-Axe, etwa die yZ-£bene, Mlen. SoUtan hierbei zunächst einige 
ausserhalb des starren Systems zu liegen kommen, so kann man dies 
dadurch vermeiden, dass man in ihrem ursprünglichen Angrifispunkt 
Xt, y^, Xt, zwei entgegengesetzt« Hülfskräfte +Xt', —X^' anbringt, die 
weder auf die Bewegung, noch insbesondere auf das Moment um die 
.Y-Axe Einflnss üben, die Resultante je aus dem betreffenden E^ und X^' 
bildet und diese verlegt. Durch geeignete Wahl der X^' lässt sich 
dann immer der Angrifkpunkt y^', %^ auf der FZ- Ebene in's Innere 
des Systemes bringen, 

Dort mögen nun von allen Kräften die Componenten nach der 
F- und Z-Axe gebildet werden; es ist dann das Drehnngsmoment von K^ 

y:z^-%:Y^ = U 
von derselben Grösse wie in der ursprünglichen Position. 

Aber die R«8ultirenden aus Yi und Z^, d. h. die Componenten 
der gegebenen Kräfte nach der FZ-Ebene liegen jetzt sämmtlioh in 
derselben Ebene und können daher successive paarweise nach dem 
Farallelc^ramm zusammengesetzt werden, indem man sie nach dem 
Schnittpunkt ihrer Eichtungen verlegt 

Dass dieser Schnittpunkt nicht ausserhalb des starren Sjstemes 
lallt, kann man jederzeit erreichen durch Zufügung von in der YZ- 
Ebene angenommenen Hül&kräften, die paarweise gleich und entg^en- 
gesetzt gerichtet durch die .X-Aie hindurchgehen, also vpeder auf die 
Bewegung noch insbesondere auf das Moment um die X-Axe wirken. 

Wir betrachten nur zwei Kräfte mit den Componenten Y„ Z, 
und Y„ Z„ die in den Punkten y,', »,' und y,', x,^ angreifen, und 
zeigen, dass die Summe ihrer Momente um die Z-Axe gleich dem 
Momente ihrer Resultirenden ist. Da man diese Resultante mit einer 
dritten Kraft combiniren und ebenso weiter fortschreiten kann, so ist 
dadurch der gewünschte Beweis ganz allgemein geliefert. 

Die Coordinaten y, x des Schnittpunktes der beiden Kraftrich- 
tungen sind gegeben durch die beiden Beziehungen: 



^-y:)z.= {z~x:)Y„ 

(9 -y.') 2. = («-«,') F.; 
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addirt man diesellieii und beracksicht^t, iass 

Z+Y,= Y, Z, + Z. = Z 
die Compoueuten der Eesnltirenden sind, so erhält man: 

yZ~xY=(j,:z,-x:Y,) + (y:Z,-z;T,), 

nnd damit das gesuchte Resultat: das Moment dei resultirenden 
Kraft ist gleicli der Summe der Momente ihrer Componenten 
um dieselbe Ase, 

Nunmehr können wir auch Drehungsmomente um beliebige durch 
denselben Punkt gebende Axen zu Resultanten zusammenBetzen; denn 
da bezt^lich der Zusammensetzung solcher um parallele nnd um zu 
einander normale Axen die Anwendbarkeit der für die Kräfte gültigen 
Regeln erwiesen ist, folgt sogleich der allgemeine Satz: 

Wirken aaf ein starres System beliebige Kräfte K^ in 
den Punkten Pä und bestimmt man bezüglich eines Punktes 9 
ihre Hauptdiehangsasen ds und ihre Hanptmomente A und 
trägt Repräsentanten der letzteren auf den ersteren in posi- 
tiver Richtung auf, so kann man dieselben bezüglich der 
Zerlegung der Momente in Componenten, sowie ihrer Zu- 
sammensetzung zu Resultirenden genau so behandeln, wie 
die Repräsentanten von im Punkte q angreifenden Kräften. 

Es gelten demgemäss auch für die Momente F, G, H um ein 
Axensystem A, B, G die (17') entsprechenden Formeln: 

F = u,L -^ ß,M + Y,N, 

= a,L + ß,M+y,N, (21) 

H = a,L -^ ß,M + Y.N; 

ebenso die daraus durch Auflösung nach L, M, N folgenden. 

III, Da die hervorgehobene Analogie sieh nur auf Kräfte, die in 
einem Punkte angreifen, und Momente um Axen, die durch einen 
Punkt gehen, erstreckt, so bietet sich von selbst die Frage, wie sich 
Kräfte verhalten., die auf verschiedene Punkte wirken, und Momente 
um Axen, die sich nicht schneiden. 

Bezüglich der ersteren sagen, wie schon in § 15 entwickelt iat, 
die ersten drei Gleichungen (14) aus, dasa die fortschreitende Be- 
wegung des Systemes, gemessen durch die Bewegung des Massenmittel- 
punktes, ebenso stattfindet, als griffe in ihm eine einzige Kraft K mit 
den Componenten 

-^ = 2-^" Y = '^Y^, Z = '^Z^ (22) 
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an; in dieser einen Hinsicht sind also jederzeit beliebige auf 
das stane System wirkende Kraft« mit einer (im Massenmittelpunkt 
angreifenden) nach den gewöhnlichen K«geln bestimmten Besultirenden 
äquivalent. 

Wir untersuchen nmi, unter welchen Umständen auch hinsichtlich 
der Drehungen ein beliebiges System vou Kräften f. durch ^e 
einzige E zu ersetzen ist 

Die Bedingung hierfür ist, dass die Gleichungen 
L=yZ-xY = ^fjf^Z^-XsY^), 
M= %X-xZ=^{^^X^~ x^Z^), (22") 

N = xY - yX=-;£{x,Y^- y,.X,) 
durch ein System von Coordinaten x, y, x zu erfüllen sind, wenn für 
X, Y, Z die Werthe aus {22} entnommen werden. 

Die Coordinaten x, y, % resp. x,, j», *, bestimmen hierin wieder 
den Angriffspunkt von Ä"resp, E^, genauer einen Punkt, durch welchen 
die Eiehtung der bezOgüchen Kraft hindurchgeht. - 

Man erkennt, dass, obgleich die Werthe von x,y,% willkürlich sind, 
diese G-leichungen nicht durch jedes beliebige System von Kräften 
X, y, Z beMedigt werden; denn multipücirt man sie einzeln mit den 
entsprechenden Formeln (22) und addirt, so erhält man eine Bedingung 
zwischen den gegebenen Grössen X, Y, 7., L, M, N, welche erfüllt sein 
moss, damit die eine Kraft K die gegebenen Ä"* vollständig ersetze. 
Sie lautet 

XL+ YM+ ZN=0 (22") 

und spricht, wenn mau sie durch KD dividirt, den Satz aus: 

Eine beliebige Anzahl auf ein starres System wirkender 
Kräfte K„ ist nur dann durch eine einzige (resultirende) 
Kraft Ä"zu ersetzen, wenn deren nach dem Gesetz des Paralle- 
logramms aus den K^ bestimmte Richtung normal ist zu der 
Hauptdrehungsaxe des Systemes K^ durch den Coordinaten- 
anfang. 

Die Grösse der Resultirenden E folgt in diesem Falle aus 
E'=X'+Y'+ Z"; 
ihre Lage ist bestimmt durch die Schnittgerade der beiden Ebenen 
xL + yM+x]V=0, 
xiYN- ZM) + y{ZL-XN) + x,{XM- YL) = D', ™' 
deren Gleichungen aus dem System (22') durch die Factoren x, y, x 
und L, M, N folgen. Legt man durch den Coordinatenanfang eine 
Ebene normal zu K, deren Gleichung ist 

xX+yY + xZ~0, (23') 
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80 bann man die Coordinaten a;', y\ % des Schnittpunktes der Kesol- 
tante K mit derselben leicht erhalten, wenn man die drei Gleichungen 
(23) und {23') resp. mit D, mit DK und mit K dividirt und beachtet, 
dass die dadurch in ihnen erhaltenen Factoren von x, ^, ^ die Cosinus 
der Richtungswinkel dreier su einander normaler Richtungen sind, 
nämlich der Richtungen der Hauptdrehungsaxe, der resultirenden Kraft, 
welche nach Annahme der Gültigkeit von (22") auf einander senkrecht 
stehen, und des Lothcs auf beiden. Es folgt demgemäss: 



__ (yJf-_ZJy) , _ {ZL ~ XA ') __, _ jXM- TL) _ 



(23") 



Wählt man die X-Coordinatenaxe parallel der Richtung von K, 
so wird ^Xi= K, 2 l'i. = 2 -^ = ö «nd die Bedingung (22") zu 

L=-^(y,Z^~x,Y,) = 0; (24) 

die Coordinaten des Schnittpunktes von K mit der rz-Ebene sind hier: 

Ein ein&cher specieller Fall, in welchem die Bedingung (22") 
erfüllt ist, ist der, dass sieb die Bichtungen sämmtlicher Kräfte A], in 
einem Funkte schneiden; dann kann man nach dem Satz aut' p. 144 
alle Kräfte nach dem Schnittpunkt hin verlegen und sie dort nach 
der Regel des Farallelogramms zusammensetzen. Dass in diesem Falle 
unseren Bedingungen wirklich genügt wird, ersieht man am einfachsten 
aus den Ausgangsgleichungen (22'). Bezeichnet man nämlich die 
Coordinaten des Schnittpunktes aller Kräfte mit x, y, %, so sind deren 
Eigenschaften ausgesprochen in der Beziehung: 

welche für alle A gilt Durch sie sind aber die genannten Gleichungen 
identisch erfüllt 

Noch specieller ist der Fall, dass alle Kräfte unter einander 
parallel sind. Legt man die X-Axe ihnen parallel, so erhält man: 






X = ^X„ y'=^^, ^'=^^- (24") 



IV. Ist die Bedingung (22") nicht erfüllt, so genügt also auch 
nicht eine einzige Kraft, um das System der K^ in jeder Hinsieht zu 
ersetzen, sondern es ist noch ein weiteres Element hinzuzufügen, z. B. 
eine zweite Kraft K' oder ein Drehungsmoment D'. Da aber nur 
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eine BedinguBg anerfüllt blieb, so könneii jene Grössen noch bis auf 
ein Bestimmungsstück willkfirlicli gewählt werden. 

Wir wollen versuchen die gegebenen Kräfte K^ durch 
eine Resultirende JT und durch ein Moment D' um eine Axe 
parallel zu K durch den Coordinatenanfang zu ersetzen. 

Ist die Axe Ton D' parallel zu A', so sind seine Componenten : 

und es lauten die zu erfüllenden Bedingungen: 
L=yZ-zY+D'^, 
M=xX — xZ + D'~, (25) 

Durch die Faetoren X, Y, Z erhält man den Werth von D' gemäss 

dabei ist wegen der Werthe von L', M', N' auch 
n' - ^'-^ + -M' r + N-z 

K 
Obige Gleichung lässt sich also schreiben: 

= ^'^^--^'-1+ YiM-'M-) + Z(N-N-) .^^.,.. 

und drückt den Satz aus, dass L — L', M— M', N— N' die Compo- 
nenten eines Drehnngsmomentes sind, dessen Axe normal zu K steht. 
För die Lage der Resultiienden erhält man zwei Formeln aös (25) 
durch die Faetoren x, y, % und L, M, N, nämlich: 

x(L - Ü) + s(if- M') + x{N-N') = 0, 
x{YN- ZM) + y{ZL-XK) + x(XM- YL) = D'~D". ^ ' 

Die Resultirende fällt in die Schnittlinie der beiden hierdurch 
definirten Ebenen. 

Fügt man hinzn die Gleichung der zu A' normalen Ebene durch 

den Coordinatenanfang 

xX + yY+zZ=0, (26') 



(25") 
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so kann man genau wie oben die Coordinaten x, y, i' des Schnitt- 
punktes Ton K mit der letzteren Ebene bestimmen. Man erhält: 

Um die Aufgabe noch weiter zn führen, fügen wir hier eine Be- 
trachtang ein über die Beziehungen, die zwischen Drehungsmomenten 

eines und desselben Kräftesystemes uin parallele Axen bestehen. 

Ist D das Diehungsmomeut um eine durch die Cosinus et, ß, y 
ihrer Richtungswinkel gegebene Axe d durch den Coordinatenanfang 
und A daEijenige um eine parallele Axe 5 durch die Stelle |, i], £, 
dann gilt: 

D^aL + ßM + yN, 

J = aA + ßM+y]V, 

worin L, M, N, A, M, N die bezüglichen Componenten um die 
Coordinatenaxen, resp. um dazu Parallele durch den Punkt |, t}, f sind. 
Sun ist aber: 

A =-^{b)s~n)z, - {^,- t)^\) =L- {f,Z-iY), 

M = 2 ((^ - 0^ - (^'. - 1) 2.) = ■*' - (^^ - ^^)- (27) 

^ = 2{K- 1)^- - ^'■-■'DX,) = N- [^Y-nX], 

und daher gUt: 

J = D-{a{„Z-iY) + ;9KA-- fZ) + (-(f!-- vA")), (2T) 

worin das zweite Glied das Drehungsmoment der nach der Stelle |, % f 
verlegt gedachten Kraft K um die Axe d darstellt 

Die Betrachtung dieses Besnltates lässt die Gültigkeit der folgen- 
den Sätze erkennen: 

a) Verschwinden die Componentensummen der wirken- 
den Kräfte, so sind ihre Drehungsmomente um alle einander 
parallelen Axen gleich. 

Hieraus folgt, dass man in diesem Falle die Kepräsentanten von 
Drehungsmomenten um beliebige Axen parallel mit sich im starren 
System verlegen und sie demnach auch stets zu einem lesultirenden 
Moment zusammensetzen kann. Diese speciellen Drehungsmomente mit 
verschwindenden Componentensummen nennt man Kräftepaare oder 
Koppelkräfte. 

b) Um alle Drehungsaxen, welche der Richtung der resul- 
tirenden Kraft parallel sind (d.h. für welche ee:ß:y = X:T:Z), 
hat das Moment eines Kraftsystems denselben Werth. 
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Hiemach kann man dergleichen Drehni^Baien beüeb^ vertanschen, 
z. B. eine in die Kraftrichtung lallende and eine ihi parallele durch 
den Coordinatenanfang. Demgenmss können wir die vorhin abge- 
brochene üntersuchni^ nunmehr abschliessen dnrch den Satz: 

Ein jedes auf ein starres System wirkende Kraftsystem 
lässt sich ersetzen durch eine Resultirende und ein um ihre 
Richtung als Axe wirkendes Drehungsmoment Die darauf 
bezüglichen speciellen Formeln sind (25) und (26). 



§ 18. Theorie dea Scbwerpunktea; Beispiele für seine Bereohnnng. 
Starre oontinuirliche Körper, Dichte und speoifisches Gewicht 

Im Torigeu Abschnitt haben wir gesehen, dass parallel der X-Axe 
auf ein starres System wirkende Kräfte K^ sich zu einer Kesultirenden K 
zusammensetzen, deren Grösse gegeben ist durch 

-ff =2^., 

und deren Richtung hiodurchgeht durch den Punkt der r2-Ebene: 






y^^-^^KT' -^^-kT (28) 



Hier ist zunächst nur die Gerade bestimmt, in welcher die Re- 
sultante liegt; haben aber die auf die einzelnen Funkte des starren 
Sjstemes wirkenden Kräfte die Eigenschaft, bei einer Drehnng desselben 
gegen die Kraftrichtung ihre Grösse unverändert beizubehalten, so lässt 
sich ein Punkt angeben, durch welchen bei jeder Lage des Systemes 
die Resultirende hindurchgeht, den man also in einem besondern Sinne 
ihien Angriffspunkt nennen kann. Man erhält die Coordinaten 
dieses Punktes, indem man ausdrückt, dass die obigen Relationen für 
jede Lage eines Coordinatensystemes A, B, C, das wir mit dem Körper 
fest verbunden denken wollen, gegen die Richtung der Kräfte bestehen 
sollen. 

Dazu ersetzen wir nach System (1) y, », y», x^ durch a, b, o, a^, b^, Cj,, 
schreiben also: 



Y,a + Yth + r,B - 



Sil-,». -l-i-A + y.a)& 



und erhalten, indem wir diese Gleichungen für beliehige «i, ßi, y^ 
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Den hierdurch im starren System gegebenen Punkt nennen wir 
den Kräftemittelpunkt der K^. 

Unter allen Kräften, welohe die voranagesetzte Eigenschaft haben, 
ihre Grösse bei einer Drehung des starren Systeme für jede Stelle des- 
selben uuTerändert zu bewahren, ist die wichtigste die Schwerkraft 
Sie ist überdies der im Punkte o., b^, o^ vorhandenen Masse pro- 
portional und demgemäss werden für sie die letzten Gleichungen: 






(28") 



Vergleicht man diese Werthe mit den in Formel (92) des ersten 
Tbeiles gegebenen Definitionen der Goordinaten des Massenmittelpunktes, 
80 erkennt man: 

Der Kräftemittelpunkt der Schwere liegt im Massen- 
mittelpunkt des Systemes, auf welches sie wirkt. Wegen 
dieser Eigenschaft fuhrt der Massenmittelpunkt auch den Namen des 
Schwerpunktes. 

Die Wirkung-der Schwere auf ein starres System ist also 
bei jeder Lage und in jeder Hinsicht dieselbe, als griffe 
dessen ganzes Gewicht im Schwerpunkte an. Hieraus erhellt, 
dass die Bestimmung der Lage des Schwerpunktes ein Problem von viel- 
föltiger Bedeutung ist Wir wollen uns demselben nunmehr zuwenden, 
und zwar speciell für gewisse starre Körper. 

Unter einem Körper verstehen wir eine Quantität Materie, die 
einen Kaum anscheinend continuirlich erfällt, und nennen denselben 
starr, wenn jedes seiner Theilcben von jedem andern eine constante 
Entfernung bewahrt Wir können einen Körper in ein Punktsystem 
verwandeln, indem wir ihn auf ii^end eine Weise in Tolnmenelemenfe 
zerlegt denken und jedes einzelne als einen Massenpunkt betrachten. 
Ist an der Stelle x, y, x ein Volumenelement dk, welches die Masse dm 
enthält, so nennt man das Yerhältniss 



die Dichtigkeit an der Stelle x, y, x. Die Dichtigkeit ist also 
diejenige Masse, welche in der Volumeneinheit vorhanden 
sein würde, wenn dieselbe durchaus ebenso erfüllt wäre, wie 
das Volumenelement dk an der Stelle x, y, %, dividirt durch 
die Volumeneinheit. 

Die Dimension einer Dichtigkeit ist daher 
[.] _ [ml-]. 

Nach der Definition unserer Massen- und Längeneinheit ist die 
Dichte des destilhrten Wassers bei 4* C. gleich I, 
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Wir bemerlcen, dass in der Natur ausEOhliesslicb solehe 
Körper Torkommen, bei welchen die Dichtigkeit eine end- 
liche ist Massenpunkte in dem Sinne des Wortes, dass eine 
endliche Quantität Materie in einen unendlich kleinen Baum 
zusammengedrängt ist, existiren nicht 

Nach der Toratehenden Definition bestimmt sich die Masse eines 
Körpers durch das Integral 

M=ftdk, {29) 

in welchem die Dichtigkeit e als Function des Ortes gegeben zu 
denken ist. 

Sein Gewicht ist 

G=9jtdk; (29') 

man fasst hierin g.h mitunter als eine Grösse auf, die man als das 
specifische Gewicht an der Stelle x, y, x, bezeichnet. Specifisches 
Gewicht ist also das Gewicht der Volumeneinheit, wenn die- 
selbe durchaus ebenso mit Masse erfüllt ist, wie das be- 
trachtete Volumenelement, dividirt durch die Volumen- 
einheit; seine Dimension ist: 

M - [.»/-<-]. 

Das specifische Gewicht des Wassers ist also in unsem Einheiten 
ca. 981. 

Es ist vielfach gebräuchlich, die Begriffe Dichtigkeit {„specifische 
Masse") und specifisches Gewicht zu Termischen und beide als unbe- 
nannte Zahlen anzusehen, ab<^r dieser Gebrauch ist gefährlich und 
leicht Veranlassung zu Fehlern. Wir wollen festhalten, dass der Zu- 
satz „specifisch" in der ganzen Physik übereinstimmend die Beziehui^ 
einer in Bezug auf eine gegebene Ranmgrösse, Fläche, Masse et«, de- 
finirten physikalischen Grösse 77 auf die Einheit des Baumes, der 
Fläche, der Masse etc. andeutet. Jene durch das Beiwort „specifisch" 
ausgezeichnete Grösse hat daher stets eine Dimension gleich der von 77, 
dividirt durch einen Baum, eine Fläche, eine Masse etc. 

Wir wenden uns nun zu den Eigenschaften des Schwerpunktes 
eines Körpers und definiren ihn in Bezug auf ein behebiges Coordi- 
natensystem X, Y, Z durch: 

f. fxdm fydm „ fxdm ,„-., 

^^"oiT' ''^"i:i~' ''^n'jzr' ^ ' 

Jdm Jdm fdm 

Ist der Körper homogen, so fallt die Dichte im Zähler und Nenner 
dieser Werthe heraus und es bleibt: 

^-"^' "--^' ^--M ^ * 
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In diesem Falle mgt man: der Schwerpunkt eines homogenen 
Körpers fällt mit dem seines Volumens zusammen. 

Besteht der Körper ans mehreren Theilen, die durch verschiedene 
Dichte oder durch ihre Form sich zu gesonderter Betrachtung empfehlen, 
so kann man die Integrationen theilen und, indem man ein Massen- 
element des kifin Theiles mit dmi bezeichnet, auch schreiben: 

Nun ist fxi,dmt=^tMt, falls man mit Mt die Masse des Aten 
Theiles, mit |i, ij», ^t ihre Schwerpunktsooordinaten bezeichnet, daher 
kann man setzen: 

i. h. für einen zusammengesetzten Körper kann man die 
Scbwerpunktscoordinaten bestimmen, indem man die Masse 
3Ii jedes einzelnen Theiles in dessen Schwerpunkt zu einem 
Massenpunkt concentrirt denkt 

Anwendungen hiervon bringen die drei ersten Beispiele. 

1. Schwerpunkt eines Systemes von homogenen Geraden, die 
in ihren Endpunkten beliebig verbunden sind. 
Unter einer materiellen Geraden versteht man einen cylindrischen 
Körper von gegen die Länge verschwindendem Querschnitt Dass der 
Schwerpunkt eines solchen bei homogener Dichte im Mittelpunkt seiner 
Axe liegen muss, ist schon aus Symmetrierücksiohten klar. Ist also 
in einem System von materiellen Geraden eine mit den Bndpunkten 
3^h,ys,^ und3;t,y„s:, von der Masse «n,», so ist für deren Schwerpunkt; 

i = ^* + ^* ,, _ y> + y* f- _ »'■ + ^* , 

S*» 2 ' '*' 2 ' '** 2 

Für das ganze System haben wir dann nach dem letzten Satz: 



'S"" ' S"*" ' S" 

der Werthe der l»*, jy^i, f»i lässt sieh 



Wegen der Werthe der l»*, jy^i, f»i lässt sieh dies auch so 
schreiben: 



(31-) 
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was aussagt: der Schwerpunkt des Systems materieller Geraden ist der- 
selbe, als wenn in jedem Knotenpunkte die halbe Masse aller der 
dort zusammenstossendeu Creraden Tereinigt wäre. 

2. Schwerpunkt von homogenen ebenen Polygonen und von 
aus solchen zusammengesetzten räumlichen Gebilden. 

Der Schwerpunkt einer nicht homogenen materiellen Geraden 
muss nach Symmetrierücksichten auf ihr liegen. Dieser Satz dient 
zunächst zur Bestimmung des Schwerpunktes för ein homogenes Dreieck, 
d. h. für eine homogene Platte von gegen ihre Ausdehnung ver- 
schwindender Dicke und dreieckiger Begrenzung. 

Wir zerlegen sie parallel einer Seite in so feine Streifen, dass 
jeder derselben als eine homogene materielle Gerade angesehen 
werden kann. Für jede einzelne liegt der Schwerpunkt in ihrem 
Mittelpunkt, der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks fallt also zusammen 
mit demjenigen der niateriellen inhomogenen Geraden, die entsteht, 
wenn man die Massen der erhaltenen Streifen in ihren Mittelpunkten 
vereinigt, — er muss also auf der Verbindungslinie des Mittelpunkts 
einer Seite mit der gegenüberhegenden Ecke hegen. Da aber jede 
Seite in gleicher Weise zum Ausgang der Construction benutzt werden 
kann, so muss der gesuchte Schwerpunkt in den Schnittpunkt der drei 
Mittelpünkts-Transversalen des Dreiecks fallen. 

Jedes ebene Polygon von einer endlichen Anzahl Seiten ist in 
eine endliche Anzahl von Dreiecken zu zerlegen. Seinen Schwerpunkt 
zu bestimmen, haben wir nur das Punktsystem zu behandeln, welches 
entsteht, wenn man die Masse eines jeden Dreiecks in seinem Schwer- 
punkt vereinigt. Dasselbe gilt für eine aus polygonalen, ebenen, 
homogenen Flächen zusammengesetzte räumliche Figur. 

3. Schwerpunkt eines homogenen Polyeders. 
Jedes Polyeder mit einer endlichen Anzahl Flächen lässt sich in 
eine endliche Zahl Tetraeder, jedes Tetraeder in eine unendliche An- 
zahl materieller Dreiecke zerlegen. Durch eine der vorstehenden ganz 
analoge Betrachtung erkennt man, dass der Schwerpunkt eines homo- 
genen Tetraeders der Schnittpunkt der vier Transversalen von den 
Ecken nach den Schwerpunkten der gegenüberli^enden Dreiecke ist. 
Vereinigt man die Masse jedes Tetraeders in dem so bestimmten 
Schwerpunkt, so erhält man das Punktsystem, dessen Schwerpunkt zu- 
gleich deijenige des untersuchten Polyeders ist. 

4. Schwerpunkt eines homogenen Kreisbogens. 
Als materiellen Kreisbogen bezeichnen wir ein Stück eines Kreis- 
ringes von unendlich kleinem Querschnitt q. Kach Symmetrierficksichten 
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kann der SchwerpHntt eines homogenen Kreisbogens nur auf der 
Halbirungslinie seines Oeffnungswinkels 2(P liegeo. Wählen wir äs 
zur X - Axe , das Kreiscentnim zum Nullpuntt , so ist nur die 
|-Coordinate zu berechnen. 

Ein Bäumelement dk von der 
Länge da, parallel dem Bogen gemessen, 
wird gleich qds, ds aber gleich Rd(f 
sein, wenn 9 laut Figur 17 den Ort 
des Elementes bestimmt Da zugleich 
seine ar- Coordinate = ßcosy> ist, so 
erhält man 

+ * 




Fig. n. J_dv 

Schreibt man dies Resultat in der Form: 
|:Ä= 2ß8ina<:2Ä4<, 

so spricht es den Satz aus: 

Der Abstand des Schwerpunktes eines homogenen Kreis- 
bogens vom Kreiscentrum verhält sich zum Kreisradjns, 
wie die Sehne zum Kreisbogen. 



5, Schwerpunkt 




homogenen Kugelflächensegmentes. 
Die materielle Kugelfläche betrachten 
wir als eine Sohaale von der Constanten 
unendlich kleinen Dicke 1^. Wiederum muss 
nach Symmetrierücksichten der Schwerpunkt 
auf der Axe des Kreiskegels durch das 
Kugelcentrum liegen, welcher das betrach- 
tete Segment ausschneidet Das Yolumen- 
element dk werde durch zwei unendlich 
nahe dem begrenzenden coaxiale Kreis- 
kegel und zwei unendlich nahe Meridian- 
ebenen begrenzt. Dann ist in der Be- 
zeichnungderFigurl8rfi=#i?'sinyrfqE>di/>, 
X = Äcosa>, also: 






9 dv fdiii 



Jeiav d^ifdw 
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Beachtet man, dass die Höhe des Eugelflächensegmentes gleich 
R — R coatf» and J = (Ä + Ä co30)/2 ist, so erkennt man den Säte: 

Der Schwerpunkt eines homogenen Kugelflächen- 
segmentes fällt in die Mitte seiner Höhe. 

6. Schwerpunkt eines von einem Ereiskegel begrenzten 
homogenen Kugelsectors. 
Die .X-Axe sei abermals die Symmetrieaxe des Körpers. 
Wir zerlegen den Sector durch concentrische KugeUäehen Tom 
BadiuB r in unendlich viele dänne Sehaalen, von der Dicke dr; dann 
ist das Volumen einer solchen dk = 2jr{l — eos 0)»-'dr, die Schwer- 
punktscoordinate f = r cos' 0/2. Wendet man nun die Gleichung (81) 
an, so erhält man 8<^leich: 



I = cos' 



fr'dr 



fr'dr 



Dies giebt den einfachen Satz: 

Der Schwerpunkt eines homogenen durch einen Kreis- 
kegel ausgeschnittenen Kugelseetors liegt auf drei Viertel 
des Abstandes, welchen die Mitte der Höhe des ausgeschnit- 
tenen Segmentes der Kugelfläche vom Ceutrum besitzt. 

An diese letzten Resultate schliessen wir noch eine etwas al^ 
meinere Betrachtang. 

Es sei ein Körper von beliebiger Zusammensetzung und der 
Masse m gegeben, die Goordinaten seines Schwerpunktes seien |, tj, f. 
Nun denke man sich die ursprüngliche Massenvertheilung bei unver- 
änderter Gestalt geändert, etwa indem man auf gewisse Stellen eine 
positive Masse /*, auf andere die gleichgrosse negative vertheilt, und 
so den Körper aus einem homogenen in einen inhomogenen von 
gleicher Masse verwandelt. Sind dann die Goordinaten des Schwer- 
punktes (/ der positiven Masse fi gleich |', i;', $', de^enigen a" der 
negativen Masse (i aber |", »/', J", so giebt sich das System der 
neuen Schwerpunktscoordinaten |,, «/,, ^, des ganzen Körpei«: 

Dies sagt, dass in Folge der vorgenommenen Veränderung der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers in der Richtung der Verbindungs- 
linie der beiden Schwerpunkte von u" nach </ um den |U/witen Theil 
ihres Abstandes verschoben ist 
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§ 19. ÜLeorie der Trägheitsmomente, Beispiele für deren Bereoh- 
nnsg. Die lebendige Erftft eines starren Körpers. 

Yon den im 16. Abschnitt erhaltenen allgemeinsten Gesetzen der 
Verschiebung eines starren Körpers machen wir nun eine Anwendung 
auf den Fall, dass die Bewegungen keine willkürlichen, sondern die 
in dem Zeitelement dt in Folge der ausgeübten Kräfte wirklich statte 
findenden sind. Dividiren wir dann die Gleichungen (9) mit dl und 
setzen die Geschwindigkeiten der Verschiebungen parallel den Coordi- 
natenaxen 

di-"^' di-^' ~di-^> rff"-^" "57^^" -rff-^». l'J'J) 

analog die Drehangsgeschwindigkeiten um die Parallelen zu den X, 
Y, Z-Coordinatenaxen durch den Anfangspunkt x,, y„ %, des im £örper 

festen .dP (7- Systems 

Jt-'-' -Tt-f' T,='' <^2' 

SO erhalten wir: 

a!' = aT,'+ (« — *,)^' — {)/ — y,)»', 

y' = y- +{x-3^v'~{%- ^) A', (32) 

x" = < 4- (s — S,H' — {^ — ^) ^'■ 

Diese Werthe setzen wir nun in die für ein beüeb^es Masaen- 
system in § 15 des ersten Theiles erhaltenen Gleichungen (101) und 
(102) ein, welche wir sehreiben: 

i2«».9.'=2i-.. (38) 

^2"' ta».' - ».».') = 2 (». z. - »i. 3'.), 

Dadurch ist dann die Eigenschaft desselben, starr zu sein, analy- 
tisch ausgedrückt Bezeichnen wir die Gesammtmasse 

2-.-»' 
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und ueDnen die Goordinateo ihres Schwerpunktes |, iji St d. h. setzen: 
80 erhalten wir folgendes, noch völlig allgemeine System: 

"'-n(*-' + «-*•)'*■-('-!'■)•') -2*. 
•» 4i (»•' + (5 - '•) «■-(?- '•) *') - S >'.. 
•» jj (*.' + (>; - ri i' - (I - »:.) /■') - 2 ^"i (34) 

" ^ {("=•'£ - <ä) - ''■ «»• + «9. + £».) + s. (5*' + •;/'■ + C»')) , 

+ -n ('■'S™. («.'+«.')- •■'2'»>«>9>-»'S'»."'.9>)-SK-^.-^.z.). 

»•-^ (fe.'l - "=.'i) - «'(1».+ "».+ £».) + «.(!*' + 'Jf' + £"')) 

+ li (•■ 2". W + ».") - i' 2™.«.». - /'■2«».».».) - 2(». 1'. -y-x,). 

Hierin treten uns einige bisher noch nicht behandelte Functionen 
entgegen, welche auf die allgemeinste Bewegung, und zwar, da sie in 
A', fi, y' multipliciit sind, speciell auf die Drehungen Einfluss haben, 
nämlich die sechs Summen: 

='=-2™'.»»^». »'=-"^^^=0,, Z=~'^m,x,y„ ^^^' 
ausgedehnt über alle Massen des starren Systemes. 

Sie sind neben der ganzen Masse des Systemes und neben den 
Coordinaten seines Schwerpunktes die einzigen in den Bewegungs- 
gleichnngen auftretenden Functionen, welche von der G-rÖsse und Yer- 
theilung der Masse innerhalb des Systemes abhängen; zwei Systeme, für 
welche sie gleiche Werthe besitzen und welche gleichen Kräften unter- 
liegen, and demnach auch in Hinsicht auf die Bewegung gleiehwerthig. 

Wir betrachten zunächst die drei Summen 5, H, Z und bemerken, 
dass, wenn man den senkrechten Abstand des Punktes «i» (x*, y», »*) 
von der X, Y, Z-Äxe resp. mit r,, r„ r. bezeichnet^ ihre Werthe sich 
schreiben: 

= -2"'.W, H-2™.W, z-S-^-W- ■ (35') 

Voigt, Elan. Uactunlk. 11 
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Man nennt nnn die Summe Qber alle Massen eines 
Systemes, eine jede multiplicirt mit dem Quadrat ihres Ab- 
standes von einer gegebenen Ase, das Trägheitsmoment des 
Systemes nm jene Axe. 

Demnach sind =, H, Z die Trägheitsmomente des starren 
Systemes am die Coordinatenaxen X, ¥, Z, 

Die drei Summen =', H', Z', genommen über alle Massen, 
eine jede multiplicirt mit der negativea Fläche des Recht- 
ecks, welches von zwei ihrer Coordinaten gebildet wird, 
nennen wir die Deviationsmomente des Systemes um die 
resp. dritten Coordinatenaxen. 

Der Gmnd für die Wahl dieser Namen wird späterhin klar werden. 

Wir gehen jetzt an die Entwickelung der Eigenschaften der 
Trägheitsmomente und betrachten der Bequemlichkeit halber sogleich 
specieller dasjenige für einen continuirlichen Körper nnd um eine 
durch den innerhalb oder ausserhalb des Körpers willkürlich gewählten 
Anfongspunkt gelegte Axe. Wir setzen dasselbe: 

fA=fr'dm, (35") 

indem wir mit r den normalen Abstand des Elementes dm von der 
Äie bezeichnen; da es von der Richtung der Axe abhängig ist, werden 
wir es eine vectorielle Function nennen müssen. 

Das Trägheitsmoment ist seiner Dimension nach eine Masse mal 
dem Quadrat einer Länge, also: 

[M] -[».(•]. 

Man erhält demgemäss, wenn man es durch die Masse des Körpers 
dividirt, für welchen es gilt, einen Werth von der Dimension p'] und 
setzt daher auch wohl: 

M = mx', 
worin nun x der Trägheitsradius für die gegebene Axe genannt 
wird; er bezeichnet diejenige Entfernung, in welcher die ganze Masse 
angebracht werden müsste, um dasselbe Trägheitsmoment zu geben, 
als die wirkliehe Vertheilung. 

Wir *ollen, um Verwechselungen zu vermeiden, weiterhin den 
Buchstaben x für den Trägheitsradius nur anwenden, wenn die Axe, 
auf die sich das Trägheitsmoment bezieht, durch den Schwerpunkt des 
Körpers geht. 

Die Definition des Trägheitsmomentes M T^fr'dm führt sogleich 
za dem ein^hen und doch für die Anwendung wichtigen Satz: 

L Das Trägheitsmoment eines Körpers um eine Axe ist 
gleich der Summe der Trägheitsmomente seiner Theile um 
t Axe. 
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Setzen wir ferner in die Definitioasgleichnng (35") wn M den Werf h r*, 
ausgedrückt durch die Coordinaten x,y,x des Massenelement«» dm und 
die Cosinus a, ß, y der Richtungswinkel der Axe, ein,, der sich nach 
einer der p. 137 angestellten ähnUchen Rechnung etgiebt: 

r'= a;'+ y'+ x,' — {vtt + pß + xy)', 
= {a'-t- *■)«'+ {x'+x')ß'-i- (x' + y^lf 
— 2yzßy — 2zxya — 2xyaß, 

so erhalten wir in EQcksicht auf (35) den Werth: 

M = =«■ + H/?"+ Zy' + 2 = '/9y + 2H>ß + 2Z'aß. (36) 

Diese Formel zeigt, dass das Trägheitsmoment um jede durch 
den Coordinatenanfang gehende Ase sich hestimmt durch die sechs 
Gr^en H, H, Z, B', H', Z'. Das Gesetz, nach welchem M mit der 
Richtung der Aie varürt, drückt sich gemäss der letzten Gleichung, 
in welcher =, H, Z nach ihrer Bedeutung stets positiv sind, in folgen- 
dem Satz aus: 

II. Trägt man auf allen durch einen gegebenen Punkt p 
des Körpers gehenden Äsen Repräsentanten für die reciproke 
Quadratwurzel aus den zugehörigen Trägheitsmomenten auf, 
so erfüllen deren Endpunkte ein dreiaxiges Ellipsoid: das 
Trägheitsellipsoid oder Centralellipsoid des Körpers in 
Bezug auf den Punkt p. 

Seine Gleichung ist: 

1 = =x'+ Hy" + Zx' + 2{E.' y% + H' XX + Z' xy). (36^ 

Daraus folgt, dass in Bezug auf drei zu einander normale 
Aien durch jenen Punkt das Trägheitsmoment seine 
grössten und kleinsten Werthe annimmt; diese Richtungen 
heissen die Hauptträgheitsaxen durch p, die bezüglichen 
Werthe die Hauptträgheitsmomente. 

In Bezug auf die Hauptträgheitsaxen vertheilen sich die 
Werthe der Trägheitsmomente um den Punkt p symmetrisch. 

Die Ansehung der Hauptträgheitsaxen für einen gegebenen 
Körper und einen in ihm gegehenen Punkt p erfordert sonach die 
Kenntniss der Grössen £, H, Z, =.', H', Z für diesen Punkt p und ein 
beliebtes Coordinatensystem; die Berechnung, übereinstimmend mit. 
der Bestimmung der Lage der Axen eines dreiaxigen Ellipsoides, ver- 
langt die Auflösung einer cubischen Gleichung. Practische Wichtig- 
keit gewinnt der Sat^ nur in den Fällen, wo die Gestalt und Massen- 
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Tertheilung des Körpers tia einen bestimmten Pankt, z. B. für den 
Schwerpunkt, die Lage der Hauptträgheitsaxea aus den Sjmmetrie- 
vethältnisseQ sofort erschliessen lässt, wie z. B. für einen elliptischen 
Cylinder. 

Wählt man nämlich die so gefandenen Hauptaxen zu Coordinaten- 
axen A, B, 0, 60 muss die Gleichung des Trägheitsellipsoidee anf dessen 
Hauptaxen bezogen erscheinen und demgemäss 

fs:=-fbcdm = 0, B'=-fcadm = 0, r'=- Jabdm = iy (37) 

sein, M hingegen durch die Hauptträgheitsmomente 

A = /{ft" + <f)dm, B =J{c- + a')dm, T = J(a' + b')dm (37') 
sich aasdrüclcen: 

^^ = ^a'+Bß•+^y•. (37") 

Die Gleichung des Hanptträgheitsellipsoids ist dann: 

\=\x'+By'+rx'. (37'") 

In diesem Falle genagt also die Kenntniss nur dreier Trägheits- 
momente zur Bestimmung aller, die für Axen gelten, welche durch den 
Punkt p gehen. 

Verschwinden nur zwei von den drei Deviationsmomenten A', B', T, 
80 fällt nur eine Äse des Systems A, B, C mit einer Hauptträgheits- 
axe zusunmen, z. B. die C-Axe, falls A'= B'= Oist 

AVle die Trägheitsmomente um beliebige durch einen Pankt 
gehende Äxen sich durch die Hauptträgheitsmomente und die Winkel 
der betreffenden Axen gegen die Hauptträgheitsaxen für diesen Punkt 
bestimmen, so gilt ähnliches auch für die Deviationsmomente, d. h. für 
die Integrale: 

=.' = — j yxdm, H'=— /sxdm, Z'= —Jxydm, 

nur treten hier naturgemäss die Winkel auf, welche zwei auf einander 
normale Richtungen mit den Hanptträgheitsaxen bilden. 

Bezeichnet man wieder die den letzteren parallel gerechneten 
Coordinaten mit a, h, e und setzt: 

X = aa,+ ba,-i- ca„ 
y = aß, + bß, + eß„ 
» = or. + hy, + ey„ 
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80 folgt in Rücksicht auf (37) und (37') sogleich: 

H' = A /.«. + B r,a, + r /.«., (38) 

Z' = A a.ß, + B a,ß, + T a.ß,. 

Späterer Anwendangen wegen fügen wir hieran auch die dnrch 
A, B, r gegebenen Werthe der Trägheitsmomente um die X, Y, Z-Co- 
ordinatenaxen; sie lauten nach (37"); 

= = Ac,'+ Bk,'+ r«,", 

H =Aß.'+Bß:+rß.', (380 

Aus ihnen folgt: 

= +H + Z = A + B + r. (38") 

Die Summe der Trägheitsmomente um drei beliebige zu 
einander normale Äsen ist jederzeit gleich der Summe der 
drei Haaptträgheitsmomeute. — 

Wir wollen jetzt das Trägheitsmoment M„ um eine zur gegebenen 
Axe a parallele «„ durch den Sehwerpnnkt |, tj, C des Körpers be- 
rechnen. Es ist dann in der Definition 

statt des Werthea auf p. 163 der fiir r„' folgende zn setzen: 

n'= (^-|)"+ (s-'?)'+ (*~ ^)"- ((^-|)«+ (y ->;)/? + (*-^)y)' 

= r- - 2(a;| + j/n + x^) + 2[xa + yß-\- %r){^a + r}ß + Cr) 

+ it' + v' + n~{i" + vß + Cr)'- 

Hierin ist 

d' = (r +v'+ n - (|ß + vß + CrT 
das Quadrat des Abstaodes der beiden parallelen Axen von einander, 
oder der Axe a rem Schwerpunkt. Setzt man dies r* oben ein und 
bedenkt die Definitionen von |, ti, i;, so findet sieh: 

falls m die ganze Masse des Körpers bezeichnet-. Sehreibt man dies: 
M = M.+ mrf', (39) 

so erhält man den Satz: 

in. Verlegt man die Drebnngsaxe mit sich selbst parallel 
aus dem Schwerpunkt in die Entfernung cf von ihrer früheren 
Lage, so wächst das Trägheitsmoment um das Prodnct ans 
der Masse des Körpers in das Quadrat der Entfernung d. 
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Sei Einführung des Trägheiteradius wird die Gleichung (39'): 
M = m(x'-fA 

Verbindet man diesen Satz mit dem vorigen, so erkennt man, 
dass hierdurch die Tr^heitsmomente um beliebige Axen durch be- 
liebige Punkte innerhalb oder ausserhalb des Körpers sofort angebbar 
werden, wenn man nur für einen Punkt p, dessen Lage gegen den 
Schwerpunkt gegeben ist, die drei Hauptträgheitsmomenle kennt Denn 
für eine durch a, ß, y in ihrer Richtung gegen die Hanptträgheits- 
aien bestimmte Axe findet sich nach (37"]: 

M = A«'+B/*"+r/, 
für die dazu parallele durch den Schwerpunkt: ' . 

und abermals für die parallele durch einen beliebigen. Punkt p': 

fA'=^M,+ md",- 
falls d und d' die Entfernungen der Punkte p und p' voB der zur 
gegebenen Axe parallelen durch den Schwerpunkt sind; hieraus folgt 
schliesslich; 

M' = A«' + B,? + r/ + m (rf" - d'). (39-) 

Ist der Punkt p der Schwerpunkt des Körpers, also A = A,, 
8 = 8,, r = To und rf = 0, so erbalt«n wir durch Einsetzen des nach d* 
sogleich zu bildenden Werthes von d": 

M.' = (A.+ »«(>/'+ ?"))«■ + {B,+ m{C"+t]) (f + (ro+ m(r'+ »;")) f 
- 2m{n-Z'ßY + ^Tr« + ^V'<^ß)- ' ' (39"') 

Hierin sind |', »/, ^' die auf die Hauptträgheitsaxen durch den 
Schwerpunkt bezogenen Coordinaten des Punktes p'. ' 

Die Gleichung (39'") zeigt, dass die Hauptträgheitsaxen für ver- 
schiedene Punkte eines Körpers keineswegs parallel sind, denn das 
Tn^heitsellipsoid für p' hat die Coordinatenaxen nicht zu Hauptaxen. 
Doch erkennt man aus der Gestalt der Factoren von ßy, ya und aß 
sogleich den Satz: 

Für Punkte, welche auf einer der Hauptträgheitsaxen 
A„B„, C„ durch den Schwerpunkt liegen, sind alle drei Haupt- 
trägheitsaxen A, B, C mit 4,, B„, C„ parallel. 

Pur Punkte, welche in einer der Ebenen der Hauptträg- 
heitsaxen Ac, B„ C, liegen, steht eine der Hauptträgheits- 
axen normal zu jener Ebene. 

Wir gehen nun an die Bestimmung der Hauptträgheitsmomente 
in Bezug auf den Schwerpunkt für einige einfache homogene Körper. 
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1. Die Hauptträgheitsmomente einer unendlich dünnen 
homogenen Kreisscheihe. 
Nach der Symmetrie moss das Trägheitsellipsoid hier ein Eotations- 
ellipsoid mit det Hauptaxe normal zur Scheibe sein; letztere möge 
zur Z-Aie gewählt werden. 

Sei & die Dicke der Scheibe, q ihr Kadius, e ihre Dichtigkeit, m 
ihre Masse; das Yolumenelement dk werde ausgeschnitten durch um d(p 
gegeneinander geneigte Meridianebenen und Kreiscjlinder von um dr 
wachsenden Kadieo; e3 ist dann: 

dk = &rdrdif, 

r,= t&ffi'drd(p = '!tt&^=m^, 

Ao= B, = t&\\t*sm*fpdrd<fi =ith9^=m^- 

Für eine behebige Axe durch den Schwerpunkt erhält man sonach : 

M.«.=^(«'+(5'+2n-7'(l + rt (40-) 

2. Die Hauptträgheitsmomente eines homogenen 
' Kreiscjlind-ers. 
Wieder muss das Trägheitsellipsoid für den Schwerpunkt ein 
Rotationsellipsoid sein; die Cylinderaxe sei die Z-Äxe. 

Wir denken uns den Cylinder von der Länge L und der Masse M 
aus Ereisscheiben der unter 1. behandelten Art zusanunengesetzt; i9- sei 
mit dx vertauscht 

Nach dem Satz I auf p. 162 haben wir sogleich: 

+ L!t 

r,= '!ti^j'dx = itB^L^M^; (41) 

-Li, 

nach Sata III auf p. 165 findet sich, da der Abstand einer beliebigen 
Scheibe von der Dtehui^fsaxe identisch mit ihrer Z'Goordinate ist: 

+ L-. +i/t 

A. = B. = n8^/Ä*+n6t>'/»V« = Jie^J:- + ««^'=K(|^+g). (41') 

-LIt -L.', 

Hieiana folgt der allgemeine Werth des Trägheitsmomentes für 
den Schwerpunkt: 

H-3f((^ + S)K + /^) + |^-)-¥(c' + ¥ + (?'-¥)/^-)-(«") 

D„ii„.db,Go(5glc 



Ist dei Badios q veischwindend gegen die Länge L des Gylindei?, 
detselbe ein ,^aden", so haben wir: 

das Trägheitsmoment um die Fadenrichtung verschwindet, das Träg- 
heitsellipsoid degenerirt zu einem unendlichen Cyhnder vom Badins 



3, Trägheitsmoment einer homogenen KugeL 
Die Kugel tom Eadius S können wir ebenfeUa aus Kreisscheiben 
Ton der Dicke dx aufbauen. Für eine solche im Abstand « vom 
Centrum ist dann: 

^' = Ä' — x'. 

Demgemäss haben wir für alle Äxen durch den Schwerpunkt: 

K^^Jdx{R'-x.') = ^R'=M^S\ (42) 

— Ä 

4. Die Hauptträgheitsmomente eines homogenen dreiaxigea 
Ellipsoides. 
Die Haupttr^heitsaxen für den Schwerpunkt, d. h. für das Centrum, 
fallen nach Symmetrie mit den Axen des Ellipsoides zusammen, 
■[■Sei dessen Gleichung 

so bestimmt sich 

i-A}=tJ{y'+z')dk, B,==eJ{x- + x')4k, r, -^ i J (x' + y') dk 

4i^ch die; Substitution 

x'=x,a, y = y,b, % = %,c 

zn 

t ■ k«=\tahcj'[h'y^ -^ e*x,')dk,f B,= BabcJ{c'x'-\' a'x')dlf,, 

worin dk^ das Yolumenekment der Kugel 

, .. ' a:,* + y," + *." = 1 
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bedeutet. Für diese Kngel ist aber nacb Formel (42) 

£ J{!/; + *,-) äk, = ef(z: + xn dk. = ij{x; + y.*} dk, = ^ 
und dabei 

Da noch [4ne j5)abc =m die Masse des Ellipsoides ist, sd folgt 
scbliesslich: 

A._2»^', B.-=Ö! + i^l, r.^"ii^. (42') 

Für eine beliebige Äxe durch den Schwerpunkt, welche doreh 
die Cosinus a, ß, y ihrer Winkel mit den Hauptaxen b^timmt ist^ 
ersieht sich: 

M. = f [(6' + o').ß' + (e* + a') ^' + (a' + ft') /■] 

(42") 
= y[o'+ 6'4- c'-a'o-- 6",r- eVT. — 

Die vorstehend entwicielten al^^meinen Gesetze über die Träg- 
heitsmomente gestatten nun den Werth der lebendigen Kraft V für ein 
starres System, z. B., was der praktisch einz^ viehtige Fall ist, für 
einen continuirlichen Körper zu berechnen. 

If^ach seiner Definition ist: 

V=-^J'<i»i(x"+s/'*+s"); 

setzen wir hieroin die Werthe der GeschTrindigkeiten nach (32), so 
folgt zunächst: 

2V=m(ar;' + »;-• + <*). 

+ r'/rf«»((j/-y.)' +(*-*„)•) 

+ i^'jdm {{% - ^■„)' + ^ - ^)') + "'■J''^'« ((^ - ^o)' + (y - J'")') 

+ 23r;(/i'/(im(» — s^,) - i^Jdm{y - »,)) (43) 

+ 2!/.'(»''/rfm{a: - X,) - Xjdm{% - ^S} 

+ 2»o' [X'Jdm [y — t/„) — fifdm(x — x,)) 

— 2(i'v'Jdm (y — y,) (« — a^o) — 2v'X'fdm {z — i.) (a; — x.) 

-3i:fi'.Jdm{x-x.)it^-p,). 
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Bezeichnet man die relativen Coordinaten des Schwerpunktes gegen 
den im Körper festen Punkt x„, y„, «, mit |„, »;„, £,, die Trägheit»- und 
Deviationsmomente um Parallele zu den Coordinatenaxen durch x^, 
y„, «0, um welche auch die Drehungsgesehwindigkeiten X', ft, v ge- 
rechnet sind, mit =„ H„ Z,, £/, H,', Zo', so schreibt sich dies Resultat 
yiel einfecher: 
:«P = m[a:;*+V,"+»o" + 2a:,>'£,-i'>.}-h2y;()''|.-A'S,)+2*;(A'^.-/*'|.)] 
+ A" =, -+- /i" H„+ »^'Z,+ 2p'f' =; + Iv'X H; 4- 2r^' Z;. (43'> 

Führen wir die resultirende Portschreitungsgeachwindigkeit w. 
des Punktes x„, y„, 2„ ein durch 

Mo*= xj' + y," + z," 
und die Cosinus «„ ß„ y, der Winkel, welche sie mit den Coordinaten- 
axen einschliesst, durch 

führen wir ferner die resultirende Kotationsgeschwindigkeit r, um den 
Punkt x„, y„, z, ein durch 

r;=i" + /*"+»-■• 

und die Cosinus a, ß, y der Winkel, welche die Eotatiousaxe oder, 
kurz gesagt, welche r» mit den Coordinatenaxen einschliesst, durch 



80 ergiebt sich: 

2V= m(w„'+ 2t.w,[«.09C.- y»;.) + ^.(y|.- «&) -|- ^(«Vo- ;?|.)]) 
+ T,V = . + ^'H.+ y*2.+ 2(9j' = .'+2;'ßH.'+2aj?Z,'). 
Hierin können wir nach (36) das Trägheitsmoment M, um 
die Richtung der momentanen Drehungsase einf&hren und schreiben: 

2»*'=r«(«„' + 2Tü,„[«.(^&-;'fl.)-H^.(7'|,-«q + 7'.(«.?.-(5|„)])+r;M..(43") 

Bezeichnet man schliesslich mit ö", ß", y'- die Cosinus der Winkel, 
welche eine zu o), und r^ normale Richtung (t, mit den Coordinatenaxen 
einschliesst, falls w„ zu r, zu ff, liegt wie Xvx T zu Z, und nennt & 
den Winkel, der zwischen der Richtung von w, und t„ liegt, so wird 

ßa -r'>ß = f^ sin*, 
j-jß — a,y — ß' sin*, 
«.|5-A«->-sin,>, 

und es kommt noch einfacber: 

iV=m (i».'+ 2r,i». sin* ({.«•+ i).;9"+ £rt) + ».'"■■ (■"'") 
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Dieser Werth ist noch vollkommen allgemein, denn weder über 
die Beweifimg des Körpers, noch über die Lage d^ Coordinatensjstems 
ist irgend eine speeielle Voraussetzung gemacht. Führt man solche 
ein, so kann man das. Resultat noch weiter vereinfachen. 

JIQlt 2. B. der willkürliche Punkt cc„ y^, x^, auf den sich Ter- 
schiehimgen und Drehungen beziehen, in den. Schwerpunkt des Körpers, 
so ist: 

und 

2»*'=mfö'+Mr'; (44} 

die ganze lebendige Kraft giebt sich als die Summe eines nur von der 
Fortschreitung und eines nur von der Drehnng abhängigen Gliedes, 
nämlich als die Summe der lebendigen Kräfte dieser beiden Bewegungen. 

Dieselbe Form resultirt, wenn in (43'"} der Winkel & zwischen 
den Richtnngen von «„ und r, verschwindet — eine Beziehung, die 
man nach p. 140 durch Wahl des Coordinatensystem stets erreichen 
kann — oder auch, wenn der Schwerpunkt in der Ebene liegt, welche . 
die Bichtung der Geschwindigkeit «„ und die der Botationsaxe *on r„ 
enthält, also |,«° + noß' + i;,?-'' = ist - "^ 

Ist ein Punkt des Körpers fest, so legt man in diesen natur- 
gemäss die Stelle x,, y„ %, und erhält dann, da a), = i) ist: 

2«'=T.'M.i (44') 

hierin lässt sieh M, durch die Hauptträgheitsmomente A„ B„ T, 
und To durch die Drehungsgesehwindigkeiten «,', ß^, y,' um die Haupt- 
trägheitsasen in Bezug auf x,, y„, x, ausdrücken, sodass für einen um 
einen festen Punkt rotirenden Körper auch gilt: 

. 2«'= A,«."+ B,^;'+ r,n"- (44") 



g 20. Bediiis:iuigen des Oleich^wiohtB eiseB starren Körpers. 
Beispiele. Der An&ng der Bewegung. 

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten alle die in den 
Bewegung^leiehungen für einen starren Körper auftretenden Functionen 
ausführlich untersucht haben, gehen wir nun zu ihren Anwendungen 
über und fragen zunächst nach den Bedingungen dafür, dass bei ver- 
schwindenden Geschwindigkeiten auch alle Beschleunigungen ver- 
schwinden. Diese Bedingungen bestimmen das Gleichgewicht 
eines starren Körpers, weil bei ihrer Erfüllung vorhandene 
Bube auch durch die wirkenden Kräfte nicht aufgehoben wird. 
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Wir gehen ans von den Gleichungen (34) und fßhren ein, dass 
^o'j Vt, *»', ^') li', v' Tersehwinden sollen. Da der EGi^r ruht, so tonnen 
wir das in ihm feste System ohne Besehränknng der Allgemeinheit 
mit dem im Ranme festen zusammenfallen lassen, also x,= y„=z„=0 
setzen; A', fi, v' sind dann die Rotationsgesehwindigteiten nm die 
Coordinatenasen seilst. Berücksichtigen wir, dass die Differentiation 
von X,., j/j, x^ nach ( in xj, j/J, zj, X', /»', v lineare homogene Ausdrücke 
liefert, die nach der Annahme verschwinden, so erhalten wir anter 
Anwendung der Bezeichnungen (35) folgende sechs Gleichungen: 

„ /dX,' , yd/t' dr'\ tr-^ V 

•»(';/+"S-s'^)=2^., 

Dies System zeigt, dass, wenn die Beschleunigung vom Zustand 
der Ruhe aus stattfindet, zwischen den sechs Beschleunigungen und 
den Kraftcomponenten X, Y, Z nehst Momenten L, M, N sechs lineare 
Beziehungen bestehen und dass die ersteren nur mit den letzteren 
verschwinden. Nun ist nach den Formeln, welche für Einführung 
eines neuen Coordinatensystema gelten, mit dem Verschwinden der 
Beschleunigungen in Bezug auf ein beliebiges Coordinatensystem das 
für jedes andere nothwendig verknüpft; dasselbe gilt für die Kräfte 
und auch für die Drehungsmomente bei verschwindenden Componenten- 
summen; daher gilt der folgende Satz: 

Für das Gleichgewicht eines Starren Systemes ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung das Verschwinden 
der Kraftcomponenten und Drehungsmomente in Bezug auf 
ein beliebiges Coordinatensystem, ausgedrückt , durch die 
Gleichungen: 

(46) 
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Sind fdso die Kräfte X», Y^, Z,, als Functionen der Coordinatea 
a^«, Vn., *» gegeben, so wird sich aus diesen Formeln im Allgemeinen 
die Lage bestimmen lassen, in welcher der Körper in Buhe verharren 
kann. Ist der Körper aber nicht Tolliconunen &ei beweglich, sondern 
an fest« Bahnen oder Äsen gebunden, so sind aus den Componenten 
jene Theile X»', Fi', Z^ anazusondem, welche die Beactionen der Bahnen 
oder Axen dar3t«llen und nicht direct gegeben sind. Der dadurch 
gesteigerten Anzahl der Unbekannten entsprechend wächst auch die 
Anzahl der Gleichungen durch die Bedingungen, welche auf jene 
Keaotionskräfte führen. 

Unter diesen Bedingungen sind die, dass irgend ein Punkt des 
starren Systems auf einer festen Oberfläche oder Curre zu bleiben 
gezwungen ist, genau wie die analogen in § 9 für materielle Punkte 
gestellten zu behandeln. Sie geben eine, resp, zwei Gleichungen för 
dessen Coordinaten, zugleich eine, resp. zwei in ihrer Richtung gegebene, 
aber in ihrer Grösse unbekannte Eeactionskräfte , die in dem gebun- 
denen Punkte angreifen. 

Ist ein Punkt p ToUkommen fest gelegt, so ist für das starre 
System noch eine Drehung um denselben möglich. Es ist hier sonach 
der Werth der drei Coordinaten x,, y^, x^ als gegeben und zugleich 
die in ihm wirkende Reactionskraft nach Grösse und Bichtung und 
damit X', T', Z' als unbekannt in die Gleichungen (46) einzuführen. 

Diesen Fall wollen wir als erstes Beispiel besprechen. 

1. Gleichgewicht eines um einen festen Punkt drehbaren 
Körpers. 
Ist der feste Punkt zum Coordinatenanfang gewählt, so treten die 
in ihm angreifenden Krafteomponenten nur in den Componenten- 
summen auf und wir erhalten die Bedingungen: 

X' + y[X^= T + '^Y^ = Z' + ^Z,= Q, 

^ ^ -r ' {46') 

'^i2,,Z,-z,Y,) = -^{x,X,~x,Z,) = -^{x,Y,-t,,X,) = 0. 

Die letzteren Gleichungen zeigen, da die Bedingung (22") durch 
sie identisch erfüllt ist, dass die gegebenen Kräfte K^ sieh ersetzen 
lassen müssen durch eine einzige Kraft K, deren Bichtung den festen 
Punkt enthält; die ersteren zeigen, dass die in demselben angreifende 
Eeactionskraft jener Besultirenden K gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet ist 

Für parallele Kräfte spricht sich das Resultat speeieller so aus, 
dass die Verbindungslinie des Kräftemittelpunktes jnit dem festen Punkt 
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den gegebenen Kräften parallel und die Beaction ihrer Summe ent- 
gegengesetzt gleich Bein rnusa. 

Wirkt gpeciell nur die Schwere, so mnas der Schwerpunkt des 
Körpers in der Verticalen dnreh den festen Punkt liegen, wie man 
sagt „unterstützt" sein; die Reaction ist dem Gewicht des Körpers gleich. 

Lenkt man den Körper aus der hierdurch gegebenen Gleich- 
gewichtslage unendlich wenig ab, so dass der Schwerpunkt in Bezug 
auf das Goordinatensystem, dessen Nullpunkt der feste Punkt und 
dessen Z-Aie vertical nach unten gerichtet ist, die Coordinaten |, jj, C 
erhält, so werden die Drehungsmoment« erregt 

L = ■>!&, M= -|Ö, .V=0, 
in welchen Q das im Schwerpunkt angreifende Gesammtgewicht des 
Körpers bezeichnet Man erkennt sogleich durch die geometrische 
Anschauung, dass diese Momente den Körper in die Enhel^t" zurück- 
fahren, wenn der Schwerpunkt unterhalb der Unterstützung lag, 
im andern Falle ihn von ihr entfernen; das Gleicl^ewicht ist also 
im erstem Falle stabil, im zweiten labil. Fällt der Unt«rstütznngs- 
pnnkt in den Schwerpunkt, so erregt eine Ablenkung aus der Euhc- 
lage gar, kein Moment; das Gleichgewicht ist in diesem Falle in- 
different — 

Wird ausser dem Punkte p noch ein zweiter q festgehalten — 
beide müssen m der WirUichkeit immer in der Oberfläche des Körpers 
liegen — , so können alle in der Richtung pq liegenden Punkte ihren 
Ort nicht verändern, der Körper ist nur um p 9 als Axe drehbar. 
Diesem Falle wollen wir uns jetat zuwenden. 

2. Gleichgewicht eines um eine feste Axe drehbaren 
Körpers; Theorie der Waage. 

Legen wir die Z-Axe in die Richtung der festen Geraden pq, den 
Coordinatenanfang in die Stelle p und bezeichnen die Entfernung pq 
mit e, so lauten die Bedingungen des Gleichgewichts: 

-er'+2(y»2.-«.y.)= +öX' + 2K^*-^*'Z*) (46") 

.Man erkennt, dass die sechs Gomponenten der beiden ßeactions- 
kräifte nur in fünf von diesen sechs Gleichungen auftreten und sonach 
eine von ihnen durch die äussern Kräfte allein zu erfüllen ist Von 
den vorkommenden Combinationen sind 

-{X'+X"), -(F+n, -(2'+Z") 
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die Componenten der Kraft, welche, wie man inn sagt, die Axe pq 
erleidet, + eY", — «X" die Momente um die X- and F-Coordinaten- 
axen, welche sie erfährt 

Die Gleichgewichtslage des Körpers wird allein bestimmt durch 
die Bedingung: 

Nach Formel (16) kann man dafür auch schreiben: 

worin P» die Componente Ton K^ nach der XF- Ebene and p» ihren 
Hebelarm bezeichnet; das Yorzeichen von ps bestimmt sich nach der 
anf p. 143 gegebenen ßegeL 

Fär nur zwei wirkende Kräfte resultirt daraus das sogenannte 
Hebelgesetz, ausgedrückt durch die Formel: 

P.p, + P,p,= 0. 

Diese Gleichongen enthalten die Theorie der Waage, welche wir 
ihrer practischen Wichtigkeit wegen ansführlicher besprechen wollen. 
(Figor 19.) 

Die Waage ist ein am eine horizontale Axe Ä drehbarer Hebel, 
welcher unter der Wirkung seines Gewichtes .und desjenigen TOn an seinen 
Enden aufgehangenen Massen 
im Gleichgewicht ist Wir 
nennen die Waage anbelastet, 
wenn diese Massen nur die- | 
jenigen w, und m, der Waag- 
schalen sind. 

Das Gewicht mq des 
Waagebalkens greift in dessen 
Schwerpunkt an ; derselbe 
liege im Abstand s von der 
Drefaongsaxe A und die Ver- *'^K- iS- 

bindungslinie beider schliesse den Winkel a mit der nach unten positiT 
gerechneten Verticalen ein. Die Gewichte m,g und m,g der Waag- 
schalen gyeifen in den Punkten B, und B, an, deren Verbindunge- 
linien mit der Axe A resp. AB,= q„ AB,= q, sein und mit der 
Verticalen die Winkel «. nnd a, einschhessen mögen. 

Für das Gleichgewicht im unbelasteten Znstande gilt dann: 




».j, sma 



1,3,8m«,-}- T 



= 0. 



(47) 
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Legen wir auf die Waagschale (2) die unbekannte Masse M, 
anf (1) eine Anzahl Gewichtsstacke M„ bis die Stellung wieder die 
erste wird, so muss jetzt erfüllt sein: 

{m,+ M^)q, sin«,— (m,+ M)q,saice,+ ms sina = 0. (47') 

Die Differenz beider Formeln giebt: 



wäre also die Waage vollkommen symmetrisch, d. h. j, = q„ a, = ct„ so 
würde hieraas folgen M = M, and man erhielte durch die Masse der 
aufgelegten Gewichte M, direot die unbekannte Masse M bestimmt 
Man gelangt, ohne diese Yoraassetzung als erfüllt zu nehmen, zu dem 
gleichen Ziel, wenn man eine zweite Beobachtung so anstellt, dass 
man die unbekannte Masse M auf die Waagschale (1) legt und durch 
auf (2) gelegte Gewichtsstücke von der Gesammtmasse M, die uisprüng- 
liehe Gleichgewichtslage wieder herstellt. Dann gilt noch weiter: 

Mq, siu«.= M,q, sin«,, 

und aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

M = YM^,, (47") 

also der Werth der gesuchten Masse unabhängig von dem sogenannten 
„Fehler der Waage", unter welchem Namen man die Abweichung des 
Verhältnisses 5,8iua,/?,sina, von der Einheit versteht Man bemerkt, 
dass obige Gleichungen ergeben: 

also aucb die Bestimmung dieses Fehlers durch die beschriebenen zwei 
Beobachtungen gestatten. 

Sind 3f, und M, um einen nur sehr kleinen Bruolitlieil ihres 
Werthes verschieden, so kann man statt der letzten beiden Formeln 
unter Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung schreiben: 



„ _ M, + M, q, ain «, — 5, ain o, *■ _ -^ 



2^, 



£s ist zu bemerken, dass diese Betrachtung iguorirt, dass in 
Wirklichkeit der Waagebalken nicht starr ist und demgemäss die Hebel- 
arme Sä sin «j sich mit der Belastung ändern. Ist die Waage von 
Anfang an symmetrisch, bleibt sie dies auch bei der Belastung und sind 
ausserdem die Massen beider Waagschalen «j, und m, gleich, so ist 
die Biegung des Balkens ohne Einäuss; im andern Falle giebt sie im 
Besultat einen kleinen Fehler. — 
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Unter der Empfindlichkeit einer Waage versteht man den 
Ausschlag, welchen ihr Zeiget bei einem gegebenen, der Belastung 
einer Waagschale zugefügten Uebergewicht giebt. Wir wollen unter- 
suchen, von welchen Umständen derselbe abhängig ist. 

Wird bei der Anordnung der Belastungen, welche die durch 
einen bestimmten Winkel a gegebene Gleichgewichtslage zur Folge hat 
und deren Bedingungsgleichung (47') ist: 

(m, + M,) 5. sin «, — [m, + M,] g, sin k, + ms sin <r = , 

auf die Waagschale (1) das Uebergewicht /i zugelegt, so verwandeln 
sich «, in ß. — £, (7 in ö- — e, a, in a,+ s und es gilt nun: 

(m, + Mi + fi) q, sin («, — i) — (wi, + M,) q, sin («, + «) + m« sin (ff — e) = 0. 

Die Differenz dieser Formel und der vorhergehenden mit coRe 
multiplicirten ergiebt: 

[(»i, -f Jl/, + (i)q,ao8a, + {m,+ M,)q,cosa, + msaosa\tge = fiq.ama,. 

Fügt man zu der Klammer die linke Seite der vorletzten Gleichung 
mit cosßj/sin«, multiplicirt hinzu, so folgt: 

[(m, + 3/,) q, sin (a, + Ce,) + fi g, eos a, 
= (ig, sin a, sin a, . 

Betrachten wir ft als eine Grösse, die neben m,+M, erster Ord- 
nung ist, und nehmen an, dass der Winkel «, nur wenig von jr/2 ab- 
weicht, so ist /ig, cos ß, als von zweiter Ordnung zu vernachlässigen, 
und wir erhalten, da in derselben Annäherung tg« gleich « ist, falls wir 
noch die Länge des Zeigers gleich l, den Ausschlag /t = e setzen, das 
schliessliche Resultat; 



~ (ot, + Ml) q. Bin («, + «,) + " 



(48-) 



Der Ausschlag findet sich mit dem Uehei^ewicht proportional, 
aber im Allgemeinen von der Belastung abhängig, nämlich abnehmend, 
wenn diese wächst Es würden hiemach also grössere Massen mit 
kleinerer absoluter Genauigkeit bestimmbar sein, als kleinere. Dies 
wäre um so mehr unbequem, als bei den meisten Anwendungen der 
Waage Bestimmungen verschieden grosser Massen durch Addition und 
Suhtraetion verbunden werden und dabei die Ungenanigkeit der 
grösseren die Genauigkeit der kleineren aufhebt 

Es ist daher von Wichtigkeit, dass diese Abhängigkeit des Aus- 
schlages von der Belastung verschwindet, wenn man den Winkel 
{ce, + «,) zwischen den beiden Hebelarmen gleich n macht, iQso die 

Voigt, E1«ni. Ucchinlk. 12 
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Aufhängepnnkte B, nnd B, der Massen in dieselbe durch die Drehungs- 

ase A gehende Etene legt. Dann gilt einfacher: 

es ist indess zu bemerken, dass diese Voraussetzung mit Strenge nur 
für eine Belastung erföllt sein kann, da die Arme mit wachsender 
Belastung sich biegen. Um sin («, + k,) stets möglichst klein zu 
machen, ist es daher vortheilhaft, den Balken so einzurichten, dass im 
unbelasteten Zustand (a. + «.) > t, bei mittlerer Belastung («. + «,) = ti 
und erst bei grösserer («, + «,)< n ist. 

Dabei ist zu beachten, dass bei gewissen grossen Werthen tob 
[a, + ß.) die Waage kein stabiles Gleichgewicht mehr annehmen kann. 
Nehmen wir, um dies zu erkennen, den Waagbalken symmetrisch 
gebildet und belastet an, also q, = q„ m, = m, = m', M, = Af, = M', 
a,= a,= a, ff = 0, 80 wird: 

_ fi lg Bin g 

2(m' + Jtf'|g'-'09« + ms' 

also e für beliebig kleines (i unendlich, wenn a so weit 5r/2 übertrifft, 
dass bei einer gewissen Belastung der Nenner gleich Null wird. 
Gleiches kann bei sehr kleinen Belastungen eintreten, wenn der Schwer- 
punkt des Balkens über der Äxe liegt, also s < ist. 

Nehmen wir schliesslich a sehr wenig von ;r/2 verschieden an, 
so giebt die letzte Formel: 

Der Ausschlag ist also, abgesehen von dem Factor /t, proportional 
mit der Zeigerlänge l und der Hebellänge g; beide werden daher 
passend so gross als möglich gewählt. Für sehr genaue Messungen 
wird Ablesung mit Spiegel, Femrohr und Scala angewandt and da- 
durch ( gleich mehreren Metern gemacht 

Der Ausschlag ist ferner indirect proportional mit der Masse 
des Balkens m und dem Abstand s zwischen dessen Schwer- 
punkt und der Drehungsaxe; beide wird man also möglichst klein 
herzustellen suchen. Dabei schliessen allerdings die möglichste Klein- 
heit von m und die möglichste Grösse von q sich bis zu einem ge- 
wissen Grade gegenseitig aus, da der Balken trotz geringer Masse und 
trotz grosser Länge sich nahezu wie ein starrer Körper verhalten muss; 
man hat versucht, durch eigenthümliche Formen der Balken die beiden 
Anforderungen zn erfüllen. 

Der Kleinheit von s wird dadurch eine Grenze gesetzt, dass die 
Schwingungsdauer der Waage mit verschwindendem s unendlich wird 
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und daher schon bei sehr klemem s die Beobachtungen unbequem 
sind. — 

Sind an dem steiren Körper drei Punkte, die nicht ia einer 
Geraden liegen, festgehalten, so ist derselbe durch keine wie immer 
gewählte Kraft zu bewegen, denn keine der sechs Gleichungen des 
Gleichgewichts ist dann von den Keactionskräftea frei. Gegenstand 
der Untersuchung können hier also ausschliesslich die in den drei 
unterstützten Punkten wirkenden Beactionskräfte sein. Hierfür giebt 
die folgende Aufgabe ein einfaches Beispiel 



3. Bestimmung der Drucke, welche ein in drei Punkten 
unterstützter schwerer Körper in denselben ausübt. 

Sei 6 das Gewicht des Körpers, welches parallel der Z-Axe 
wirkt nnd in dem Schwerpunkte angreift, dessen Coordinaten | = j; = 0, 
^ = h sein mögen, und seien die Coordinaten der drei festen Punkte 
x^y,x„ x,y,x„ x,y,z„ dann gelten die sechs Gleichungen; 

5] ^'" = S Y^"^ = 5; Z'*' + (? = 0, 

"T "f 'f (49) 

worin die Summen über alle Beactionskräfte ausgedehnt sind. 

Man erkennt, dass durch diese sechs Gleichungen die neun Un- 
bekannten x'**, r'**, Z*'' nicht bestimmbar sind. Man kann daher 
dem gegebenen Problem noch willkürliche Beschränkui^n hinzufügen, 
unter denen sich am meisten die empfiehlt, dass alle x'*' und r'*' 
gleich Null sind, weil sie dem Falle entspricht, dass der Körper — 
z. B. ein physikalischer Apparat — mit drei Punkten auf drei reibungs- 
freien horizontalen Ebenen ruht. 

In diesem Falle wird sehr einfach: 

2^**'+ = 0, ^ä'*2'*' = 2^'2'*'= (49') 

und daher: 

worin 

'^ = {^y, — y,=e,) + ix,y, — y,x,) + {x.y, — y,x,) 
12' 
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die doppelte Fläche des Dreiecks ist, dessen Ecken die Projectionen 
der drei unterstützten Punkte auf die XT-Ebene bilden, und — Zd, 
— ZW, — Z''> die Dracke sind, welche die festen Punkte erleiden. 

Der Druck auf einen z. B. den 1. Pankt ist also positiv, wenn 
der Coordinatenanfeng und hiermit der Schwerpunkt des Körpers mit 
ihm aof derselben Seite der Verbindungslinie 2,3 liegt, negativ, wenn 
auf verschiedenen; er verschwindet, wenn derselbe auf 2,3 rückt, also 
Xtjy, = ^,jy, ist. 

Zwei Punkte (2) und (3) erleiden den gleichen Druck, wenn 

x,{y,+ y.) = yi{^ + x,), 
also der Coordinatenanfang auf der Verbindungslinie des Punktes (1) 
mit der Mitte der Geraden 2,3 liegt 



4. Theorie der bifilaren Aufhängnng unter Bücksicht anf 
die DrilluDg der Fäden. 

Ist ein schwerer Körper an zwei in Bezug auf die Verticale durch 
seinen Schwerpunkt symmetrischen Punkten an zwei gleich langen 
Fäden befestigt, deren feste Enden 
in derselben Horizontalebene liegen, 
und wird auf ihn ein gegebenes 
Moment N um die Verticale durch 
seinen Schwerpunkt ausgeübt, so nimmt 
er eine Gleichgewichtslage ein, die 
dadurch bestimmt ist, dass die durch 
die Schwere, die durch die Fäden 
und die von aussen auf ihn ausgeübten 
Kräfte sieh zerstören. (Figur 20.) 

Sei L die Länge der Fäden, 2o 
ihr oberer, 2« ihr unterer Abstand 
und (f der Winkel zwischen den ver- 
f"- — — ticalen Ebenen durch o und durch w, 
so sind die Cosinus der Winkel von L ' 
mit den Coordinatenasen, von denen 
X parallel o, Y horizontal und normal 
p/* „„ dazu, Z aber vertical nach unten ge- 

rechnet werde, gegeben durch: 

± OOS{L,x) = '*'^°'^'° . ± W8{L,y) = *^, 




.s(L,^)=-|/l-**ii^ 
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o und u mögen als Grössen erster Ordnung neben L betrachtet 
und ihre Quadrate vetnaehlässigt werden. 

Parallel den Richtungen L wirken die Spannungen S der beiden 
Fäden, die nach der Synunetrie ihrer Siehtungen in Bezug auf den 
Schwerpunkt des Körpers einander gleich sein müssen. Ihre Com- 
ponenten nach den Coordinatenasen sind resp. 

Stoa{L,x), S(ios[L,y), Sc08(i,*), 

ihre Ängrif^pnukte haben die Coordinaten 

± M cos qp , ±u sm<p, + Z, cos (L, x) . 

Das Gewicht des Körpers sei Ö; es ist im Schwerpunkt, also 
einer Stelle der Z-Äxe, angreifend zu denken. 

Die Momente, welche die Fäden oder Drähte um ihre Äse aus- 
üben, seien D, und D,; sie können ohne wesentliche Beschränkung 
der Allgemeinheit einander gleich, nämlich gleich Z>, angenommen 
werden. 

Mit diesen Kräften und ihren Momenten sind nun die sechs 
Oleichgewichtsgleichungen (46) zu erfüllen. 

2^" = 2 ^^ = ist identisch erfüllt, 2 ■2» = ergiebt durch 

2Seos(Z-,*) + = 

den Werth der Spannungen S, die nun in den Momentengleichnngen 
zu benutzen sind. 

Nach der Synunetrie kann ein Moment um die X- resp. Y-Axe 
nicht auftreten, die Summe der Momente um die Z-Axe muss aber, 
da man D auf dieselbe projiciren kann, ergeben: 

2mS(cos9!icos(L, y) — sin y cos (i, x)) + 2Doos{L, x] + N= 0, 

oder nach Einsetzen aller Werthe: 



worin cos (L, x.) gemäss seiner Bedeutung erst um ein Glied zweiter 
Ordnung von Eins verschieden ist und jetzt damit vertauscht werden mag. 
Wirkt kein äusseres Moment, so wird die Gleichgewichtslage, d. h. 
der sie bMtimmende Winkel tp„ gegeben sein durch: 



i + 2I>„ = 0. (50) 
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Bei der Drehung ^ der Draht«, die in Folge der Ablentimg iji 
des Körpers aus dieser Lage eintritt, nimmt) das Moment Z)„ um einen 
mit "V proportionalen Betrag D'^ ah, sodass bei nunmehr wirkendem 
äussern Moment X die Bedingung lautet: 

_ »oQsy + ggj ^ 2j^^ _ ^,^j + jtf =, 0, (50') 



Ist )/; + 9^0 so klein, dass man den Sinus mit dem Bogen yer- 
tausehen kann, so erhält man durch Subtraction der letzten beiden 
Gleichungen: 

_(ül^ + 2D')i/- + JV=0. (50"} 

Bieriu ist o, u, L und O mehr oder weniger direct bestimmbar; 
Hesse sich noch 1/ angeben, so wäre die Möglichkeit Torhanden, aus 
der Ablenkung des Körpers aus seiner ßubelage die Grösse des aus- 
geübten Momentes N zu berechnen. Dazu bietet der Apparat selbst 
ein Mittel, wenn man iha so einrichtet, dass man das untere Ende 
der Drähte um einen angebbaren Winkel, z. B. um jt, gegen das obere 
drehen kann, am einfachsten dadurch, dasa man das Ende an einer 
Oese befestigt, welche in einen am Körper befindlichen Haken passt. 

Bringt man eine solche Drehung um + n hervor, so wird der 
Apparat ohne die Wirkung eines äussern Momentes eine um tp' ge- 
änderte Ruhelage annehmen (i//' < 0), gegeben durch 



welche Gleichung mit (50) combinirt auf 

führt, in welcher Y'' neben sr zu vernachlässigen ist und also folgt: 
2D-__!ii|»L. (51) 

Durch Einsetzen dieses Werthes in (50") erhält man: 

oder, indem man schliesslich den ganzen Abstand der Fäden oben 
und unten, = 2o und U= 2m, einführt: 
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Da man das Verhältniss OjL sehr klein (z. B. < 1/1000) machen 
und bei Ablesung mit Fernrohr, Spiegel und Scala den Winkel i// bis 
auf Secnnden bestimmen kann, so eignet sich die bifilare Aufhängung 
znr Messung sehr kleiner z. B, magnetischer oder eleetrischer Drehungs- 
momente; bei den angegebenen Verhältnissen würde nocb der 
0,000000005. Theil des Momentes VG erkennbar sein. 

Ist die Dicke der beiden Fäden nicht sehr gering gegen ihren 
Abstand, so ist es zweifelhaft, ob man die Entfernungen ihrer Äsen 
als die Grössen O and ü einfahren darf; in diesem Falle ist es mög- 
lich, durch Schwingungsbeobachtungen das Glied OUgjiL zu he- 
- eine Methode, auf die wir spätor zurückkommen. 



5. Gleichgewicht einer schweren Engel auf drei ihrerseits 

auf einer horizontalen Ebene liegenden unter der Wirkung 

gleitender Reibung. 

Seien Ä, J?,, (?, G„ x,y,x, x^,y^,x,^ für A = l,2, 3 Kadien, 
Gewichte und Mittelpunktseoordinaten der ohem und der drei untern 
Engeln, «» der Winkel der Verbindungslinie des Mittelpunkts der obern 
Kugel mit dem einer untern gegen die Verticale. Seien ferner N^ die 
in der Berührungsstelle der obem Kugel mit einer der untern, N^' die 
in der Berührungsstelle einet untern mit der Ebene wirkenden normalen 
Druckkräfte, n und n' die resp. Eeibungscoi^ffidenten; die faetisch 
vorhandenen Reibungskräfte Nsn„ und N^n,! werden, selbst wenn 
alle Kugeln und die Ebene gleiche Oberfläehenbeschaffenheit besitzen, 
doch wegen der verschiedenen 
Inanspruchnahme verschiedene 
Werthe haben können. 

Die Reibungskräfte müssen, 
wie die Drucke, sämmtlich in 
den vertialen Ebenen durch den 
Mittelpunkt C der obern und 
den Cj, einer untern Kugel liegen, 
sodass es genügt, diese drei 
Schnittebenen zu betrachten. 
Denn wäre dies nicht der Fall, 
80 würde die in der Berührungs- 
stelle Bi (Fig. 21) wirtende Rei- 
l>ung eine Gomponente normal 
zur Ebene der Figur geben, die 
ein durch keine andere vor- 
handene Kraft zerstörbares Moment um die Gerade A„C^ als Axe 
erregen würde; das Gleiche gilt für die Reibung an der Stelle A^ 




DigilizedbvCoO^^IC 



1S4 Mechanik starrer EQrper. 

bezüglich der Richtung Cft. Eine Abweichung hiervon wäre nur 
dann zulässig, wenn man in jenen Punkten eine besondere Wider- 
standskraft gegen die Drehung annähme. 

Sonach wirken alle in den Stellen A^ und B^ angreifenden Kräfte 
in Richtungen, welche durch die Z-Aje AC hindurchgehen; sie können 
also für keine Kugel eine Drehung um die 2-Axe hervorbringen und 
auch für keine der untern Kugeln eine Verschiebung normal zu einer 
der Ebenen ACCt erregen; es sind daher für die obere Kugel nur die 
Momente um die X- und T-Axe, für jede untere nur die Momente 
um eine zur Ebene ACG„ normale Axe gleich Null zu setzen; ebenso 
für jede untere Kugel die Componentensummen nur für zwei in der 
Ebene ACGk liegende Richtungen. 

Demgemäss resultirt für die obere Kugel durch das Nullsetzen 
der Componentensummen folgendes System von Gleichungen: 

^"'.■^»{siiißft — iftCOSßj) = 0, '^KN^{smcei~nt(io%ak) = 0, 

2 JV» (cos ff, + % sin a,)=G, ^^^' 

worin a, und b„ die Cosinus der Winkel sind, welche die Richtungen 
AA„, die wir von der Z-Axe hinweggerechnet kurz mit r, bezeichnen, 
resp. mit der X- und der T-Äxe einschliessen. 

Bezieht man die Drehungsmomente auf Parallele zur X' und 
r-Axe durch den Mittelpunkt der ohem Kugel, so geben zu ihnen 
nur die Reibungskräfte Antheile, die an jeder Stelle B^ in der Rich- 
tung der Tangente von der Z-Axe hinweg wirken mit der Intensität 
iV"sW*. Jede von ihnen giebt um eine durch G normal zur Ebene 
AGGk gelegte Axe das Moment RN^n^. 

Benutzt man den Satz p. 148 über die Zusammensetzung von 
Momenten um Axen, die durch einen Punkt gehen, so erhält man so- 
gleich die beiden Bedingungen für das Verschwinden der Momente 
um die Parallelen zur X- und T-Axe durch das Centrum der obern 
Kugel, nämheh: 

2-^'."A=0, ^N,n,a, = 0. {52') 

Für die untern Kugeln giebt das Verschwinden der Componenten, 
die vertical und horizontal in den ^COh-Ebenen liegen, sechs Glei- 
chungen der Form: 

N,' = JV* (cos or, + n„ sin «,) + 0^, „ 

»t'iVft'= iVi{8inß^ — «tcosof*), ^ ' 
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das Terschwinden des Momentes am die Axe normal zu dieser Ebene 
in C» drei Gleichungen: 

n,N, = VAV- {52'") 

Combinirt man diese mit den vorliei^elienden, so kommt: 

«, = sin «ft — n, cos a* , (53) 

und diese Beziehung erweist, dass die zwei ersten Gleichungen (52) 
mit (52') identisch sind. Es verbleiben sonach 12 Gleichungen zur 
Bestimmung der sechs Drucke JV,, und N„' und der sechs CoCffieienten 
n, und «*'; nur die letzteren bieten grösseres Interesse. 

Die drei n» folgen sogleich aus der letzten Gleichung, gemäss 

Zar Bestunmung der n«' beachte man, dass 
cos dt + «1 sin Kft = 1 
ist, also die erste Gleichung (52") lautet: 

jv; = JV, + ff;, (53") 

was einen merkwürd^en Satz enthält. Combinirt mau dies mit der 
Gleichung (52'") 

nk'Nt = MftA», 
so erhält man: 

Für die N^ gelten aber nach (52) die Gleichungen : 



(54) 



A. = ^^' (a,ö, - a.b.), JV. = -^5^' {aA - aA), 

worin: 

J = n,n,{a,b,~a,b,) + n,n,{a,b,~a,b,) + «,»,(«,6, — 0,6, 

Beachtet man, dass otfit — a,6» = sin{r^, ♦■»}, kurz = q^^ geseizr, 
r Sinus des Winkels zwischen r» und n ist, diesen von r^ nach r» 



hin positiT gerechnet^ so erhält man: 

— U. 8. f. 
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Igß Mechanik starrer KOrper. 

Daher wird schliesslich: 

„ • _ „ ^ »'"'?" f'%4"\ 

"' "' ■ (0 + o,-) M,«. e,. + (?,'».». p,, + ö>,«, p„ ' ^"^ ' 

woraus die andern dureh cjclische Vertauschung der Indiees folgen. 

Xehmen wir zunächst den einfachsten Fall, dass die drei untern 
Kugeln gleich sind und mit ihren Centren in den Ecken eines gleich- 
seitigen Dreiecks liegen, so werden alle ff,', «», «,, n^ und alle p^» 
gleich, und daher: 

Die Reibung der untern Kugeln auf der Ebene ist also viel 
weniger in Anspruch genommen, als die zwischen den Kugeln wirkende ; 
es bann demnach für eratere auch der Grenzwerth viel niedriger liegen, 
als für letztere, ohne das Gleichgewicht zu gefährden. 

Äehnliches gilt ganz allgemein. Da nach dem dritten Problem 
dieses Abschnittes Gleichgewicht unmöglich ist, wenn der Schwerpunkt 
der obem Kugel aus dem Dreieck A^ A, A, herausfällt, also wenn einer 
der Winkel (r», r^) grösser als n wird, so sind sämmtliche p»t> und 
demgemäss «,' < «,; ausgenommen ist der Grenzfall, dass die untern 
Kugeln gewichtslos sind, dann wird »»' = «*, 

Bei gleicher Oberflächenbeschaffenheit der Ebene und aller vier 
Kugeln ist daher ein Gleiten zuerst an einer der Berflhrungsstellen 
zweier Kugeln ß, zu erwarten und zwar an der, für welche w» = t^a»/2 
den grössten Werth hat. Da der Grenzwerth des Eeibungscoefftcienten 
gleich der Tangente des Beibungswinkels ist, so beginnt das Gleiten, 
sobald ein k, den doppelten Werth des Reibungswinkels erreicht hat. — 

Die Ausgaogsgleichungen (45) dieses Paragraphen, welche die 
Beziehungen ausdrücken, die zwischen den auf das starre System wir- 
kenden Kräften und seinen sechs Beschleunigungen stattfinden, falls die 
Geschwindigkeiten verschwinden, geben nicht nur in der von uns 
benutzten Weise Aufschluss über die Bedingungen, welche die 
Kräfte erfüllen müssen, damit das Gleichgewicht erhalten 
bleibe, sondern auch über die Art und Weise, in welcher der 
Körper die Bewegung aus der Ruhe beginnt, wenn jene Be- 
dingungen nicht erfüllt sind. 

L'm aus ihnen Folgerungen abzuleiten, legen wir, was keine Be- 
schränkung der Allgemeinheit enthält, die festen Cooidinatenaxen in 
die Richtungen, welche während der Ruhe die Haupttn^heitsaxen 
durch den Coordinatenanfang beaassen, setzen also £' = H' = Z' = 
und 2=A, H = B, Z = T, um die Hauptträgheitsmomente zu bezeichnend 
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Wir erhalten dann folgendes System von Gleichungen; 

\dt ^^ dt ^ dtj ' 



riyl\ 



(55) 



+ r^^ = .v. 



' di 

Ein sehr einfacher Fall ist der, dass der starre Körper um den 
festen, übrigens willkürlichen Coordinatenanfang drehbar bt, wodurch 
dxt'fdl = dy^jdt = dxäjdt = werden, während zugleich aus X, Y, Z 
die Reactionscomponenten des Drehpunktes auszusondern sind. Hier 
bleiben nur die drei Bewegungsgleichungen: 

*f = -^. Bg = .W, r% = N, (56) 

aus denen durch Integration über die unendlich kleine Zeit r folgt: 
M' = fLdt, Bii=jMdt, rv'^fNdi. 

Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehenden Werthe 
sind die Momente der unendlich kurz andauernden Einwirkungen, die 
man als Impulse auffassen kann; denn wie wir auf p. 20 die Kraft K, 
welche aus den in den Intervallen dt ausgeübten Impulsen dJ entsteht, 
durch K= djjdt definirten, so können wir umgekehrt Kdt = dJ als 
einen Impuls ansehen. Für stetiges K und unendlich kleines r ist 
aber identisch: , 

[Edl = Kr, 

Wir können daher, wenn wir die Impulsmomente mit {L), {U), (J^ 
bezeichnen, das obige Resultat schreiben: 

M' = [L), Bfi' = [M), Tv = (JV). (56') 

Wenden wir dasselbe Verfahren auf die Gleichungen {45} an 
unter der Voraussetzung, dass eine beliebige Coordinatenaxe feste 
Drehung^axe ist, und bezeichnen wir in Bezug auf sie Trägheits-, 
Drehungsmoment und Winkelgeschwindigkeit mit M, D und (p, so 
erhalten wir 
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Wird auf einen starren Körper, welcher um einen festen 
Punkt drehliar ist, ein Impuls ausgeübt, so ergiebt derselbe 
Botationsgeschwindigkeiten um dieHauptträgbeitsasen durch 
den festen Funkt, welche ebenso, als wären jene Äsen feste 
Drehungsaien, gegeben sind durch die Quotienten aus den 
betreffenden Drehungs- und Trägheitsmomenten. 

Die drei Rotationscomponenten X, /i', / um die Hauptträgheits- 
axen setzen sich zusammen zu einer resultirenden Drehung r' um eine 
Axe a, deren Richtung gegeben ist durch: 

i.' : fi : i/ = cos {a, x) : cos {a, y) : cos («, z) , 

die drei Drehungsmomeute [L), [M), [N] zu einer Resultante {D) nm 
eine Äxe d, die gegeben ist durch: 

(i) : (M) •.{N) = co8 {d, x) : cos {d, y) : eos (rf, «}. 

£s gilt also nach (56') die Beziehung: 

A cos (k, i) : B cos (a, »/} : r cos (k, x) = cos {d, x) : eos (d, y) : cos {d, x). (56") 

Beachtet man, dass zwischen den Richtungswinkeln eines Rsdius- 
vectors e in dem Hauptträgheitaellipsoid, dessen Gleichung 

Ax'+By'+rx'^l 

ist, und denjenigen der Normalen n auf der Tangentenebene im End- 
punkt von p die Gleichungen bestehen: 

Acos(p, a;):Bcos{p, y):re03(^, x) = Coa(», 3;):cos(n, y):C0s(», »), 

so erkennt man die Gültigkeit des Satzes: 

Ein System von Impulsen ertheilt einem um einen festen 
Punkt drehbaren Körper eine Rotation um eine Axe «, deren 
Lage gegen die Hauptdrehungsaxe d der Impulse dadurch 
geometrisch bestimmt ist, dass eine Tangentenebene normal 
zu d an das Hauptträgheitsellipsoid in Bezug auf den festen 
Punkt gelegt, jenes in einer Stelle berührt, deren Rsdius- 
Teetor die Rotationsaxe a ist 

Fasst man die Gleichungen (56') mit den Faetoren X'jt', n'jx, 
v'jt' zusammen und bedenkt, dass 

T" = k" + fi'^ + v\ {Dr = (i)' 4- {Mr + (Ny 

ist, so findet eich: 

Mr'-(D)co3(rf, «), (56'") 
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worin M = (AA" + Bfi'' + Vv")lz' nach (37") das Trägheitsmoment des 
Körpers um die Botationsaxe « bezeichnet. Es gilt also der Satz: 

Die resultirende Eotationsgeschwindigkeit erhält man, 
wenn man das Drehungsmoment der Impulse um die Rota- 
tionsaxe « durch das auf diese bezügliche Trägheitsmoment 
dividirt. 

Ist (las starre System vollkommen frei beweglich, so kann man 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit den Coordinatenanfang in den 
Schwerpunkt legen und erhält so, indem man x,' = ^', y« = n', *o'=r 
und I = ); = ;;= setzt, die sechs Gleichungen: 



■-dt -' ■"dt_ ^' ""dt- 



-Y, r»^. 



dieselben geben durch Integration aber die unendlich kurze Zeit r 
unter Benutzung der obigen Bezeichnung: 

Ar = {L), Bfi = [M), Vv = (N). ^ ' 

Wirkt ein System Impulse auf einen frei beweglichen 
starren Körper, so ertheilt dasselbe dem Schwerpunkt die 
gleiche Geschwindigkeit, als griffe seine Resultirende in ihm 
an und wäre in ihm die ganze Masse vereinigt; die Rotations- 
geschwindigkeit um den Schwerpunkt ist dieselbe, als wäre 
der Körper in ihm unterstützt. 

Lassen sich hiernach die Geschwindigkeiten, welche ein System 
von Impulsen einem starren ruhenden Körper ertheilt, leicht bestimmen, 
so ist dadurch aber keineswegs das Gesetz der Bewegung des weiter- 
hin sich selbst überlassenen Körpers ausgesprochen, denn derselbe be- 
hält, auch wenn er keinen Kräften unterliegt, seine Geschwindigkeiten 
nicht unverändert bei. Die von uns gefundenen Werthe sind nichts 
anderes als die Anfangsgeschwindigkeiten, welche in Folge eines 
Systems ausgeübter Impulse eintreten; der weitere Verlauf der Be- 
wegung wird weiter unten der Betrachtung unterworfen werden. 



§ 21. Drehung eines starren Körpers lun eine feste Aze. Druck 
auf die Axe. Beispiele. 

Die einfachste Art der Bewegung eines starren Körpers, welche 
nicht auf die Gleichungen für einen materiellen Punkt zurückführt, 
ist die Drehung um eine im Körper wie im Räume feste Axe. 
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Sei die im Körper feste Brehungsaxe die ^-Axe und faile die- 
selbe in die im Baume feste Z-Äxe, dann ist i.' = fi = 0. Wir lassen 
den Anfangapunbt des mit dem Körper beweglichen Systems in den- 
jenigen des absolut festen fallen und haben demgemäss %„, y,, %„ 
dauernd gleich NuU, also auch xl, yl, *„' gleich Null. Endlich legen 
wir die .^-Axe durch den Schwerpunkt des Körpers, welcher den 
Abstand s von der Drehungsaie haben mag, und erhalten dadurch 
^ = 0. 

Demgemäss wird das System (34) vereinfacht zu: 

^,(i''2™«(^»" + yO) = 2^^- 

Hierin bezeichnen wie im vorigen Abschnitt p. 174 die A", X" . .. 
die aus den wirkenden Kräften ausgesonderten Beactionen der festen 
Ase, die in zwei Punkten p und g 
angreifend gedacht sind; L',L",M',M" 
sind die von ihnen um die X- und 
y-Aie ausgeübten Momente, also 

L' = -~z,.Y , 
L"= -z,Y", 
M' = + 2„A" , 
M"= + z,X'. 



Sehliesse die A-Axe mit der 

X- Axe den Winkel >f, mit der 

r-Axe den Winkel (^/2) — <p ein, 
so wird 




3;*= QtCOSqt — oft sin 9>, yi,= a^siiKp + i*( 
1} = s siny , ^ = s cfiSff , v' 
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und QQseie' Gleicbungea lauten: 

gS^.K + V) =2*.- 

Nur die letzte dieser Formeln ist von den Eeactionskräften ftei, 
sie stellt also die für die Bewegung massgebende Beziehung dar. 
In ihr bezeichnet 2™''("''' + ^*') = M das Trägheitsmoment am die 
feste Ase, 2^»= -^ ^^^ Summe der um dieselbe ausgeübten, nur von 
äussern Kräften herrührenden Drehungsmomente. Es gilt also der Satz: 

g-2f/M. (58") 

Die Winkelbeschleunigung eines starren Systemes um 
eine feste Axe ist gleich dem Quotienten aus dem auf jene 
Axe bezüglichen Drehungs- und Trägheitsmoment. 

Diese Gleichung stimmt der Form nach überein mit der für die 
geradlinige Bewegung eines Massenpunktes geltenden, welche die 
Linearbeschleunignng gleich dem Quotienten aus Kraft und Masse ergab. 
Es gelten also für die Integration die p, 35 aufgestellten Regeln. 

Verschwindet K, so ist die Rotation eine gleichförmige. 

Die übrigen Gleichungen (58') bestimmen die Eeactioneu der festen 
Axe, oder umgekehrt die Drucke und Drehungsmomente, die auf 
dieselbe ausgeöbt werden; die Componenenten letzterer sind 

'X': (X'+X"), Y'= -{¥'+ Y"), Z'^ -(Z'+ Z"), 

X° = - {i' + L") , Jf* = - {Jtf' + M") . 

Wir wollen zunächst die äussern Kraft« und Momente wegfallen, 
also die Kotation um die Z-Ase zu einer gleichförmigen werden lassen 
und erkennen dann Folgendes. Die Reactionscomponenten parallel der 
X- und y-Äxe verschwinden allgemein nicht mit den äussern Kräften, 
sondern — abgesehen von der Ruhe des Körpers, für welche difjdi = 
ist — nur in dem Falle, dass die Drehungsaxe den Schwerpunkt 
enthält, also s = ist; die Reaetionsmomente um die X- und r-Axe 
verschwinden dE^egen nur in dem Falle, dass die dem Körper und 
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der Drehungsaxe iDdividuellen Conatanten '^m„a^ei= — B' und 
2"'Acj.= — A', d. h. die Deviationsmomente tun die A- und ß-Axe, 
gleich Null sind, was nach p. 164 die Bedingung dafür ist, dasa die 
Z-, resp. die C-Ase, eine Hauptträgheitsaxe des Körpers ist. 

Findet beides zugleich statt, so behält der Körper die ihm ertheilte 
gleichförmige Kotation um eine im Körper und im Räume ruhende 
Axe selbst dann noch bei, wenn jene nicht mehr festgehalten oder 
unterstützt wird. Die Hauptträgheitsaxen durch den Schwerpunkt 
werden daher auch die natürlichen Drehuagsaxen des freien 
Körpers genannt 

Verschwinden nur die Keactioosmomente , aber nicht die Com- 
ponenten, so ist, um die Drehungsaie unverändert zu erhalten, nur 
nöthig, dass einer ihrer Funkte unterstützt werde. Die Kotation um 
eine der durch den festen Punkt gehenden Hauptträgheitsaxen bleibt 
also unverändert bestehen; daher heissen diese Richtungen auch die 
permanenten Drehungsaxen für jenen festen Punkt. 

Diese beiden Sätze behalten ofifenbar ihre Gültigkeit auch dann, 
wenn die äussern Kräfte zwar nicht verschwinden, aber nichts weiter 
liefern, als ein Drehungsmoment um die betreffende Hauptträgheitsaxe. — 

Besonders einfache Werthe nehmen die auf die Axe wirkenden 
Drucke und Momente an, wenn man sie auf die im Körper festen 
Axen A, B, C bezieht; die ihnen parallelen Oomponenten mögen wieder 
mit A, B, C, die um sie wirkenden Momente mit F, O, H bezeichnet 
werden. 

Dann gilt: 

Ai = XtCOS(f + F»siny, £,= — -Yjsiny + Y^costf, C,.= Z,,, 
Ft = LiCosip + üfj, sin gp, (?*= — i^siny + M^coa^, H^ = 2f^, 

und es folgt demgemässr 

0=C'+C~ + 2G, (69) 
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Verschwindet das äussere Moment ^B- = ^ifh, so ist nur 
d'^/dt' gleich Null zu setzen. 
Beachtet man, dass 

(S)2™.^c.s(..,^)=(S)2»....-(S)-~; 

(S)2'-.--(-..i') = (S)S»..».-o 

die Componenten der gesammten Centrifugalkrätte sind, welche der 
Körper erfährt, so sieht man, dass die erste Formel aussagt: 

Die Componente des Druckes A'= —{A' + A"), welche die 
Axe in der Richtung durch den Schwerpunkt des Körpers 
erleidet, ist gleich der Summe der bezüglichen äussern 
Kräfte plus der Resultirenden aller Centrifugalkräfte. 

Dieser Safej geht vollkommen parallel mit dem zweiten der p. 59 



Die zweite Formel combiniren wir mit der letzten, um d'^jät' 
zu ellminirea, und erhalten so: 

Die Componente des Druckes B°= ~(B'+B"), welche die 
Axe in der Richtung normal zu der Ebene durch den Schwer- 
punkt des Körpers erfährt, ist gleich der Summe der bezüg- 
lichen äussern Kräfte minus dem Product aus dem Moment 
der Maase ms in das äussere Drehungsmoment 2-*'» 'ü^'idirt 
.durch das Trägheitsmoment um die feste Axe. 

Diese Componente verschwindet, wenn sich der Körper auf einen 
Maesenpunkt reducirt, der mittelst einer starren Linie an die Drehungs- 
axe befestigt ist; denn dann wird '^K„= s^ ^ ™^^ M = ms". 

Wirkt auf den Körper parallel der A;-Axe die Schwere, so ist, 
wenn man M = »»(x'+ s") setzt: 

B°= -{B'+B")= -.mgll--^-j]siD<p: -^^-^siny'. 

Ist der Körper ein Pendel, welches gerade die grösste Elongation 
erreicht hat, also die Geschwindigkeit Null besitzt, so ist gleichzeitig: 

A'= ~ (A' + A!,') = mg COS <p , 

und beiden Componenten entspricht eine Resultirende, die einen 
Winkel ^ mit der .4-Äxe einsehliesst, gegeben durch: 

tgifi = i^^tg^; 

Vsigt, Elcm. UKhBDik. 13 
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die Resultirende hat also stets eine Richtung, welche zwischen die X- 
und die J-Axe fallt. — 

Wir wenden uns nun zu speciellen Anwendungen der Gleichung 
(58"), welche die Bewegung eines starren um eine feste Axe drehbaren 

Körpers hestimmtfl; sie lautete: 

d'f _ N 
dt' ~ tA' 

Besonders häufig und wichtig sind die Fälle, dass das Drehungs- 
momeut N zusammengesetzt ist aus Gliedern, die linear in der Winkel- 
geschwindigkeit d<fjdt und dem Drehungswinkel 9) sind, sodass die 
allgemeine Fonn entsteht: 

Setzt man tp + {ajb) = Ce'" , so wird diese Gleichung zu 

5"=6 + 2cg, 
woraus folgt: 



Dies zeigt, dass, den zwei Wurzeln j, und q, entsprechend, zwei 
particuläre Lösungen 95, + (a/6) = C,«*' und ^, + (a/ö) = C,«'"' der 
Gleichung genügen, und man sieht leicht, dass von dem Ausdruck: 

dasselbe gilt; letzterer enthält die zwei Integrationsconstanten, welche 
die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zeigen muss. 

Man erkennt sogleich, dass zwei wesentlich verschiedene Fälle 
eintreten, je nachdem (6 + t^) S ist Im ersten Falle sind die Wurzeln 
.5, und 5, reell, im zweiten conjugirt eomplex; im ersten Falle müssen 
also die Constanten C„ C, reell, im letzteren conjugirt eomplex sein, 
Und wir erhalten demnach die folgenden beiden Möglichkeiten: 
I. 6 + c'>0, 

(p = Ct''"' + q,e^' — -^> (60') 



IL 6 + c'<0, 

if = 6°\ä cos/)( + BsinjX) — y (60") 

^b -\- c' = ip\ 
hierin sind A und B neue willküiliehe reelle Constanten. 

DigilizedbyCoO^^IC 



§ 21. Drehung eines statren EOrpers um eine fest« Aie etc. 195 

Wir betrachten zunächst die Formeln unter I, welche zeigen, 
dass hei den im ersten Fall gemachten Yoiaussetzungen (p jeden 
Werth höchstens zwei Mal annimmt, während t von — oo his 
+ oo geht. 

Bedenkt man, dass eine Umkehr des Vorzeichens ron q„ q, oder 
0„C, durch eine solche für ( oder (f aufgehoben wird, so sieht man, 
dass für den ganzen Verlauf der Function y hier im Ganzen vier 
wesentlich verschiedene Specialfälle möglich sind, die sich folgender- 
massen darstellen: 

a) q,, q, und C, 0, haben untereinander gleiches — etwa positives 
Vorzeichen; dann beginnt für ( = — oo der Drehungswinkel <p von 

— v.jb und wächst, ohne ein Maximum oder Minimum zu erreichen, 
mit der Zeit bis + oo. 

b) q„ q, haben verschiedenes, C„ C, gleiches Vorzeichen, q„ C„ C, 
möge positiv sein; dann beginnt rf mit i = — oo von + oo, nimmt 
bis zu einem Minimum ab und wächst mit t wieder bis + oo. Die 
Ourve für ff besitzt keinen Wendepunkt. 

c) q„ q, haben gleiches, C,, C, verschiedenes Vorzeichen, q,, q,, C, 
möge positiv sein; dann beginnt y für i = — co mit dem Werthe 

— ajb, erreicht ein Maximum oder Minimum und nimmt darnach 
im ersten Falle bis — oo ab, im zweiten bis + oo zu. Die Curve 
besitzt einen Wendepunkt. 

d) q,y 3i und C,, C, haben untereinander verschiedenes Zeichen, 
9, und C seien positiv; dann beginnt qi? für i = — oo mit ± oo und 
nimmt, ohne ein Maximum oder Minimum zu passiren, bis ^ oo ab, 
resp. zu. Die Curve besitzt einen Wendepunkt. 

Die Formeln unter II zeigen, dass cp den Werth — ajb unendlich 
oft annimmt und zwar in Zeiten, die um die Constante T= ji/p von 
einander abweichen; die Bewegung ist also in dieser Hinsicht periodisch. 
Aber sie ist keine schlichte periodische, denn die grössten Abweichungen 
von dem Werthe y = — ajb nach der positiven und negativen Seite 
sind nicht constant, sondern nehmen je nach dem Vorzeichen von o 
entweder von Unendlich ah bis Null oder von Null zu bis Unendlich. 

Wir betrachten nunmehr einige physikalisch wichtige Probleme, 
die auf Gleichungen der Form (60) führen. 

1. Theorie der Atwood'schen Fallmaschine unter Rücksicht 

auf das Trägheitsmoment der Rolle, das Gewicht des Fadens 

und die Axenreibung, 

Sei die Masse der beiden am Faden hängenden Gewichte je 
gleich M, diejenige des Uebergewichtes m, die der Längeneinheit des 
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Fadens gleich fi; sei ferner die Höhendifferenz der beiden Fadenenden 
am Anfang der Bewegung gleich — L, der Radius der Rolle gleich R, 
so ist, nachdem die Bolle sieh nm den Winkel <p gedreht, das fallende 
Gewicht also den Weg- Rip zurückgelegt hat, das Drehungsmoment 
der Schwerkraft: 

R{m-fA{L~2R(p))g; 

-davon subtrahiit sich das Moment der Asenreibung q, das als eine 
Constante anzusehen ist. 

Das Trägheitsmoment setzt sich zusammen aus dem der Rolle M 
und demjenigen der am Faden hängenden Massen, die sich ebenso 
verhalten als wären sie im Abstand R angebracht. Wir erhalten 
hiernach : 



oder kurz 
faUs 



R[m-^(L-2B<pi}g- 

M + fi'(2Jtf + m) 



(61) 



(61') 



M + Ä'(2Jlf + m) M + R'(2M •\- m] 

gesetzt ist. 

Vergleicht man dies mit den allgemeinen Formeln (60) und (60'), 
so erkennt man, dass wegen c = 0, 6 > der Fall I vorliegt und wir 
erhalten : 

5, = 4- Yb, q,= - Yb, also 

y = C,e'^+ Ce-''^- j ■ . (61") 

Sei zur Zeit t ~ sowohl <p als dcpjdt gleich Null, so resultirt: 

also C,= C, = (a/2i<) und daher 



Dies ist der strenge Werth, der mit R multiplicirt den zur 
Zeit ( zurückgelegten Weg R(p = s angiebt. Man siebt zunächst 
keinerlei Verwandtschaft des Resultates mit den Gahlei'schen Fall- 
gesetzen, zu deren Demonstration der Atwood'sche Apparat gewöhnlich 
dient Indess ist f^b , in der Hauptsache gegeben durch den Aus- 
druck t'^igl'^M, für kleine t, wie sie hei der Anwendung aus- 
schliesslich in Betracht kommen, eine gegen Eins kleine Grösse; 
fig ist die Masse der Länge 981 cm des Fadens durch (1 sec.)' dividirt, 
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und wird nur einige Centigramme betn^en, während M hundert 
Gramm erreichen kann. Dann würde der Factor von ( eine Zahl in 
der Höhe einiger Hundertel sein, dividirt durch eine Secunde, das 
Product in den practisch vorkommenden Fallen einige Zehntel betragen; 
mau kann also eine Entwickelung der Exponentialgrössen vornehmen 
und erhält: 

^ = ^'? = -r(r:2 + rT:3T4 + 7777:6 + ■■■)' 

2 V ^ 12 ^ 360 ^ / 

Dies zeigt: die Abweichung des Gesetzes für den FaUraum s von 
der Proportionalität mit (' verschwindet, wenn die Masse des Fadens 
so gering ist, dass bt'/\2 neben Eins vernachlässigt werden kann. 
Man erhält dann, wenn m&n auch noch /iL neben m fortlässt: 



\-Ji'(2M+m) 2 



(62-) 



also eine Bewegung, deren constante Beschleunigung dureh das Träg- 
heitsmoment der Rolle und durch die Äxenreibung verkleinert wird. 

2. Theorie der gedämpften Schwingungen bei kleiner 

Amplitude. 
. Schwingungen, welche in Folge einer Widerstandskraft allmählich 
zur Ruhe kommen, werden an verschiedenen physikalischen Instru- 
menten der Beobachtung unterworfen, theils zur Bestimmung der Kraft, 
Tvelehe die Schwingungen hervorruft, oder derjenigen, welche sie 
dämpft, theils zur BeaUmmung des Trägheitsmomentes des schwingen- 
den Körpers. 

Damit ein um eine Axe drehbarer Körper in Schwingungen ge- 
rathe, muss durch seine Ablenkung aus der Ruhelage ein Moment 
entatehen, welches bestrebt ist, ihn in dieselbe zurückzuführen. Für 
hinreichend kleine Drehungswintel (p wird man dasselbe nach Potenzen 
von y entwickeln und sich auf das lineare Glied beschränken können; 
man hat daher für dies Moment den Werth D„— D,y. 

Die dämpfende Kraft betrachten wir als eine Function der Winkel- 
geschwindigkeit dfjät und verfahren wie zuvor, beschränken uns aut 
kleine Geschwindigkeiten, entwickeln die Function daher nach Potenzen 
von d(pjdt und brechen mit dem zweiten Glied ab, so dass wir für 
das Moment der Widerstände den Werth haben E^~E,{d(pjdt). Die 
Bewegungsgleichnng wird hiemach: 

M^r=(D. + ^.)-A?'-£'.g- (63) 
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D, ist der bei einer Vergrösaerang der Ablenkung qo um die 
Winteleinheit, E, der bei einer Vergrössemng der Geschwindigkeit 
dipldt um die Geschwindigkeitseinheit eintretende Zuwachs der beiden 
Momente, die beide der Bewegung entgegenwirken, wenn D, und E, 
positiv sind. 

Das constante Glied A stellt das Drebungsmoment dar, das der 
Körper erfährt, wenn ^ = ist, E, das Widerstandsmoment, das bei 
der Geschwindigkeit d^/dt = wirkt und das, wenn es bei der Bewegung 
dämpfend wirken soll, stets das entgegengesetzte Vorzeichen wie d^jdt 
haben muss; E, würde etwa als eine gleitende Reibung, z. B. als 
Axenreibung bei der Drehung anzusehen sein. 

Der Winkel <p ist gegen eine beliebige Anfangslage des Körpers 
gerechnet; es hegt nahe, zu dieser die Ruhelage des Körpers zu wählen; 
da dieselbe durch 

definirt ist, so ergiebt sich aus (63) 

A+ K= D.q>,' 
für den Winkel ^,', welcher der Ruhelage des Köipers entspricht. 

Dabei ist aber zu bemerken, dass, weil E, eine Widerstandskraft 
ist, die der Bewegung entgegen wirkt, die obige Formel bei positivem 
E„ nur für eine Verschiebung in negativer Richtung gilt, z. B, auch 
wenn der Körper, von grossem Winkeln (p herkommend, zur Ruhe 
gelangt ist-. Für eine positive Verschiebung ist E„ mit — E„ zu ver- 
tauschen und es gilt dann für das Gleichgewicht, das durch eine Ver- 
schiebung von kleinern Werthen »p her erreicht wird: 

I),-E, = D,(p:. 

Zwischen diesen beiden äussersten Werthen q^,' und y,' liegen 
unendlich viele Gleichgewichtslagen, in denen der Widerstand E„ nur 
unvollständig in Anspruch genommen wird; in der mittlem Lage, die 
gegeben ist durch: 

wirkt er gar nicht; in dieser würde also der Körper ohne AViderstand JJ, 
ruhen. 

£s ist daher angemessen, die so gegebene Lage als Anfangslage 
zu wählen, was sich dadurch ausdrückt, dass in der Gleichung (63) 
D, mit 'SuW zu vertauschen ist. Sie lautet demgemäss: 
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das obere oder untere Vorzeichen gilt für Bewegungen in positiver 
oder negativer Bichtung. 

Vergleichen wir dies mit dem a%emeinen Schema (60), so 
finden wir: 

a=T^, 6=-_, 2c=-^, 

und die Formeln (60') und {60") zeigen, dasa trote dea negativen 
Werthea von b mit den gemachten Voraussetzungen periodische und 
nicht periodische Bewegungen vereinhar sind; wir haben beide Fälle 
gesondert zu diseutiren. 

I. Ist 5 + c" = (£;,74M"- A/M) >0, also die dämpfende Kraft 
beträcbtlich, so gilt: 

falls kurz 



A — /lA - El - 

2M ~ *"' y itA' M ^ 



gesetzt wird. Das obere Vorzeichen gilt fflr eine Bewegung in posi- 
tiver, das untere für eine solche in negativer Sichtung. 

Ist für (= 0: (p = — E^j Dl, der Körper also an der negativen 
Grenze seines Ruhebereichs, und wird ihm durch einen Stoss eine positive 
Anfangsgeschwindigkeit i/r = (d(pldt)t=(, mil^etheilt, so bestimmen sich 
die Constanten (7,, G, aus den beiden Gleichungen: 

= a + G„ 

und es wird, so lange die Bewegung in positivem Sinne andauert: 

'P"S~"('"-'~"^-T.- («*■' 

Dies zeigt, dass die Ablenkung ff ein Maximum erreicht zur Zeit t, 
die gegeben ist durch die Beziehung; 

dasselbe hat die Grosse; 



Hier kehrt die Bewegung um und es gilt daher fortan 

,p = r"(cy"+ er") + ^ ; (64'T 
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für die Rechnung ist es am be4ueiii8ten die Zeit iu dieser zweiten 
Periode wieder von Null an zu zählen. Die Conetanten sind dann 
ans den Bedingnngen zu bestimmen, dass für < = 0: 

sein muBS. 

Man erhält so für die zweite Periode: 

»■"l* - 1) ^' «j" + '■""+(''- ■•' '"") + f ' («*'"> 

eine Formel, welche zeigt, dass der Körper nach unendlich langer Zeit 
in der Position 



zur Euhe kommt. 

Fehlt die constante Widerstandskraft oder Aienreibung S., so gilt 
die Gleichung (64') in der Form 

V^,'- {''•-'-") (66) 

für die ganze Dauer der Bewegung, die zur Zeit ( = mit der Ge- 
schwindigkeit tfj in der Lage y = beginnt und nach unendlicher 

Zeit ebenda endet. 

Die grösste erreichte Ausweichung ist: 

ihre Beobachtung kann bei bekanntem r und p dazu dienen, die 
Anfangsgeschwindigkeit tp nnd dadurch nach p. 187 das Moment des 
Impulses zu bestimmen, der dieselbe zu erzeugen vermag; indessen 
sind hierzu die weiter unten zu besprechenden periodischen 
Schwingungen mehr geeignet. 

Fehlt endlich auch das Drehungsmoment D, und ist der Körper 
mit einer Anfangsgeschwindigkeit i^ in der Enhelage ^ = nur der 
Widerstandskraft E.dtpjdt Qberlassen, so gilt: 

V = 27(1 -«""'); (65") 

die Bewegung dauert unendlich lange in positiver Richtung an bis 
zu der Endamplitude 
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n. Ist fi + o'=(ff.74M"-i>./M)<0, also die dämpfende Kraft 
geringer, so gilt, wenn wir znnächst von der Asenreibnng abseliei], 

also E,= setzen : 

(p =^e~''{Acospt + ßsinp(), (66) 



l/t- 



abgekürzt ist. 

Ist für i = der Körper in der Buhelage, also fp = 0, und wird 
ihm dnrch einen Stoss die Aniangsgeschwindigkeit tf) = {d^jdi)t=a 
mitgetheilt, so bestimmen sich die Gonstanten A und B: 

A = (i, Bp = >p, 
so dass wird: 

{p = —&~^'smpl. (66'), 

Durchgänge durch die Ruhelage finden zu den Zeiten t = hnjp 
statt, sodass die Dauer einer einfachen Schwingung ist; 

" 2nM ,„„„, 



r=- 



i/&- 



y47>,M -B,' 



■-'i/S- 



Ist die Dämpfung sehr gering, so erkennt man, dass sie nur mit 
einem Glied zweiter Ordnung auf die Schwingungsdauer emwirkt, die 
sich dem Orenzwerth nähert: 

'^ (66™) 

Diese Formel wird bei beobaehetem T„ je nach Umständen, bald 
zur Bestimmung von M, bald von D, benutzt 

Wird z. B. das Drehungsmoment D, durch die Drillung eines 
elastischen Drahtes geliefert, der an seinem obern Ende befestigt ist 
und an seinem untern einen Körper (etwa eine Kreisselieibe aus Metall) 
von so einfacher Form trägt, dass sein Trägheitsmoment aus seinen 
Dimensionen und seiner Masse leicht und genau zu berechnen ist, so 
kann man durch die Messung von Torsionsschwingnngen das Drehungs- 
raoment i>, des Drahtes bestimmen, welches der Ablenkung y = 1 
entspricht Hierbei ist besonders günstig, dass in diesem Falle die. 
Proportionalität des Momentes mit dem Ablenkungswinkel noch für 
sehr beträchtliche Amplituden mit grosser Genauigkeit gilt 

Ist so D, für einen gegebenen Draht gefunden, so kann man ihn 
dann zur empirischen Bestimmung von Trägheitsmomenten benutzen, 
die der Berechnung grössere Schwierigkeiten bieten. Man wird bei- 
spielsweise an dem Draht zunächst einen Apparat zur Befestigung von 
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andern Körpern, z. B. von Stäben, anbringen und dessen Trägheits- 
moment M° durch Schwingongsbeobachtungen feststellen, etwa finden: 

daranf wird man den eigentlich zu untersuchenden Körper vom Tr^- 
heitsmoment M' hinzufügen und etwa erhalten: 



r = 



Dann ist: 






M' = (r -T)^- 



Aehnlich wie einen gedrillten Draht kann man zur Bestimmung 
von Trägheitemomenten die im vorigen Abschnitt beschriebene bifllare 
Aufhängung anwenden, deren Drehungsmoment bei kleinen Amplituden 
ehenialls mit <f proportional ist. 

Hier ist dann: ^ ^ jtfgOf/ 

worin Mg das Gewicht des aufgehängten Apparates, l die Länge der 
Fäden, und U ihre Abstände oben und unten bezeichnen. 

Dabei ist, wie schon im vorigen Abschnitt bemerkt, wenn die 
Fäden nicht sehr dünn gegen ihren Abstand sind, eine gewisse Un- 
sicherheit darüber vorhanden, welche Entfernungen für und U zn 
wählen sind. 

Diese Schwierigkeit lässt sich nach einem Verschliß von Gauss 
folgendermassen umgehen. 

Man legt einen Stab so in den Apparat, dass sein Schwerpunkt 
sehr nahe in die Drehaxe fällt, was sich durch gewisse einfache Kunst- 
griffe leicht erreichen lässt. Beiderseits sind in gleichen Abständen 
L', V . . . vom Schwerpunkt und somit von der Drehungsaxe feine 
Marken angebracht, welche gestatten, gegebene gleiche Massen m, z. R 
ejlindrische Metallstücken, so aufzuhängen, dass ihre Schwerpunkte um 
eben diese Längen U, U' ... von der Drehungsaxe abstehen. 

Möge der Apparat mit dem eingelegten Stab die Schwingungs- 
dauer T" haben, also gelten : 



/ HW 
^\ gOJJM' 



hingegen, wenn die Massen «i in den Entfernungen U, U' ... ange- 
bracht sind, resp. die Schwingungsdauem 7", T" ... haben, sodass ist; 

\ gOU(M+ 2m) ' 



'^^4'- 



l(W + 2«,(.- + g' |) , 
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hierin bezeiehnet mx' das Trägheitsmoment eines der angebrachten 
Gewichte m um eine verticale Axe durch seinen Schwerpunkt. 
Daraus folgt: 

gOU ^ 2n:'(L"~ L -) 
il ~ (r'-T"')(M+.2m)' 
und hierdurch ist also das ganze in D, auftretende Aggregat gOUjil 
mit einem Male bestimmt; setzt man seinen Werth in die Tormel für 
T' ein, so folgt auch M" und damit ist Alles bekannt, was man nöthig 
hat, am die bifilare Aufhängung zur Bestimmung von Trägheits- 
momenten zu verwenden. — 

Nachdem wir so die practiache Anwendung des Gesetzes der 
Schwingungsdauer erörtert haben, wollen wir uns zur Betrachtung des 
Gesetzes der Schwingungsamplituden wenden. Es war nach {66'): 

cp = —6~'''ampt, 
dabei p 



y M 4M' 



Maxima oder Minima yon tp finden statt zu Zeiten r, die gegeben 
sind durch die Gleichung: 

etgPT = -^- (ß7j 

Die Wurzeln dieser Gleichung folgen einem einfachen Gesetz; ist 
die erste, positive gleich r,, so sind die folgenden gegeben durch: 

WO h eine ganze Zahl ist; demgemäss bestimmt sich das %te Maximum 
oder Minimum von (p durch: 

(_1)*0. = J«-'('" + ''^sinr„ {67') 

wobei nun alle 0,, positiv sind; es gilt also: 



Die Schwingui^samplituden ((>« bilden also in ihren absoluten 
Werthen eine geometrische Reihe; das gleiche gilt von dem directer 
ablesbaren Intervall W^ zwischen einander folgenden Umkehrpunktön, 
definirt durch: 

Es lässl sich demnach leicht der Werth des Exponenten: 

TE, 



p 2,,-, 
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durcli die Beobachtimg bestimmea and bei direct beobachtetem T und 
berechnetem M die Grösse der dämpfenden Kraft E, ableiten. — 

Die erste Amplitude nach Ertheilung der Geschwindigkeit i/^ kann 
zur Bestimmung dieser OrOsse und dadurch zur Bestimmung des 
Impulses dienen, welcher die Schwingungen hervorgerufen hat; der- 
gleichen Messungen werden im Gebiete der electrischen Induction 



Die Zeit t des ersten Maximums für ip ist die erste positive Wurzel 
der Gleichung: 

etgi'r = y; 

da man durch die Beobachtung der fönenden Amplituden, wie oben 
gezeigt, den Werth rjp leicht erhalten kann und ajp = 7" die Dauer 
einer einfachen Schwingung giebt, so ist in der Gleichung 

alles auf der rechten Seite Vorkommende bekannt 

Ist rjp klein neben Eins, so ist pt, nur wenig von ot/2 verschieden 
und man kann die Gleichung (67) zu leichterer Berechnung ron t, in 
eine Reihe entwickeln. 

Wenn auf die besprochene Weise ^ gefunden ist, so folgt daraus 
die Grösse des angewandten Impnlsmomentes [N) nach Gleichung (56'): 

{N) = vM. — 

Wirkt ausser der mit der Geschwindigkeit proportionalen auch 
noch eine constante Widerstandskraft, so gilt nach (60") an Stelle 
von (66): 

<p = e"" {A cospt + B smpt) ^ ^ , (69) 

wo das obere Torzeichen für Bewegungen in positiver, das untere für 
solche in negativer Richtung zu benutzen ist; es gilt also dieselbe 
Formel immer nur für die Dauer einer einfachen Schwingung and 
es inüssen die Constanten A und B für eine jede dieser Perioden neu 
bestimmt werden. 

Seien die einfachen Schwingungen durch Ordnungszahlen bestimmt 
und mögen die in positiver Richtung stattfindenden die geradzahligen 
sein. Betrachten wir dann den Anfang der (& + l)ten einüben 
Schwingung, der zur Zeit r^ stattfinden möge; die Anfangsamplitode 
sei (— 1)* ^,, also, da 0j, positiv ist, negativ bei positiver Bew^nags- 
richtung; die Geschwindigkeit ist zur selben Zeit t» gleich Null. 
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Demgemääs moss gelten: 

(- !)*(*.- ^) = e-"M^A + iC0Si»T,+ Sa + i8iaj)n), (69') 

0= —Alt + i{r oospr^ + p Biapzi) + Bi, + j {p cospTs ~ r sin p t^). 

Für das Ende dieser Periode gilt: 
(-l}'' + ^(*,+ ^) = 8-'"''' + i(^'. + icos;)n + i + ÄA + isini)TÄ + i), (69") 
0= —Ai^-i{rcospTt + i+psiapTu^i) + Bk + i(pcospn^.i — TsiapTH + ij. 

Die Betiaclitang dieser Formeln genügt, um den Einfluss einer 
coDstanten Keibung auf die Gesetze der Oscillation zu erkennen. 

Die beiden zweiten Gleichungen zeigen, dass t* und ta + i der- 
selben Relation: 

genügen, es muss also, da zwischen diesen beiden kein anderer Werth 
die Gleiebnng erfüllt, 

J» (rft + 1 — r«) = w 

sein; die Differenz t^ + i — n^ 5"= ^/p ist also die eonstante 
Dauer einer einfachen Schwingung und unabhängig von der 
Constanten Widerstandskraft. Es gilt daher für die Dauer einer 
ein&chen Schwingung die Formel (66"): 

T= - 



n 



E,' 



Die beiden ersten Gleichungen (69') und (69") lassen sieh in 
Rücksicht darauf, dass ph+\ = pt„+ n ist, in der Form schreiben: 

<i>*-J = Ä„ 0* + i + ^ = K.e~"'' (70-) 

und daraus erkennt man, dass jetzt die Amplituden seihst keine 
geometrische Reihe mehr bilden, sondern: 



(70") 



<ft. + i + l 



ein constantes VerhäJtniss giebt. 

Stellt man zu den letzten Formeln die für die folgende (/i+2)te 
einfache Schwingung geltende, so hat man: 
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und erhält daraus: 
und: 



Sind die Widerstandskräfte gering, sodass man in Bezog anf 
)-n/p und E,/D, quadratische Glieder vemachlässigen kaoD, so schreibt 
sich dies; 

Da aber die zweite Gleichung {A» — Kj + j) als eine Grösse erster 
Ordnung ergiebt, so ist die rechte Seite der ersten Gleichung zweiter 
Ordnung und daher zn setzen: 

0^-2(|>s + i+*^ + 2 = O oder <t}^+ <Ph*-2= ^^h + i- (71") 

Hieraus lässt sich eine Kegel ableiten, um für Körper, die unter 
AViderstandskräften schwingen, die Buhelage zu bestimmen, welche sie 
ohne diese Widerstände einnehmen würden, und die direct nur sehr 
mühsam zu beobachten sein würde. 

Man beobachte auf einer, Scala mit beliebigem Null- 
punkt drei auf einander folgende Umkehrpunkte des schwin- 
genden Körpers, die auf die Zahlen sj, sä + i, s^ + a fallen 
mögen; dann ist 



der der gesuchten Bnhelage entsprechende Punkt der Scala. 
In der That: si, — s„ s, — «ä + i, Sfc + 3— s„ sind proportional mit 
den drei auf einander folgenden Amplituden <I>h, "^ü + ii ^a + ai führt 
man dies aber ein, so verwandelt sieh die letzte Gleichung in; 

<f»i-2</)i + i+ 0^ + 3 = 0. 

Diese Gauss'sche Begel kommt stets bei der Benutzung der 
Waagen in Anwendung, um aus deren Schwingungen schnell and 
sieher die Ruhelage zu bestimmen. 

Man kann sie leicht für den Fall grösserer Widerstände erweitem, 
indem man bei der Entwickelung der Exponentialgxössen noch die 
nächsten Glieder beibehält. Es gilt z. B. unter Berücksichtigung der 
Glieder zweiter Ordnung: 

0;,- 4 0A + 1+60A + 2- 40A + 3+ *Ä + i = 0. 
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§ 22. Theorie der Anwendung dea Pendela zur Bettimmong der 
BescUetmigrang durch die Schwerkraft. 

Für die Dauer T der einfachen Schwingung eines schweren 
Masseapunktes auf einer vertical stehenden Kreishahn vom Radius l 
oder eines sogenannten einfachen Pendels ton der Länge l hatten wir 
schon im ersten Theil, § 9, das Gesetz gefanden 



-'^. 



welches für unendlich kleine Amplituden gilt. Dasselbe zeigt, wie 
durch eine Beobachtung von T und l die Beschleunigung g durch die 
Schwere sich einfachst bestimmen lassen würde. Indess ist die bei 
der vorstehenden Formel vorausgesetzte Anordnung bei dem Experiment 
nach vielen Seiten hin nur angenähert zu erreichen, nud wir wollen 
daher jetzt ausführlich die störenden Umstände erörtern, welche bei der 
Bestimmung der überaus wichtigen Grösse g in Betracht kommen, 
und die Methoden, die man anwendet, um ihren Einflnss auf die 
Beobachtung theoretisch zu erkennen und practisch zu eliminiren. 

Die Pendel, welche zur Bestimmung von g wirklich angewandt 
werden, und die man im G^ensatz zu den oben erwähnten idealen 
oder „einfachen" wohl „zusammengesetzte" nennt, 
sind starre Körper, die um eine horizontale Äse A 
unter der Wirkung der Schwerkraft drehbar sind. 
Ihre Masse sei mit M, ihr Trägheitsmoment um die 
Axe A mit M bezeichnet. Die drehend wirkende 
Kraft ist die Schwere, deren Resultante Mg im 
Schwerpunkt s des Körpers angreift Das Pendel 
ist in stabiler Ruhe, wenn sich der Schwerpunkt S 
normal unter A befindet, eine Ablenkung um den 
Winkel <p gieht ein zurückdrehendes Moment: 




Fig. 23. 



N = 



- Mgs sin^. 



ä s den Abstand des Schwerpunktes von der Äxe bezeichnet. 
Wir erhalten demgemäss die Bewegungsgleichung 






B s\n(p, 



(72) 



welche nach MuUiplieation mit dfpjdt und einmaliger Integration 
ergiebt: 

-^{-^\=0^-Mgsm%<p. 
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Ist für f = das Pendel in seiner grössten Elongation <l> nach 
der positiven Seite and also [dif)ldt),=.(i=0, so wird: 

M (^)'= 2Mgs(<ios(p - cosO»), (72') 



Y MffiJ j/2(cüs* - cos*)' C^^") 

wo das negative Zeichen für die Daner der ersten einfachen Schwingung 
gilt Setzt man hierin 






(72") 



die Ablenkung des Pendels zu beliebiger Zeit wird also durch ein 
elliptisches Integral erster Art gegeben. Für die Praiis ist es bequem, 
da die Amplitude immer nur einige Grade beträgt, den Nenner zn 
entwickeln und zu schreiben: 



= j/jS^/'^V [^ + I ^'"' I «'"> + It! ^"' T ^•°> + ■ • ■ 



Die Dauer einer einfachen Schwingung erhalten wir hieraus, wenn 
wir die untere Grenze i/i = — 7rj2 wählen, denn dies entspricht der 
Zeit, die verflieast, bis die Amplitude zum ersten Mal den Werth — * 
erreicht Demgemäss findet sich unter Bücksicht auf die Beziehung 



r - ,„ , 1.3.5. ..(2« 
j Slu'-"Vdl^- 2.i...2, 



Lassen wir den Körper zu einem einzigen schweren Punkt Jü im 
on der Aie werden, so ist für diesen M = Ml' und s = (; 
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es wird also der Factor MjMs zu /, währOHd alles übrige bestehen 
bleibt. Wir erhalten daher den Satz: 

Ein zusammeugesetztes Pendel besitzt dieselbe Schwin* 
gungsdaaer T^,, wie ein einfaches von der Länge /, wenn die 
Beziehung besteht: 

Drückt man das Trägheitsmoment M durch den Trägheitsradins x 
um eine zur gegebenen parallele Axe durch den Schwerpunkt und 
durch dessen Abstand s aus, gemäss (39'), so erhält man auch: 

'-^ = 1. {74') 

Die Betrachtung des in der Klammer von (73) stehenden Werthes 
zeigt femer: 

Die Schwingungsdauer eines Pendels wächst mit seiner 
Schwingungsweite. 

Dies Wachsthum ist nur gering und beträgt hei einer Zahl 
von n Graden, die so klein ist, dass das dritte Glied zu ignoriren 
ist, den 0,000 018 . n'ten Theil des Ganzen. Bezeichnet man den 
Klammerausdruck mit 1 + t, so giebt die Formel (73), nach g auf- 
gelöst, den Werth: 

'=K(fj'ii + <')'- ("") 

T^j(l + a) ist dabei die einer unendlich kleinen Amplitude ent- 
sprechende Schwingungsdauer, die wir weiterhin kurz T nennen 
wollen. 

Für die Bestimmung von g durch die Beobachtung sind also die 
fünf Grössen M, M, s, r* und a zu bestimmen. 

Die geringste Sehwier^keit biet«t M und <t dar; die Masse des 
Pendels wird durch Wägung bestimmt, die Amplituden (/> werden am 
Pendel direct abgelesen, und für nicht zu grosse Zeitintervalle ist ihre 
Veränderlichkeit in Folge der Widerstände dadurch genügend zu be- 
rücksichtigen, dass man mit dem arithmetischen Mittel tf>„=('J*a+ 'J*i)/2 
der Anfangs- und Endamplitude rechnet. 

Die Sehwingungsdauer wird dadurch bestimmt, dass man die 
Zeit T beobachtet, während welcher eine nicht zu kleine Anzahl n von 
Schwingungen stattfindet Es lässt sich durch eine strenge Analyse 
zeigen, dass dann rjn sehr nahe die Grösse derjenigen Schwingungs- 
dauer ist, welche der mittleren Amplitude <f>„ in dieser Zeit entspricht 

Für diese Beobachtung hat man zwei Methoden, welche beide 
eine ungefähre Kenntniss des Werthes von T, die man durch directe 

Voigt, Elim. Hechsnlk. 14 
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Zählung einer Anzahl von Schwingungen und Ablesung der ihnen ent- 
sprechenden Anzahl Ton Secunden leicht erhalten kann, voraussetzen. 
Bei der ersten „gewöhnlichen" Methode beobachtet man mit 
einem auf die Ruhelage des Pendels eingestellten Fernrohre die Zeit- 
punkte i,,t„t„... beliebiger Durchgänge des Pendels durch die 
Kuhelage, sowie die ihnen direct vorhergehenden oder folgenden 
Elongationen 0„, </>,, tf*„..., bestimmt dann mit Hülfe des vorläufigen 
Werthes von T die Anzahl n,, n„ . . . der zwischen je zwei sich 
folgenden Ablesungen liegenden Schwingungsdauem und erhält dadurch 
folgende Gleichungen zur Bestimmung von T, d. h. der einer unend- 
lich kleinen Amplitude entsprechenden Schwingungsdauer: 

t„=a 

t,= a+ T{n, + n,ff,) 

t,= a + T{n, + n,+ n,a,+ n,a,) (75) 

;, = a + r(», + «, + «, + «,(T, + n,ff, + «.ff.) 

Die sehr kleinen in u multiplicirten Glieder kann man hierin 
unter Benutzung eines angenäherten Werthes für T passend auf die 
linke Seite bringen als Correctionen an den direct beobachteten Zeit- 
punkten ti,. 

Für ein Gleichungssjstem, welches, wie dieses, mehr Gleichungen 
als Unbekannte (o und T) enthält, ergiebt die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung die folgende Kegel zur Bestimmung der Unbekannten: Man 
multipheirt jede Gleichung mit dem in ihr auftretenden Factor der 
ersten Unbekannten und addirt alle so erhaltenen, verfährt ebenso 
mit dem Factor der zweiten, dritten . . . «ten Unbekannten und 
gewinnt auf diese Weise n Gleichungen, deren Auflösung die wahr- 
scheinlichsten Werthe der n Unbekannten liefert (Methode der kleinsten 
Fehlerquadrate.) 

Die andere Beobachtungsmethode, auch „Methode der Coinci- 
denzen" genannt und von Mairan erfunden, von Borda vervoll- 
kommnet, setzt voraus, dass die Sohwingungsdauer des Pendels sehr nahe 
in einem durch kleine ganze Zahlen gegebenem Verhältniss zu der 
Sohwingungsdauer eines (controlirten) Uhrpendels steht, und bestimmt 
die Zeitpunkte des gleichzeitigen gleichsinnigen Durchganges heider 
Pendel durch ihre Ruhelage, die sogenannte Coineidenz. 

Fänden v Schwingungen des Experimentirpendels in genau der- 
selben Zeit statt, wie /* des Uhrpendels, d. h, wäre vT^= fiT, so 
müsste, wenn beide zur Zeit ( = eine Coineidenz besitzen, nach je 
fi Secunden abermals eine solche eintreten; ist dies Verhältniss aber 
nicht genau erfüllt, sondern 
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WO 3 neben fi sehr klein und mit positivem oder negativem Zeichen 
zu nehmen ist, jenaehdem das Uhr- oder das Esperimentirpendel 
voreilt, 80 werden zunächst die nach je fi Secunden zu erwartenden 
Coincidenzen immer unvollkommner werden, bis naeli kfi Secunden 
einmal ein nahezu gleichzeitiger Durchgang beider Pendel in ent- 
gegengesetzter Richtung stattfindet, d. h. hS nahe = 1, also 
{kv^l)T^( = )kfAr 

ist, wobei das Zeichen ( = ) die Gleichheit innerhalb der Grenze der 
Beobachtungsfehler andeuten mag. 

Weiter werden die beiden Pendel beim Durchgang nach je fi Se- 
cunden sich einander mehr und mehr nähern, und nach 2kfi. Secunden 
wird ein nahe gleichzeitiger Durchgang in gleicher Richtung wieder 
stattfinden. Dann ist: 

2{hvT- l)T^( = )2k^LT'{ = )Q^ 
die Dauer einer Coincidenz. 

Die Coincidenzen sind niemals vollständige, und darum wird man, 
wenn man aus der Messung der Dauer einer grossem Zahl von 
Intervallen das h berechnet, für dasselbe im Allgemeinen keine ganze 
Zahl finden. Unter Voraussetzung nicht ganzzahliger "Werthe k wird 
dann die Gleichung 

2{kv^: l)T^ = 2kfiT'=0^ (76) 

auch streng richtig; man kann also die Beziehung 

benutzen, um die Schwingungsdaner des EsperimentJrpendels durch 
diejenige des Uhrpendels auszudrücken. 

Sind die Amplituden des ersteren nicht unendlich klein, so ist T^ 
während der Beobachtung auch nicht constant; es muss dann eine 
Reduction auf unendlich kleine Amplituden vorgenommen werden. 

Die Schwingungsdauer T bei unendlich kleiner Amplitude steht 
mit der bei endlicher nach dem Obigen in dem Zusammenhang: 

n=T(l + <7), 

worin ir, eine Function der Grösse der Amplitude, in der Regel so 
klein ist, dass man ihr Quadrat neben Eins vernachlässigen kann. 

Bei unendlich kleiner Amplitude würden die Coincidenzen in 
Zeitin tervallen: 

2(k''vT l)T=2fe>r=0 (76') 

stattfinden. 
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Vergleicht man dies mit der Formel (76) 

2 {hv T 1) ^(i + ff) = 2hfl r = eu, 

so erhält man nach einfachen Reductionen die Beziehang 

h=^k°^^ah{kv^ 1), (76") 

wo im zweiten Glied auf der rechten Seite h beliebig mit h° m ver- 
tauschen ist 

Setzt man diesen Werth in den Ausdruck für 0* ein, so erhält 
man, indem man sich auf die linearen Glieder in Bezug auf <r 

beschränkt: 

©(1 To{kvTl))=0^, 

oder abgekürzt (76'") 

0^=0(1 iFff). 

Beobachtet man nun Coincidenzen zu den Zeiten (,, (,, (,..., und 
liegen zwischen denselben resp. k„ k\, . . . Intervalle T, so gelten fol- 
gende Gleichungen: 

i,= b + &{l.\+k,(r:) 

t,= b + e{k, + fc, + A-,ff,' + k.a.') (77) 

t,= b + 9(k, + k,+ k,+ i,ff,' + k,a,' + k.a,') 



Hierin sind die a mit den mittleren Amplituden in dem be- 
treffenden Intervall zu berechnen und die in aie multiplicirten Glieder 
unter Benutzung eines vorläufigen angenäherten Werthes von T vor- 
theilhaft auf die linke Seite zu bringen. 

Die Berechnung von geschieht dann nach der oben besprochenen 
Methode; aus seinem Werth findet sich nach (76') 

und daraus T gemäss derselben Gleichung: 

" .■ (77') 



Am häufi-gsten wird die Methode der Coincidenzen auf Pendel 
angewandt, welche mit dem Uhrpendel nahe übereinstimmende 
Schwingungsdauer haben, für welche also /i = v ist. — 

Die Hauptschwierigkeit in der Anwendung der Formel (74") zur 
Bestimmung von g liegt in den Grössen M und s, die im Allgemeinen 
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ans den Dimensionea des Pendels zu berechnen sind. Dabei bringt 
einmal die stets vorhandene und nicht streng zu beräcksiehtigende 
Inhomogenität des Materiales, aus welchem das Pendel gefertigt 
ist) dann auch die nie vollkommen dem Ideal entsprechende unregel- 
mässige Gestalt desselben bedeutende Fehler mit sich. Wir wollen 
zwei verschiedene Anordnungen des Experimentes, welche bestimmt 
sind, diese TJebelstände unschädlich zu machen, ausführlich besprechen, 

I. Padenpendel. 
Die Einrichtung der Eadenpendel bezweckt, die Wirkung der ge- 
nannten Fehlerquellen dadurch zu verringern, dass man die ganze 
Masse auf möglichst kleinen Baum in grossem Abstand von der 
DrehUDgsaxe concentrirt. Dazu hängt man an einem möglichst leichten 
Paden eine Kugel auf von möglichst grosser Dichtigkeit und einem 
Eadius ß, der klein ist gegen die Länge des Fadens L. Nennt man die 
Masse der Kugel m, die des Fadens m, so erhält man unter Voraus- 
setzung homogener Substanz in jedem der beiden Theile und regel- 
mässiger Form nach (39), (41'"), (42) für das Yerhältniss M/itf.?, 
welches die Länge l des mit dem gegebenen gleichschwingenden ein- 
fachen Pendels darstellt, den Werth: 

Hierin wird m und m' durch Wägung, i + Ä durch Messung der 
Pendellänge im Allgemeinen diieet bestimmt werden. R wird ent^ 
weder durch das Mittel einer grossem Zahl von Messungen verschie- 
dener Durchmesser gegeben, oder aus dem nach später zu besprechenden 
Metboden beobachteten Volumen als mittlerer Werth berechnet werden. 

Ist m so klein gegen m, dass man neben Eins sowohl {mim)' 
als auch m'BjmL vernachlässigen kann, so erhält man: 

;_M_2_ Ä' Lm\ „,, 

Wäre die ganze Masse im Kngelcentrum vereinigt, so würde 
l = L + B sein; die beiden letzten Glieder der Formel sind also die 
von der Grösse der Kugel und der Masse des Fadens herrührenden 
Correctionen; da sie das entgegengesetzte Vorzeichen haben, so kann 
man durch geeignete Wahl erreichen, dass sie sich gegenseit^ zer- 
BtÖren. Dazu muss: 

12 R' _ W 
b L(L + ß)~ m 
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sein; ist Faden und Kugel aus der gleichen Substanz und q der Quer- 
schnitt des Fadens, so folgt für diesen: 



^ 5 L'("L + Ä)' 

dies giebt, falls R= 1 cm, L = \ m, für 9 den Werth 0,001 Dmm. 

Um sich von der Voraussetzung der Homogenität der Substanz 
der Kugel — der Faden kommt hierbei seiner geringen Masse wegen 
nicht in Betracht — zu befreien, kann man nach Vorgang von Mairan, 
dem die späteren Beobachter mit Fadenpendeln gefolgt sind, zwei 
Beobaehtungsreihen eombiniren, zwischen denen die Kugel umgekehrt', 
unten und oben vertauscht worden ist. 

Bezeichnet man nämlich das Trägheitsmoment so wie den Schwer- 
punktsabstand für den Fall homogener Massenvertheilung mit M, und 
s„, den Abstand des Kugelcentrums von der Axe mit o, und bezeichnet 
man ferner die positive oder negative Dichtigkeit, die in dem Eaum- 
element dk an der Stelle [a + x), i/ mehr vorhanden ist, als bei homo- 
gener Massenvertheilnng stattfinden würde, mit e', so wird sieh, wenn 
man y als sehr klein neben [a + xf vernachlässigt, schreiben: 
, _ M„ +Jt'dk(n + xY 
" Jtf" «, + fidk ia-hxj' 

woraus unter Kncksicht auf f e'dk = und die gleiche GrÖssenordnung 
von X und y folgt: 

man bemerkt, dass bei der vorausgesetzten Drehung der Pendelkugel 
das zweite Glied sein Vorzeichen umkehrt Beobachtet man daher T, 
womit auch weiterhin sogleich die auf unendlich kleine Ampli- 
tude reducirte Schwingungsdauer bezeichnet werden mag, in 
diesen beiden Anordnungen und bezeichnet die sich entsprechenden 
Werthe mit V, T und l", T", so wird: 

T" + T" ^ ^'(Tj-n ^ -T- M„ . 
2 i '~ g Ms,' 

man kann also, wenn man an Stelle der einen beobachteten Schwin- 
gungsdauer die Wurzel aus der halben Summe der Quadrate der bei 
verschiedener Lage der Kugel erhaltenen setzt, g ebenso berechnen als 
wäre die Pendelkugel homogen. Ist (T' — 7"')7(r + r')' neben. Eins 
zu vernachlässigen, so kann man für die Rechnung bequemer setzen: 
r + T" 



f^\ 
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Die Unregelmässig'keiten der Gestalt fallen bei dieser Combination 
von Beobachtungen im Allgemeinen nicht heraus, da sie auf die direct 
gemessene Länge L + 2Ä des Pendels auch Einfluss haben; dies würde 
nur in dem speoiellen Falle geschehen, dass der verticale Durchmesser 
der fehlerhaften Kugel genau gleich dem durch Wägung gefundenen 
mittleren ist Man kann diese Fehlerquelle einzig dadurch weniger 
wirksam machen, dass man bei derselben Kugel verschiedene Durch- 
messer nach einander vertieal stellt; indessen ist sie weniger be- 
denklieh als die vorige, da die Fehler der Gestalt durch directe 
Messung von Durchmessern eonstatirt werden können, die der Homo- 
genität nicht. — 

Eine eigenthümliche Schwierigkeit entsteht für die Beobachtung 
dadurch, dass die Drehungsaie eines Fadenpendels nicht unmittelbar 
durch das obere Eude des Pendelfadens gegeben ist, sondern von dem- 
selben abweicht. Ist der Pendelfaden zwischen Backen eingeklemmt, so 
bewirkt seine Steifigkeit, dass er in seinem obersten Theil vertieal bleibt 
und die Bewegung um einen tieferen Punkt stattfindet, dessen Ent- 
fernung von dem oberen Ende von der Dicke und Substanz des Pendel- 
fadens, vielleicht auch von der Schwingungsweite des Pendels abhängt. 
Diese Tbatsachen hat Borda festgestellt und demgemäss bei semen 
Pendelbeobachtungen die Bewegung um eine Sehneide, die auf hori- 
zontalen Lebern auflag, stattfinden lassen. Um sicher zu sein, dass 
das sonach aus Schneide, Faden und Kugel bestehende Pendel wie ein 
starrer Körper schwang, gab er der Schneide eine solche Einrichtung, 
dass sie für sich allein ein Pendelchen nahe mit derselben Periode, 
wie das ganze Pendel, darstellte. Dies ist nach (74} bei beliebig 
kleinem Trägheitsmoment durch Wahl des Schwerpuuktsabstandes jeder- 
zeit zu erreichen. Eine gleiche Einrichtung ist von späteren Beobaehtem 
benutzt worden. 

Indessen bietet auch sie eine Unsicherheit dar, denn, wie Laplace 
zuerst hervorgehoben hat, liegt, falls die Schneide keine absolut scharfe 
ist, die Drehungsaxe nicht in der Ebene des Lagers, sondern etwas 
darunter. 

Thomas Young hat darauf hingewiesen, dass, falls das Pendel 
sich um einen feinen Kreiseyliuder dreht, der auf einer horizontalen 
Unterlage rollt, die vom Schwerpunkt beschriebene Trochoide in dessen 
tiefster Lage einen Krümmungsmittelpunkt besitze, der um die Länge 
des Cylinderradius unterhalb des Lagers liegt. Hieraus folgt für ein 
nahezu einfaches ebenso aufgehängtes Pendel, dass die wahrö Pendel- 
läi^e um den gleichen Betrag kürzer ist, als der Abstand des schweren 
Punktes von dem Lager. 

Indess wollen wir uns mit diesem speciellen Resultat nicht be- 
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gnügen, sondern einer späteren Anwendung wegen die Schwingiings- 
dauer eines zusammengesetzten Pendels bestimmen, das mit einer 
cy lindrischen Ase auf einer ebenen 
Unterlage ohne zu gleiten rollt 
(Fig. 24.) 

Sei p der Eadius des Kreis- 
cylinders; das Lotli rf von dem 
Schwerpunkt s des Pendels auf 
seine Ase schliesse mit der 
nach unten positiven F-Axe den 
Winkel (f ein, der Radinsvector r 
von einem beliebigen andern 
Puntte p des Pendels den Win- 
kel rp'\ 9)'— y sei = ■!/;. 

Wir wenden dann nach 
§ 15 des ersten Theiles die Glei- 
chung für die lebendige Kraft V 
in der Fonn an 

worin dA die Arbeit der Schwere bezeichnet, und d0, die Aendernng 
des innern Potentiales, wegen der Starrheit des Körpers verschwindet; 
demgemäss haben wir, auf die Zeiteinheit bezogen: 

Nun fet nach der Figur: 

X = a:, -i- ?y'— f Siny', 




'«(/' 



ydmj, 



(79) 



= (?- 



•äfpcos^' + Ofe')" 



Hierin ist rf^tp + ifi, wo i// sicli mit der Zeit nielit ändert; 
r sin^ = x, r iMB^ = y sind die Coordinaten von p in Bezng auf 
das im Körper feste System X Y'. Daher giebt die Gleieliung (79): 



= ^9 -TT] dm(i/' oostp — x sin(p — (>). 
\un ist aber: 
j y' dm = Mrj , J x dm = , fr' dm = M(x' + »;"] 



('»■) 
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falls ij' die Sehwerpunktscoordinate, x den Trägheitsradius des Pendels 
in Bezug auf die zur Cjlinderaxe parallele durch den Schwerpunkt 
bezeichnet; daher erhalten wir nach ausgeführter Integration: 

M{x^+ 5?"+ p'- 2(>Vcosy} (^)'= C+ 2-%Vco8y 

oder, falls für y = die Geschwindigkeit dfpjdt yerschwindet, auch 

M[x'+ V"+ e"- 2(»i/cosy') (^y= 2Mgii{cos<p - cos*). (80) 

Besehränken wir uns auf so kleine Amplituden, dass in den 
Gliedern, die in Bezug auf j» erster Ordnung sind, \<p* neben 1 ver- 
nachlässigt werden kann, so ist links cosgp mit 1 zu vertauschen. 
Wollen wir femer den Schwerpunktsahstand s von der in der Ruhe 
tiefeten Stelle des Cylinders einführen, so haben wir 

zu setzen und erhalten so: 

M{x'+ s') (^J= M (J)'= 2Mff{s + (>){coS(p - CO30). (Sff) 

Diese Gleichung stimmt der Form nach mit der für ein um eine 
Linie drehbares Pendel erhaltenen (72') überein, nur steht hier rechts 
(s + p) an St«lle von s dort-. Es ergiebt sich daher der Satz: 

Ein zusammengesetztes Pendel, welches mit einem Kreis- 
eylinder vom Badius p als Äxe auf einer horizontalen, ebenen 
Unterlage rollt, besitzt bei Schwingungaamplituden (P, 
welche so klein sind, dass ()0' neben l vernachlässigt 
werden kann, dieselbe Schwingungadauer, wie ein einfaches 
Pendel von der Länge 

- ' i^'^JiJ-- (80") 

hierin ist s der Abstand des Schwerpunktes des Pendels von 
der ebenen Unterlage für den Fall der Enhe. 

Ist Q neben s sehr klein, wie dies bei den Anwendungen stets 
stattfindet, so ergiebt sich bei Beschränkung auf die erste Ordnung: 

l = lll-±\ , (80"-) 

worin l„ der für p = stattfindende Werth von l ist. 

Für ein einfaches Pendel ist s = l„, also l = k— (>; ' 
sich damit also das von Tb. Toung gegebene Resultat. 
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Da die SchwiDgnngsweite als sehr klein vorausgesetzt ist, so be- 
hält das abgeleitete Itesultat seine Gültigkeit auch für den Eall, dass 
der Querschnitt des Cylinders andere als kreisiormige Form besitzt; 
Q bedeutet dann den Krümmungsradius an der Stelle, welche beim 
Eubezustaiid auf der Unterlage aufliegt. Eine allgemeine Unter- 
suchung dieses Einflusses auch für grössere Amplituden ist von Bessel 
angestellt worden. 

Die Einflüsse der Äufhängungsart auf die Pendelschwingungen 
lassen sich aber nicht mit Sicherheit durch blosse theoretische Be- 
trachtungen bestimmen — q ist z. B. nicht messbar — deshalb hat 
Bessel eine Anordnung des Experiments erfunden, welche die Elimi- 
nation derselben durch die Combination verschiedener Beobachtungen 
gestattet und zugleich neben anderen den Yortheil bietet, die an sich 
schwierige Bestimmung der „Pendellänge" (für das Fadenpendel die 
Grösse R + L) bis zu einem gewissen Grade zu umgehen. 

Er operirte mit zwei Fadenpendeln, welche dieselben Aufhängungen 
und Kugeln benutzten, aber gesammte Längen besassen, welche sich 
um einen nur sehr wenig von einer Toise verschiedenen und daher 
sehr genau messbaren Betrag imterschiedeo. Es galt für die Länge / 
des mit einem gegebenen Fadenpendel gleich schwingenden einfachen 
Pendels die Formel (78'), die bei Einführung der Sehwingungsdauer T 
sich schreibt: 



9\^\=I = L+R + 



b L 4 



hierin folgen einander die Glieder rechts nach ihrer Grössenordnung. 
Auf zwei Beobachtungen mit verschiedenen Längen angewandt er- 
giebt sie: 

Aus dem höchsten Gliede ist, wenn die Amplituden bei beiden 
Beobachtungen entweder gleich oder hinreichend klein sind, der Einfluss 
der Aufhängung beseitigt, der z. B. für den Fall der Benutzung 
einer Schneide hier darin besteht, dass die in Rechnung zu ziehenden 
L, und L, um den Krümmungsradius der Abstumpfung von den ge- 
messenen verschieden sind. X, — L, ist zugleich die gesammte ge- 
messene LängendiS'erenz, wenn die Kugel bei beiden Beobachtungen 
die gleiche Lage behalten hat, also nicht gedreht ist. 

Das zweite Glied mit R ist völlig verschwunden, der Kugelradius 
tritt daher erst im dritten und demgemäss mit geringerem Einfluss 
auf, in ebendemselben auch die absoluten Längen L, und L„ die also 
mit geringerer Sicherheit bekannt zu sein brauchen. 
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Da die Aufhängung durch Einklemmung des Pendelfadfios oder 
durch Befestigrung an einer Sclmeide nicht die Garantie vollkommener 
Unveränderliehkeit bietet, insofern die Einklemmung bei dem langen 
und dem kurzen Pendel in verschiedener AVeise, z. B. mit verschiedener 
Kraft, geschehen kann, und die Schneide der Ab- 
nutzung ausgesetzt ist, liess Bessel den Pendel- 
faden sich von einem Kreiscylinder von geringem 
Radius abwickeln, 

Ueber die gesammte Anordnung des 
Apparates sei nur Folgendes ges^. Auf einer 
verticalen eisernen Schiene AB (Fig. 25) be- 
fand sich, etwa um ein Drittel der ganzen 
Länge vom untern Ende entfernt, ein fester 
Ansatz i mit horizontaler oberer Fläche, auf 
welche die Toise kk gestellt werden konnte; der [ 
Druck auf i und zugleich die Längenänderung, 
welche die Toise in Folge der Schwere erleiden 
würde, war dadurch aufgehoben, dass sie in 
ihrer Mitte hei n durch eine ihrem Gewicht 
nahe gleiche Kraft nach oben gezogen wurde. 

Zwei Gabeln gq, die ebenfalls auf der 
eisernen Schiene AB befestigt waren, nahmen 
die Aufhängevorrichtung der Pendel auf, die 
mit einem Ansatz das eine Mal auf der ohem 
Fläche von i, das andere Mal auf dem obern 
Querschnitt der Toise ruht«. Dadurch war erreicht, 
dass die obern Enden der Pendel genau um 
die Länge der Toise von einander entfernt 
angebracht waren. Die Lage des tiefsten 
Punktes der Pendelkugel wurde mit der am 
untern Ende der Schiene angebrachten Mikro- 
meteKchraube r nebst Fühlhebelvorrichtang 
bestimmt und dadurch zugleich gefunden, um 
wieviel die Längendifferenz des kurzen und des 
langen Pendels von einer Toise abweicht. Die 
Wirkung des Druckes des Fühlhebels auf die Fig. 25. 

Längenmessung wurde in Rechnung gezogen, ebenso die Temperatui- 
der einzelnen Theile. 

Um alles zu dem hier besprochenen Problem Gehörige zu erledigen, 
wollen wir noch erörtern, in welcher Weise die Luft, innerhalb deren die 
Bewegung des beobachteten Pendels der Eegel nach stattfindet, auf 
die Beobachtungen Einfiuss hat. Ihre Wirkung ist eine dreifache. 
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Ersteos öbt, wie wir im nächsten Theile ableiten werden, eine jede 
ruhende schwere Flüssigkeit anf einen in ihr befindlichen Körper einen 
Auftrieb aus, d. h. eine vertical nach oben gerichtete Kraft, welche 
gleich ist dem Gewicht der von jenem yerdrängten Flüssigkeitsmasse 
und in deren Schwerpunkt, im Falle einer homogenen Flüssigkeit 
also im Schwerpunkt des Körpervolumens, angreifte 

In Folge dieses Auftriebes wird in unserer Ausgangsgleichung (72) 
der Werth des ausgeübten Drehungsmomentes geänderte Ist das 
Pendel soweit symmetrisch, dass der Schwerpunkt seines Yolumens in 
dieselbe Ebene fällt, welche die Axe und den Schwerpunkt seiner 
Masse enthält, und ist sein Abstand von der Axe s', die verdrängte 
(homogene) Flüssigkeitsmasse M', so wird: 

N= - (Ms - M's)g siny . (81) 

Hieraus folgt die Länge des gleichsehwingenden einfachen Pendels 
nunmehr : 

Ist das Pendel als homogen anzusehen, wie dies hei Fadenpendeln 
immer erlaubt ist, so ist s = s', und Jf/J/' ist gleich dem Verhältniss 
der Dichtigkeiten t/'e'; daraus folgt: 

l-~fJ--^- (81-) 



In diesem Falle tritt also in Formel (72) einfach g{l — eji) an die 
■le Ton g, und es wird daher auch die corrigirte Schwingungsdauer: 

(81'") 



' Migh- 



der hydrostatische Einfluss der umgebenden Luft ist also leicht in 
Rechnung zu ziehen. 

Zweitens setzt die Luft dem bewegten Pendel einen Widerstand 
entgegen, den man bei kleinen Amplituden der Geschwindigkeit pro- 
portional setzen kann, und der also zu dem Moment JJ" ein Glied Ton 
der Form — Q dtpjdt hinzugiebt Wir haben den directen Einfluss 
eines solchen auf die Sehwingungsdauer im vorigen Abschnitt unter- 
sucht und gefunden, dass er zweiter Ordnung und daher zumeist zu 
vernachlässigen ist; der indirecte, den er durch Veränderung der 
Amplituden ausübt, wird durch die Beobachtung der letzteren in der 
oben (p. 210) angegebenen Weise berücksichtigt. 



DigilizedbyGoO^^IC 



§ 22. Theorie der ÄDwendung des Pendels zur BestiDimung etc. 221 

Drittens bewirkt die vom Pendel in Bewegung gesetzte und mit- 
geführte Laft eine Vergrössening des Trägheitsmomentes der bewegten 
Masse. Eine strenge Theorie dieses Einflusses bietet namentlich für 
den practisch wichtigen Fall eines ziemlich eng begrenzten Luft- 
volumens, innerhalb dessen die Kugel oscillirt, grosse Schwierigkeit; 
Bessel, der ihn experimentell nachgewiesen hat, benutzte daher zu 
seiner Bestimmung und Elimination das angenäherte Terfahren, dem 
Trägheitsmoment des Pendels ein Glied fix'* als Correction zuzufügen, 
welches von der Gestalt des Pendels und der Dichte des umgebenden 
Mediums abhängen mnss, und dasselbe durch Variation der Umstände 
der Beobachtungen zu bestimmen. 

Aus der sonach von ihm aufgestellten Formel: 



^ Ms 



(82) 



folgt, dass das Glied mit x" sich ermitteln lasst, wenn man der Pendel- 
kugel bei gleicher Grösse verschiedene Dichtigkeit und demgeraäss ver- 
schiedene Masse M giebt. 

In der That hat Bessel so durch Benutzung zweier Kugeln aus 
Messing und Elfenbein diesen dritten Einüuss der Luft bestimmt und 
eliminirt 

IL Keversionspendel. 

Die zweite Anordnung, die man getroffen hat, um die Schwierig- 
keiten, welche die direote Bestimmung von Trägheitsmoment und Sehwer- 
punktsabstand bringt, zu umgehen, basirt auf einem von Huyghens 
gegebenen Satz über die gegenseitige Lf^e solcher paralleler Drehungs- 
axen, imi welche ein starrer Körper unter Wirkung der Schwere gleiche 
Schwingungsdauer besitzt. 

Die Formel (74'): 

~ = l, (83) 

in welcher l die Länge des mit dem Körper gleichschwingenden ein- 
fachen Pendels angiebt, zeigt zunächst, dass l und somit die Schwin- 
gungsdauer dieselbe ist für alle parallelen Axen, welche den gleichen 
Abstand s vom Schwerpunkt haben, welche also einen Kreiseylinder 
. erfüllen, auf dessen Axe der Schwerpunkt liegt. 

Femer ergiebt sie aber auch, da sie in Bezug auf s quadratisch ist, 
dass zu jedem Werthe l oder zu jeder gegebenen Schwingungsdauer T 
im Allgemeinen zwei Werthe von s, also auch zwei Systeme von 



DigilizedbyGoO^^lC* 



222 Mechanik starrer Körper. 

EJrehuiigsaxeii, die je einen Cjlinder erfüllen, gehören; und zwar finden 
sieh diese beiden Wertlie s gegeben durch: 

Beide sind also reell und verschieden nur dann, wenn V > 4x' 
ist; die von einem gegebenen Körper geforderten Schwingungsdauern 
dürfen daher einen gewissen kleinsten Werth T^in^ ^^xjg, die ent- 
sprechende einfache Pendellänge die Grösse des doppelten Trägheits- 
radius iaün=2« in Bezug auf eine parallele Äse durch den Schwer- 
punkt nicht unterschreiten, wenn eine reelle Lösung möglich sein soll 
Ist diese Bedingung aber erfüllt, so geben sich zu jedem l zwei 
Werthe von s, über welche nach Formel (83') der Satz gilt: 

Schwingt ein Körper um zwei parallele Axen, welche 
verschieden weit von seinem Schwerpunkt abstehen, gleich 
schnell, so ist die Summe ihrer Schwerpunktsabstände gleich 
der Länge des entsprechenden einfachen Pendels: 
s,+ f, = l. 
Zugleich sieht man, dass die eine dieser beiden Axen immer 
innerhalb, die andere ausserhalb des Abstandes s = x liegt Unend- 
licher Schwingungsdauer 
entspricht s = nnd 
s = CO. Construirt man 
in einem SI/-Coordinaten- 
system die durch (83) 
gegebene Curve, so erhält 
man eine Hyperbel, deren 
Centrum derCoordinaten- 
anfang und deren Asymp- 
toten die Gerade s = l 
und die L-Ase bilden; 
ergänzt man die Figur 
durch ihr Spiegelbild in 
Bezug auf die i-Axe, 
so sagt der Satz aus, dass 
jedes Punktpaar b und c 
mit gleichen Ordinalen ab = de =^ l einen Abstand ob = l haben 
muss. Die Figur 26 giebt zugleich Aufklärung über die Art, wie an 
verschiedenea Stellen l mit einer Aendernng von s variirt. 

Der vorstehende Satz enthält die Theorie des durch Bohnenberger 
und später unabhängig von ihm durch Kater erfundenen Reversions- 
pendels. Dasselbe ist ein zusammengesetztes Pendel, an welchem zwei 




Fig. 26. 
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parallele Äsen, deren Ebene den Schwerpunkt zwischen den Axen enthält, 

so angebracht sind, dass das Pendel um beide mit gleicher Periode schwingt, 
Nach dem gefundenen Satze ist dann der Abstand beider Äsen i unmittel- 
bar gleich der Länge des gleichschwingenden einfachen Pendels, also: 



VI- 



Die Bestimmung des Trägheitsmomentes nnd des ächwerpunkts- 
abstandes ist hier also vollständig vermieden. 

Von Fehlerquellen Ist zunächst die Abweichung der Axenrichtungen 
vom Parallelismus zu nennen, die man durch mit den Axenschneiden 
in Verbindung gebrachte Spiegelvorrichtungen mit grosser Genauigkeit 
prüfen und demgemäss berichtigen kann; femer die Abweichung des 
Schwerpunktes aus der Ebene der Schneiden, die man ebenfiiUs leicht 
experimentell constatiren und hinlänglich beseitigen kann, da sie nur 
angenähert erfüllt zu sein braucht Ist nämhch die Abweichung gleich X, 
80 ist gemessen 

L = yi,'- X' + yc- X' , 

die entsprechende eintiiehe Pendellänge ist aber l = l, + h\ es genügt 
also zur XTebereinstimmung, wenn X' neben /,' und i,' zu vernach- 
lässigen ist 

Wichtiger ist hier wieder die durch directe Beobachtung nicht 
messbare Abstumpfung der Axenschneiden ; ist dieselbe für die beiden 
Axen durch die resp, Krümmungsradien p, und p, gegeben, so ist 
für beide die Länge des gleichschwingenden einfachen Pendels nach (80"') 
gegeben durch: 

'-(l+'')('-t)' '-K+-)('-t)- («*' 

Da die Schwingungsdauern für beide Axen gleich sind, so ist 
l,= l,= l, also wenn man in dem sehr kleinen mit () proportionalen 
Gliede (x" + s,^js,= {i^ + s,^)is, = L äetat, d. h. dort den Einfluas der 
Krümmung ignorirt-. 

;(,,-.,)_(..'-<i.')-i((>.-c), 

daher, weil s, + s, die direct gemessene Länge L ist: 

;_i-ji^ ((.,-(,,). (84') 

Diese Formel zeigt, dass der Einflnss der Krümmung der Schneiden 
auf die Messung verschwindet, wenn beide Schneiden gleiche Krümmung 
besitzen, also q,= p, ist. Dies ist zwar von vom herein anzunehmen 
nicht erlaubt; man kann aber nach Bessel auch im allgemeinen Falle 
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sich von dem mit {p, — p,) proportionalen Gliede befreien, wenn man 
die Sehneiden vertauscht und das Pendel von Neuem so juatirt, dass 
es um beide Schneiden gleiche Scbwingungsdaner besitzt. Dann ist 
nämlich 

im zweiten, kleinen Gliede kann aber L' mit L vertanscht werden, und 
es entsteht daher durch Addition der letzten beiden Formeln die von 
den Q„ Q, freie Beziehung 

l + r^L + L' = ff^^^, (84"') 



welche die Bestimmung von p gestattet. 

Was das Justiien des Eeversionspendels anbelangt, so ist dasselbe 
in vollständig genauer Weise sehr umständlich und mühsam. Man 
kann aber, wenn die Justirung soweit ausgeführt ist, dass die um 
beide Schneiden beobachteten und auf unendlich kleine Amplituden 
reducirten Sehwingungsdauem nur noch eine geringe Differenz 
T, — T,>0 zeigen, aus dieser Differenz selbst die Correotion berechnen, 
die man dem gemessenen Schneidenabstand L hinzuzuftlgen hat, nm 
die Länge l zu erhalten, welche der aus T'—{T,'+ T,')!2 folgenden 
mittlem Schwingungsdauer T entspricht. Seien 

die den beobachteten Zeiten T,, T, entsprechenden Längen. Wir denken 
uns s. um S„ s, um S, vergrössert; dadurch mag l, um —S, l, nm 
+ 5 80 geändert werden, dass l^—d'=l,+ S = l wird. S,+ S, ist 
dann offenbar die zu L zu fügende Correctiun J; weiter ist 

9 9 ^ ' 

die Differenz der beobachteten Schwingungsdauerquadrate »md 

'-'■^•-»'-■^^-»S (SO 

die der mittlem Schwingungsdauer entsprechende einfache Pendel- 
lange. Wir erhalten aus (85) 

____ /,-5, _____=,i. + 5 

und unter Vernachlässigung der zweiten Ordnung in Bezug auf 
S, und S,: 
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In dieser Correction kann man die angenäherte Relation: 

benutzen, um x' zu eliminiren, und erhält dann, wenn man zugleich 
den Werth L = s, -}- «, und die Annäherung Ln' = g{T,'-\- T,')j2 
einführt: 

und damit die an L anzubringende Correction in den direct gemessenen 
Grössen L, T,, T, und den am Pendel durch eine Hülfsbeobachtung 
leicht ein für alle mal zu bestimmenden s, und s, gegeben. 

Es erübrigt noch, von dem Einfluss der Luft auf das Keversions- 
pendel zu sprechen. 

Unter Bücksicht auf die hydrostatische Wirkung giebt die oben ganz 
allgemein gefundene Fonnel (81') ab Bedingung gleicher Schwingungs- 
dauer um beide Schneiden: 

' = -7^vT=-r^^' (87) 



i k - ^ s,'J =x'+ s:, l [s, - ~ «.'j =x' + s,'. {ST) 

Man sieht sogleich, dass, wenn s/ = s,' ist, d. h. der Schwerpunkt 
des Volumens in die Mitte zwischen beide Schneiden fällt, die Differenz 
beider Formeln ergiebt: 

es ist dann also in der Luft dieselbe Beziehung gültig, wie im leeren 
Baume, dass nämlich der gemessene Abstand zwischen beiden Schneiden 
die der beobachteten Schwingongsdauer entsprechende einfache Pendel- 
länge für das Yacuum ist 

Der Luftwiderstand, d. h. die Kraft, welche das Pendel in seiner 
Bew^nng durch die Luft erleidet, ist auf die Schwingungsdauer direct 
nur in einem Gliede zweiter Ordnung von Einfluss; seine indirecte 
Wirkung wird durch, die Beobachtung der Schwingungsamplituden 
berücksichtigt 

Die Vermehrung des Trägheitsmomentes in Folge der in Be- 
wegung gesetzten Luftmasse giebt in den letaten Formeln (87') ein 
zu x' hinzutretendes Glied von der Form fix"'lM, welches för die 
Schwingung om beide Schneiden den gleichen Werth hat und deshalb 
aus der Differenz der beiden Formeln {87') verschwindet, wenn das 
Pendel symmetrische Form besitzt; denn dann geschieht die Bewegung 
der Luft in beiden Fällen in gleicher Weise. 

Voigt, Elem. Mnlunlk. 15 
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Durch die von Bessel vorgesclilagene symmetrische Construction 
ist man also des Anbringens irgend einer Correction w^n der Wirkung 
der Luft Yolktändig enthoben. — 

Im Vorstehenden sind die Mittel besprochen, um durch Pendel- 
beobachtungen den Werth der Schwerebeschlennignug g an der Beob- 
achtungsstelle zu bestimmen; nach welchen Gesetzen diese Grösse auf 
der Erde von Ort zu Ort variirt, wird im. letzten Abschnitt dieses 
TheOes erörtert werden. 



§ 23. Rotation eines Körpers nm einen festen Punkt. 

Die Gleichungen (34) werden, für den Fall, dass der Coordinatenanfang 
des im £5rper festen Sjstemes mit dem des absolut festes zusammen- 
föllt, also x„=y„= x„—0 ist, und man aus den Kraftcomponenten 
die Reactionen des festgehaltenen Punktes X', Y', Z' aussondert, fol- 
gende Gestalt annehmen: 

m^^{^X'~ifi'} = Z' + -^Z., (88) 

/j(A'z'+ fi'u -f- *'=') = 2(**^' - =^^) = ^' 

Die ersten drei Gleichungen bestimmen den Druck gegen den 
festen Punkt, die letzten die Bewegung des Körpers; sie allein sind 
für uns von Interesse. 

In ihnen hängen die durch (35) definirten Trägheita- und 
Deviationamomente H, H, Z und £', H', Z' noch von der Zeit ab. 
Die in ihnen linearen Aggregate (A'= + /i'Z'+.w'H') u. s. f. sind, wie 
die Vergleichung der Formeln (88) mit (102) im ersten Theil er- 
kennen lässt, das Doppelte jener in den Flächensätzen auftretenden 
Integrale über alle Massenelemente des Syatemes, ein jedes multiplicirt 
mit seiner Plächengeschwindigkeit in Bezug auf eine Coordinatenebene, 
die wir kurz das Flächenmoment um die X-, T-, 2-Coordinaten- 
ase genannt haben. 

Das ^rz-Coordinatensjstem ist hierbei ganz beliebig, muss aber 
im Räume fest sein. "Wir wollen statt dessen ein mit dem Körper 
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bewegtes ABC einfühieH, und zwar mögen seine Axen in die Ha«pt- 
trägheitsaxen des Körpers durch den festen Punkt fallen. Ihre Li^ 
sei, wie früher, definirt durch die Gleichungen: 

X = a«i + ba, + Ca,, 

y = aß,+ bß, + cß„ 

z = ay,+ by,-i-cy.. 
Die Componenten der Drehungsgeschwindigkeiten um diese Axen 
bezeichnen wir, wie in § 16 und 17, mit a, ß', y, die Drehungemomente 
mit F, 6, H; die Hauptträgheitsmomente seien wiederum A, B, f. 

Dann erhält man durch einfache Anwendung der Formeln (13'), 
(21) und {37} ans (88) zunächst: 

^{Aa,ß'+Bß.^+r«,/)=ii'a.+ Ga,+ Ha„ 
^^{A^,«'+ Bß,ß'+rß.r') = Fß,+ Oß,+ Hß., {88') 

^ (A ?-,«'+ B y,ß' + ry,/) = Fy, + Gy, + Hy,; 

fasst man diese Gleichungen resp. mit den Factoren a„ /?„ ;-,; 

<^t) ßit y»; t^i> ß.) y, zusammen, so resultirt nach einigen Eeductionen: 

A'^ + (r-B),S'/_J?, 

B^ + CA-n/«--«, (89) 

r^ + (B-A)»-,9-a 

Diese Formeln sind ausserordentlich viel einfacher als die früheren, 
weil die A, B, r sieh nicht mit der Zeit ändern. Da die Ausdrücke 
auf der linken Seite die doppelten Differentialquotienten nach der Zeit 
von den Flächemuomenten des starren Körpers am die im Baume 
beweglichen Hauptträgheitsaxen durch den festen Punkt darstellen, 
so sprechen die Gleichungen den folgenden Satz aus, der sich als eine 
directe Folgerung aus den auf p. 126 abgeleiteten Resultaten darstellt: 

Für einen um einen festen Punkt drehbaren starren 
Körper sind die doppelten Ftächenmomente um die Haupt- 
trägheitsaxen durch den festen Punkt gleich den um die- 
selben Axen wirkenden Dcehungsmomenten. 

Die Gleichungen (89) lassen sich noch anders anschaulich deuten, 
wenn man die Componenten und Momente der Centiifugalkraft 
des rotirenden Körpers in Bezug auf die Hauptträgheitsaxen durch 
den festen Punkt in Betracht zieht. 

Ist CO die Rotationsgesch windigkeit mn eine Axe, für welche 
a, ß, y die Richtungswinkel gegen die Haupttrl^heitsaxen A, B,C sind, 
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SO wild ein Massenelement dm an der Stelle a, b, c äi der Ent- 
fernai^ r von dieser Ase eine Centrifngalkraft o>'rdm in der Richtoiig 
von r ausüben; dieselbe ergiebt die Gomponenten: 

m'r(JOsq>dm, (a'rco3i^d«i, to'rcosxdm 
parallel den Axen A, B, C, falla y, i/i, / die Winkel tod r g^n diese 
Azen sind. 

Hieraus folgt für die Gesammtcomponenten und Momente der 
Centrifugalkraft das System von Werthen: 

[A) = to'f r COS <p dm, {F) = (o'fr{bcos x ~ c<xis.\fi)dm, 

(B) = ca' fr cos tp dm, ((?) = m' Jr(o cos (p — acos x)dm, (89') 
((7) = a' fr cos ;f rf«i, [H) = a' fr (a cos 'tfi — b cos <p) dm. 

Nun bestimmt sich durch eine ein&che geometrische Betrachtung 

rcosqo = o — (aco8a + Scos(5 + oco8j')oo8K, 

rCOSif; = b ~ (acosa + b<mß + e00SJ')CO8ß, 

rcos X — c — {acosa + boosß + ocosy)co3Y, 

und es lassen sich daher die Gomponenten und Momente der Centn- 

ifagalkraft dnrch die Constanten des Körpers und die seiner Botation leicht 

berechnen. Insbesondere nehmen unt«r der Voraussetzung, dass die 

Goordinatenaxen die Hauptträgheiteaxen für den festen Funkt sind, also 

fbcdm = feadm = j ab dm = 

ist, die Momente sogleich folgende ein&che Form an: 

{F) = (o*c08j9cos//((^ — b')dm, 

(Ö") = (»*cos^coaa/{a' — ^)dm, 

{H)= (o'cosacosßf{b' — a')dm. 

Nun sind aber 

(Dcosa = t/, ro cos ß = ß", acosy = y' 
die Gomponenten der Eotationsgeschwindigkeit nach den Axen A, B, G 
und die Integrale drücken sich leicht durch die Kauptträgheitsmomente 
A, B, r aus, sodass resultirt: 

{F) = ^fi.B-r), 

(8)-/«(r-A), (89") 

(ir) = «-,r(A-B). 

Hiemach kann man die Gleichungen (89) auch schreiben: 
A^-F+(F), B^-0 + (0), r^-H-l-iH], (89") 
jrodnrch der Satz erwiesen ist: 
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Die Botationen um die Haaptträgbeitsaxen eines nm 
einen festen Punkt rotir enden Körpers finden in jedem 
Augenblick ebenso statt, als wären die betreffenden Aseu 
einzeln festgebalten nnd wirkte ausser dem äussern Moment 
am sie noch dasjenige der Centrjfugalkräfte des bewegten 
Körpers. 

Endlich sprechen wir noch eine Bemerkung aas, welche die Be- 
trachtong der Fonneln (89) sogleich als richtig erweist: 

Die Bewegung zweier verschiedener starrer Körper um 
je einen festen Funkt findet in völlig gleicher Weise statt, 
wenn beide in Bezug auf jene Punkte gleiche Hauptträg- 
heitsmomente besitzen, gleiche Drehungsmomente um die 
entsprechenden Hauptträgheitsaxen erfahren und in gleichen 
Anfangslagen derselben gleiche Anfangsrotationsgeschwin- 
digkeiten mitgetheilt erhalten haben. — 

Sind zu irgend einer Zeit zwei von den Rotationsgeschwindig- 
keiten a', ß', y' um die Hauptträgheitsaxen gleich Null, so nehmen 
für diesen Moment die Gleichungen (89) die Gestalt an: 

^mr^' ^mr"- ^mr"- 

Wirken keine äussern Kräfte, so behalten also die Kotationscom- 
ponenten ihre Werthe dauernd bei;' die Haupttr^heitsaxen sind in 
diesem F^e gemäss dem auf p. 192 gegebenen Satz permanente 
Drebungsaxen des in einem Punkt unterstützten Körpers, sie hören 
aber auf es zu sein, sowie der Körper äussere Einwirkungen erßthrt 

Ist zu irgend einer Zeit eine dieser Rotationscomponenten, z. B. a, 
gleich Null, so lauten die Gleichungen (89): 

Mw).+ (|--B)A>.' = ^, B(^^) = e, r(^) = H. 

Wirken jetzt abermals keine äussern Kräfte, so behält a' und ß' 
zunächst seinen Werth, / aber varürt, und zwar wird durch 
/da'\ B - r „ , , 

Sinn und Grösse der um die C-Axe eintretenden Winkelbeschlennigung 
festgestellt. 

Diese Formeln können zur Erklärung einer Erscheinung dienen, 
die man an gewissen kreiselartigen Apparaten wahrnimmt 

Unter einem Kreisel versteht man einen um einen Punkt seiner 
Axe drehbaren Kotationskörper; nach Symmetrie ist die Kreiselaxe eine 
Haoptträgheitsaxe — sie sei die 0-Axe unseres JBC-Sjstemes — und 
jede zu ihr normale ist eine zweite Hauptträgheitsaxe, denn es ist A = B. 
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Sei nun der Kreisel etwa zwischen zwei Spitzen derart in einem 
starren Bing befestigt, dass er sich gegen denselben nur um die C-Aie 
drehen kann, so können wir zu jedem Zeitmoment die ebenda in dem 
Kreisel nonnal zur C-Axe parallel oder senkrecht zur Kingebene 
liegenden Richtungen zur A- und B-As.e wählen und die letzten For- 
meln anf diese anwenden. 

Man erkennt dann leicht Folgendes. Ist eine Rotation um die 
C-Axe nicht vorhanden, also y,' = 0, so wird eine mit der Hand 
hervorgebrachte Drehung des Ringes in seiner Ebene, d. h. eine 
Drehung des Körpers um die S-Axe, welche ßj von Null verschieden 
sein lässt, keinerlei andere Drehungen henorrufen, denn alle Rotations- 
besohleunigimgen bleiben gleich NulL Hat hingegen von Anfang y^ 
einen von Nnll verschiedenen Werth, so wird eine Drehung des Ringes 
in seiner Ebene eine Drehung des EJreisels um die in der Ringebene 
liegende A-Axe hervorrufen, welche sieh vom rotirenden Körper, der 
diese Bewegung nur mit dem Ring ausführen kann, auf letzteren 
überträgt; der Bing wird daher der Drehung in seiner Ebene gleichsam 
widerstehen und seitwärts auszuweichen suchen. 

Dm die Ausweichung zu verhindern, muss man auf den Ring- 
ein Moment um die in der Ringebene normal zur C- liegende ^-Axe 
ausüben von der Grösse: 

F=(r-B)A>.'. - 

L Wir wenden uns nun zur Integration der Gleichungen (89) für 
einen nach Anfai^lage und Anfongsgeschwindigkeit gegebenen Körper 
unter der Yoraussetzung, dass äussere Kräfte auf den Körper 
nicht wirken und er um einen beliebigen Punkt rotirt, oder 
dass er unter der Wirkung der Schwere steht und in seinem 
Schwerpunkt unterstätzt ist. 

In beiden Fällen werden die Drehungsmomente F, 0, H gleich 
Knll und die Gleichungen (89) lanten: 

A^ = ,sy(B-r), 

B^-/«(r-A), (90) 

r^ = «T(A-B); 
wir fügen hinzu das sich aus {88') ergel)ende System: 
^,(A«,«'+ B«,/S'+ r»,/) - 0, 

i^^ßM+Bß.ß■ + ^ß./)~o, (W) 
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Aus (90) erhält man zwei integrable Combinationen durch die 

Factoren ö', ß', / und Aa', Bß', f/; sie liefern: 

Aa'+B ß-'-hV y" = A, - {91') 

AV+B'^"+rV"=eS (91") 

während die Gleichungen (90') direct integrabel sind und führen auf: 

Aß,c'+Ba,^'+ra./=K,, 

f^ß,a + Bß,ß'+rß,/=K„ (91'") 

A^a'+By./J'+rr./^K.. 
Hierin sind A, 8 und die K» Integrationsconstanten. A ist noth- 
wendig stets positiv, 9 kann positiv oder negativ sein; die absolute 
Grösse beider ist im Allgemeinen willkürlich; aber man erkennt, dass, 
weil die linken Seiten der Gleichangen (91') und. (91") lauter positive 
Glieder enthalten, ihr Verhältniss innerhalb gewisser Grenzen liegen 
muss. Lässt man nämlich die «', ß', y' beliebig von — oo bis + cd 
varüren, so bleibt, wenn A ^ B S T ist, immer 

Asfsr; (91) 

worin sich das obere oder das untere Zeichen überall entspricht. 

Die Kh sind nicht sämmtiich unabhängig, sondern, da durch 
Summation der Quadrate der Gleichungen (91'") folgt 
A'ß"+ B'j?"+ rV"= K,'+ K,'+ K.', 

80 verlangt (91"), dass 

K; + K.' + K.- = 0' (92) 

ist. 

Man erkennt schleich, dass die Gleichungen (91") und {91'") 
die Flächensätze für den um den festen Punkt rotirenden Körper 
aussprechen; 6 ist das doppelte resultireude Flächenmoment und 

^ = cos (*, a;) , . -^ = cos (*, y), -^i = cos (f , x) (92') 

sind die Cosinns der Winkel, welche die Normale * auf der invariabeln 
Ebene grösgten Flächenmomentes mit der X-, Y- und Z-Axe ein- 
sehliessen. Rechnen wir hierin und später positiv, so ist die Richtung 
der Normalen v so deänirt, dass um sie das Flächenmoment einen 
positiTen Werth hat, also die ganze Rotation in positivem Sinne 
stattündet 

Sie Formel (91') dagegen spricht den Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Eraft für den rotirenden Körper ans, wie aus der 
Tergleichung mit (44") sogleich herroi^ht. Die Integrationsconstante A 
ist der doppelte Werth dieser constanten lebendigen Kraft W selbst 
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Verbindet man mit (91') imd (91") den Wertli der resultirenden 
Rotationsgeschwindigkeit m nach der Beziebnng 

a' + ß"+ y"= o)', 
so lässt eich «', ß', / durch w ausdrücken und schreiben: 
.._ e'-a(B + n + BT .,' 
'^ - (A-B)(A-0 ' 

P =— (B-0{B-A) ' ^^''1 

„_ e'- a(A + B) -fABw' 
^ - (r-A)(r-B) 
Setzt man dies in eine der Formeln (90) ein, so resultirt eine 
Gleichung zwischen ( und m, welche integrirt lautet: 
ABft^u 



'^Hv 



I ]/-[e'-Ä(B + O+Brr'][0'^Ai;r + A) + rAc«'][0'-A(A + B) + AB«'] 

Sie führt, nach w aufgelöst, auf elliptische Functionen; der 
dadurch erhaltene Werth, in (93) eii^esetzt, bestimmt a, ß', y. 

Aus diesen folgen dann mit Hülfe der Formeln (91'") die a„,ßi,yi, 
welche die Lage des Körpers zu beliebiger Zeit bestimmen. 

Bis jetzt haben wir das absolut feste Coordinatensystem X, 7, Z 
vollständig willkürhch gelassen; die weiteren Betrachtangen vereinfachen 
sich aber, wenn wir über die eine, etwa die Z-Äse, in bestimmter 
Weise verfügen. 

Durch die Anfangslage und Anfengsgeschwind^keit des Körpers 
sind die drei Coustanten K„ K„ K, und demgemäss auch 6 vollständig 
bestimmt^ denn die Gleichungen (91'") gelten für jeden Moment, also 
anch für den Anfangszustand ; wir können also für jedes specieUe 
Problem die Lage der Normale v der invariabeln Ebene nach (92*) 
vollständig berechnen. 

In die Kichtung von p wollen wir die Z„-Aie eines neuen Coor- 
dinatensjstems X,, Y^, Z„ hineingelegt und die Formeln (91'") auf dieses 
Coordinatensystem transformirt denken, Sie nehmen dann "die ursprüng- 
liche Form wieder an, nur steht in den ersten beiden Gleichungen 
an Stelle von K, und K, Null, in der dritten an Stelle von K, aber G, 
denn es muss aos{v,x,) = 0, eos(»',^„) = 0, cos (*,*„) = 1 werden. Mit 
den so erhaltenen Gleichungen wollen wir weiter rechnen, aber der 
Kürze halber die Indices „ nicht in ihnen einführen. 

Fasst man sie mit den Factoren a„ß„y, und a„ ß„.y, und 
K„ ß„ y, zusammen, so erhält man die Formeln: 

A« = Qy , B^' = 07-, , ry' = Oy. . (94) 

Sie bestimmen ohne neue Integration für jeden Moment die 
Winkel zwischen den drei Hauptträgheitsaien A, B, C und der positiven 



DigilizedbyGoO^^IC 



g 23. Rotation eines Körpers um einen festen Punkt. 23S 

li^ormale der inTariabeln Ebene Z. Diese drei Winkel, die allerdings 
wegen der Relation 

nicht nnabliängig von einander sind, werden doicb die Werthe der 
Anfangsgeschwindigkeiten TOllständig gegeben imd enthalten nur 
die dorch (91'], (91") und (93'] eingeführten Integrationsconstanten 
A, 6 und C. Ihre Unabhängigkeit von der Anfangslage des Körpers 
erklärt sich dadnich, dass sie ja nicht gegen eine willkürliche, sondern 
eine darch eben jene Geschwindigkeiten erst beatimmte Eichtung, 
nämlich die Normale v, gerechnet werden. 

Um noch eines der a^^ ß,,, welches zur vollständigen Bestimmung 
der Lage des Körpers erfordeTÜeh ist, zu bestimmen, bedarf es noch 
einer Integration. Man bestimmt am bequemsten eines der Yerhältnisse 
ti^jß^, welche direct geometrische Bedeutung haben. 

Bezeichnet man z, B. den Winkel zwischen der XZ-Ebene und 
der durch die Z- und die 0-Axe gelegten mit (p, so ist 

Unter Rücksicht anf (13"} nnd (5] erhält man hieraus leicht: 
and in K&cksicht anf (94] 

Hierin sind a' nnd ß' nach (93] und (93'] bekannte Functionen 
von t; fax q> ergeben sich elliptische Functionen der Zeit. 

Wir beschränken uns weiter auf die Entwickeluug deijenigen 
Gesetze für die Botation um einen Funkt, welche mit elementaren 
Hälfemitteln abzuleiten sind; dieselben beziehen sich vornehmlich auf 
die Grösse der Rotationsgeschwindigkeit und die Lage der augen- 
blicklichen Rotationsaxe im Körper und im Räume. 

Da der Körper nns nur durch sein Hanptträgheitsellipsoid um 
den festen Punkt gegeben ist, so hat die Betrachtung an dieses 
anzoknfipfen. 

Seine Gleichung ist in Bezug auf das System A, B, C: 

Ao'+B6"+ rc-^l. (95) 

Die Richtung der augenblioMichen Drehungsaxe d gegen die 
Hanpttr^heiteaxen ist gegeben durch 

cos {d, a) = — ( coa (rf, 6} = — i cos {d, c) = —• 
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Ein Kadiuarector r ihr parallel durch den festen Punkt ^leg^t 
schneidet das Tiägheitsellipsoid (95) in einem Funkt 

a = ^', fi = ^' " = 17' (^5') 

den man den Pol der Drehung nennt; die Länge r heisat der 
Radius des Poles. Setzt man die Werthe (95') in (95) ein, so 
resnltirt: 

^^••+Qß"-^Vr"=$- (95") 

Vergleicht man dies mit unserem ersten Integral (91'], so folgt 
der Satz: 

w'=r'A; (96) 

die Rotations ges eh windigkeit w ist in jedem Augenblick 
dem Radius des Poles im Trägheitsellipsoid proportional. 

Zugleich werden die Gleichungen (95') zu 

a=~, h = -^-, c = ^; (96') 

l/Ä VÄ VÄ ^ ' 

geben wir der yÄ das positive Torzeichen, so ist dadurch dem Pol 

der Drehung die specielle Bedeutung gegeben, dass er die Seite der 

Drehnngsase bezeichnet, um welche die Rotation in positivem Sinne 

stattfindet 

Führen wir die Goordinaten a, b, c des Poles in das zweite 

Int^ral (91") ein, so ei^ebt sich 

AV+B't'+rV=-|^- (97) 

mithin die Gleichung eines zweiten Ellipsoides, auf welchem der Pol 
Terharren muss. Es folgt daraus der Satz: 

Der Pol der Drehung wandert auf der Scbnittcurve der 
beiden concentrisehen und gleichliegenden Ellipsoide (95) 
und (97), bewegt sich also in einer geschlossenen Curve. 

Dass sich die beiden Ellipsoide stets schneiden müssen, ist einmal 
aus physüalischen Gründen klar, folgt aber auch aus der irngleichung 
(91), Denn die Halbaxen des Ellipsoides (95) sind resp. 
1 1 1 

YK' vb' yr' 

die von (97) resp, 

e e e 

avä' bi/ä' ryÄ* 
and da nach (91) gilt: 
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jenachdem A^B^f ist, so en^iebt sieh, dass, wenn die grösste Axe 
des einen Ellipsoides kleiner ist als die grösst« des andern, nrngekehrt 
die kleinste für das erstere grösser ist als die kleinste für das letztere. 

Die beiden Ellipsoide schneiden sich stets in zwei gleichen Curven, 
die symmetrisch zum Mittelpnnkt liegen. Dies zeigt, dass mit den- 
selben Werthen der Int^rationsconstanten zwei zwar wesentlich gleiche, 
aber nach Lage des rotirenden Körpers gegen die positive Normale 
der invariabeln Ebene entgegengesetzte Bewegungen vereinbar sind. 

Ein besonderes Interesse bieten einige specielle Fälle. 

Gilt für die Hauptträgheitsmomente die tTngleichung A > B > f, 
so ist die (7-Aie fftr beide Ellipsoide die grösste, die B- die mittlere, 
die A- die kleinste. Bestimmt sich dann durch den Änfangszustand 
das Verhältniss B'/A = A, so haben beide Ellipsoide gleiche ^-Äxen, 
das Trägbeitsellipsoid (95) liegt jetzt vollständig innerhalb des andern 
(97) und beide berühren sich im Ende ihrer gemeinsamen A-Aje in 
einem sogenannten elliptischen Punkt; die Polcurve reducirt sieh 
auf den Endpunkt der ^-Axe, es tritt also eine permanente Rotation 
nm diese ein. Weicht Ö'/A nur sehr wenig von dem Werthe A ab — 
es kann nach (91) nur kleiner, nicht aber grösser sein — so wird die 
Polcurve elliptische Gestalt haben und ihr Mittelpunkt auf der ^-Axe 
liegen. Die Rotationsaxe wandert also dauernd in sehr kleinem Winkel- 
abstand um die ^-Axe herum. 

G-anz ähnliches gilt, wenn O'/A = T isL Hier umschliesst das 
erste Ellipsoid (95) vollständig das zweite (97) und berührt es im End- 
punkt der C-Axe; es tritt also permanente Rotation um die C-Axe 
ein. Ist 07A nur wenig grösser als f, so wandert die Rotationsaxe 
in einem engen elliptischen Kegel um die C-Axe. 

Anders, wenn Ö'/A den mittlem Werth B besitzt; dann hat das 
Trägheitaellipsoid parallel der ^-Axe eine kleinere, parallel der B- die 
gleiche, parallel der C- eine grössere Axe, als das Ellipsoid (97), liegt also 
zum Theil ausserhalb, zum Theil innerhalb desselben. Hieraus ergeben 
sich für beide Ellipsoide Berührungen in den Enden der ß-Axe und 
ausserdem zwei Schnittcurven, welche sich in jenen Punkten schneiden 
— die Berührung ist eine hyperbolische. Da nach den früheren 
Betrachtungen jede Hauptträgheitsaxe eine permanente Rotationsaxe 
ist, hat man dies so zu verstehen, dass der Pol zwar auf diesen Schnitt- 
curven wandert , seine Geschwindigkeit in jenem Berührungspunkt 
aber verschwindet. 

Ist e'/A wen^ kleiner oder grösser als B, so einlebt sich eine 
Schnittcurve hyperbolischer Gestalt; bei einer kleinen Veränderung der 
Anfangsbedingungen verharrt demnach der Pol nicht in unmittelbarer 
Xähe der B-Äxe, sondern wandert über das ganze Ellipsoid hin. 



DigilizedbyGoO^^lC 



286 Mechanik gtsrrer KSrper. 

In diesem Sinne kann man die Rotation um die grösste 
and kleinste Trägheitsaxe durch den festen Pnnkt stabil, 
um die mittlere aber labil nennen. 

Legt man an das Trägheitsellipsoid (95) in dem angenblicklictien 
Ort des Poles eine Tangentenebene nnd bezeichnet deren laufende 
Coordinaten mit a', b', c, so lautet ihre Gleichung: 

Aaa' + Bfef +rcc'= 1. (97') 

Hieraus folgte dass der normale Abstand n dieser Ebene von dem 
festen Punkte oder dem Centmm des Trägheiteellipsoides gegeben ist 
durch 

^ = AV+B'6'+r'c' 
oder nach (97) durch 

-L — ^. 

n" ~ A ' 
es gilt daher femer: 

Die durch den Pol an das Trägheitsellipsoid gelegte 
Tangentenebene hat von dem festen Punkte den unveränder- 
lichen Abstand 

Die Cosinus der Winkel, welche die Normale n mit den Axen 
A, B, C einschliesst, sind nach (97'): 

cos (n, a) = A o», cos {n, 6) = B 6n, cos (», c) = Vcn, 

oder nach Einsetzen von a, b, e aus (96') und n aus {97") 

C08(n,a) = ^, C08(«,6) = ^, 008(n,c) = ^- (98) 

Die Winkel von n mit den absolut festen Aien X, F, Z be- 
stimmen sich, indem man diese Formeln mit den Factoren a„ a,, a,; 
ß„ ß„ ß,; y,, y„ y, zusammenfesst zu: 






cos (», t) = - 

Vergleicht man diese Werthe mit den Beziehungen {91'"} nnd (92'), 
so erkennt man den Satz: 

Die im Pol an das Trägheitsellipsoid gelegte Tangenten- 
ebene ist parallel mit der dem rotirenden Körper zugehörigen 
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inTäriabeln Ebene grössten Flächenmomentes und behält 
daher, ebenso wie ihre Normale, ihre Lage im Räume 
unverändert bei. 

Da der Pol ein Pnnkt der augenbliekliohen Botationsaxe ist, so 
hat er keine Geschwindigkeit; demgemäss hat auch die Stelle des 
Trägheitsellipsoides, welche auf der invariabeln Ebene anfliegt, keine 
Greschwindigkeit Daher gilt weiter: 

Das Trägheitsellipsoid rollt, während es sieh um sein 
Centrum dreht, ohne zu gleiten auf der festen Ebene. 

Dies ist entsprechend dem auf p. 235 Gesagten jederzeit auf zwei 
Weisen möglich, welche auf der festen Ebene die gleiche Gurre, aber 
auf dem Trägheitsellipsoid zwei symmetrisch zum Centrum gelegene 
Polcurven liefern. 

Für die Componente w, der Eotationsgesehwindigkeit um die 
Normale n zur invariabeln Ebene gilt em einfacher Satz, den man er- 
hält, wenn man die Gleichungen (98) mit den Kotationscomponenten 
t^t ^> / iin die Hauptträgheitsaxen multipUeirt und zusammen addirt 
Es folgt: 

oder nach (91'): 

».-#; (98") 

die Componente der Botationsgeschwindigkeit nach der Nor- 
malen auf der festen Ebene ist constant 

Besonders einfach werden die Verhältnisse in dem Falle, wo zwei 
der drei Hauptträgheitsmomente des Körpers um den- festen Funkt 
einander gleich sind, jener etwa ein Botationskörper ist, der um einen 
Funkt seiner Axe rotirt 

Sei A = B, dann werden die Gleichungen (90): 

A^ = ^/(A-r), ' A^ = /«'(r-A), r^ = o. (99) 

Hieraus fo^, dass / constant ist, d. h. die Botation um die 
ausgezeichnete Axe C mit eonstanter Geschwindigkeit geschieht. 
Setzen wir jetzt und später, falls / constant ist, 7' = p, ausserdem 

(r— A)/A = e, 80 wird: 

und daraus folgt: 

ß'= qcQspe(t — Qf ß = 5sin^e(i — („), /^P» (99') 
wobei, wie p, auch ^ und i, Constante'sind. 
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Demgemäss e^ebt sich die gesaiomte Botationsgeschwindigkeit: 

a'=a"-i-ß"+y" = p'+q', (99") 

also eben&lls constant 

Nennt man den Winkel, den die Rotations- mit der (7-Axe ein- 
schliesst^ S, und denjenigen, der zwischen der -4 C- Ebene und der die 

C- und die Rotationsaxe enthaltenden Ebene liegt, yj, so ist: 
— = sini^eosi^, — = sin 5 sin i^, — = cos 5. 
Hieraus folgt: 

tg^ = tgpe{l~t„), tg5=|-, 

Für einen Körper mit zwei gleichen Hauptträgheits- 
momenten ist sowohl die Botationsgeschwindigkeit /um die 
ausgezeichnete Axe als die resultirende Botationsgeschwin- 
digkeit w constant, und die vom Pol auf dem Hauptträgheits- 
ellipsoid, wie auf der festen Ebene beschriebene Curve ist 
ein Kreis, der vom Pol mit der eonstanten Winkelgeschwin- 
digkeit M' = /{r— A)/A durchlaufen wird. 

Der Winkel &■ zwischen der ausgezeichneten C-Axe und der Nor- 
malen n der invariabeln Ebene, die wir zur Z-Axe gewählt haben, 
ist nach dem Vorstehenden von unveränderlicher Grösse, sein Gosinne y,, 
den wir hier und später, im Falle er constant ist, mit k bezeichnen 
wollen, findet aieh ans (94): 



t = !>. 



(100) 



Der Winkel y zwischen der XZ- Ebene nnd der durch die Z- 
und C-Axe gelegten ist nach (94'"] unter den gemachten Yoraus- 
setzungen gegeben durch: 

ist hiemach also die constante Geschwindigkeit, mit welcher 
die C- nm die Z-Axe rotirt. 

Hierin lässt sich die Integrationsconstante 6 entweder nach (91") 
durch die conatanten Geschwindigkeiten p und y um die Haupt- und 
eine Nebenaxe nach der Formel 

e-=A"3--l-rV, (100") 

oder anschaulicher nach (100) durch die constante Geschwind^keit p 
um die Hauptaxe und den constant«n Cosinus k des Winkels zwischen 
dieser nnd der Z-Axe bestimmen, sodass man erhält: 



. ""P. 



(100"') 
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Die Geschwindigkeit <t>, mit welcher die ausgezeichnete 
Hauptträgheitsaxe C am die Normale Z der invariabeln 
Ebene rotirt, ist indirect proportional dem Cosinus k ^es 
Winkels zwischen beiden und direct proportional der Rota- 
tionsgeschwindigkeit des Körpers um die C-&.te. 

Endlich fi^en wir noch den nach den frühem Formeln sogleich 
einzusehenden Satz hinzu: 

Sind alle drei Hauptträgheitsmomente gleich, so sind 
auch alle drei Rotationsgeschwindigkeiten a', ß", / constant; 
die Drehung geschieht hier also mit constanter Geschwindig- 
keit um eine im Baume und im Körper feste Axe. — 

n. Wir wollen nunmehr annehmen, dass der um einen festen 
Punkt drehbare Körper einer Kraft K unterworfen ist, die eine im 
Räume unveränderliche Richtung hat und in einem im Körper festen 
Punkte angreift, dessen Coordinaten in Bezi^ auf das System der 
Hauptträgheitsaxen a„ ft., c, sein mögen; im Falle die Schwere wirkt, 
ist K das Gewicht des Körpers und sind a„ b„ c, die Coordinaten 
seines Schwerpunktes. 

Legen wir die Z-Axe der Kraft K parallel, so lauten unsere 
Gleichungen (89): 

f''% + {r-B)ß/-Ki,b.r.-c.r.), 

B^ + (A-r)/<.'-Ji:(w,-o.rt, (101) 

r^ + {B - A)«')? - K{v. - ».?.); 

zugleich folgt ans (88'}: 

^(A<!.» ■+ B<«,(9-+ r..,/) - + jr((j,/J, + i,j!,+ c.ß,), 
jf(A/!.«'+B;9,/9-+r/9y)= -«■(«,«, + S.«, + c«,), (101') 

~{e.r,«' + Br,^+rr./) = o. 

Mnltiplicirt man die Gleichungen (101) mit den Factoren a', ß", /, 
addjrt und berücksichtigt, dass nach (13"}: 

y.r' - nß" = 7.', r.a' - ry = r,', r# - n"' = ;-.' (loi") 

ist, so erh^t man eine direct integrable Formel, welche liefert: 

A«"+ Bß"+ r/" = 2^{a.7^+ b.y, + e,y,) + A; (102) 

diese Gleichung ist die der lebendigen Kraft, A die Integrations- 
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Ein zveltes Integral giebt die letzte Formel (101']; dasselbe ist 
Ay.«'+ Br,j?'+ rn/= K (102-) 

tmd stallt nach (91'") den Flächensatz in Bezug auf die Ebene normal 
zur Eraft E dar. Da wir über die poBitive Bichtung der Z-Axe bereits 
verfügt haben, so sind positive und negative Wetthe von K zuzulassen. 
Ein drittes Integral ist bisher nur für den specielleu Fall ge< 
funden, dass der Angriffspunkt der Kraft K auf einer Hauptträgheits- 
axe, z. B. der C-Axe, liegt und die Trägheitsmomente um die A- und 
B- und daher um alle zur (7-Axe normalen Axen gleiche Werthe 
haben. Die erste Bedingung verlangt, dass 

a, = 6. = 0, 
die zweite, dass 

A = B 

ist. In Folge dieser Beziehangen wird die letzte Gleichung (101) direct 
integrabel und liefert durch 

r'=^p, (102") 

worin p eine Constante bezeichnet, das Resultat, dass iu diesem Falle 
die BotationsgeBcbwindigkeit um die O-Axe constant ist 

Die ersten beiden Gleichungen (101) nehmen zugleich die Form an: 






(102'") 



{102"") 



die Integrale (102) und (102') werden zu: 

A(«" +ß-^ +rp' =2E<Ky,+ ^, 

A{r,«'+^i^) + ry.p = K. 

Die DurchfühniDg des Problems giebt für die Grössen «i,, ßs, /», 
welche die Lage des Körpers gegen das absolut feste System X, T, Z 
in jedem Augenblick bestimmen, elliptische Functionen der Zeit. 

Mit elementaren Hnl&!mitt«ln ist hier nur wenig Aufklärung über 
den stattfindenden Vorgang zu erhalten. 

Die Gesetze für die bekannten Kegelbewegnngen, welche'die Axen 
von Kreiseln oder Gyroscopen unter der Wirkung der Schwere aas- 
führen, findet man, wenn man die Annahme in die vorstehenden 
Gleichungen einführt, dass der Winkel zwischen der (7- oder Kreisel- 
axe und der Z-Axe, welche parallel der Richtui^ der Kraft durch 
den festen Funkt gelegt ist, constant bleibt. 

Dies geschieht, indem man 

Y, = k, also y,' = (103) 
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setzt, wo k wiederum eine Constaute bezeichnet. Die letzte Grleiohung 
(101") tmd die Gleichxmg (94") werden dann zu 

und auB ihnen folgt: 

Hierin ist dtfjdi die Winkelgeschwindigkeit <!>, mit welcher die 
C- die 2-Aie umkreist. 

Bildet man 

«'•+?'=ö-,'+!-.')(g)' 
nnd beachtet, dass 

YC 4- y,' = 1 - *', 
also constant ist und auch «"-f /9" unter den gemachten Voraus- 
setzungen nach der ersten Formel (102"") einen Constanten Werth g' 
hat, so erkennt man, dass auch (t> unveränderlich ist. Man erhält für 
dasselbe zunächst den Werth 

der indess, da $ die Kotationsgeschwindigkeit um eine Kebenaxe ist, 
wenig Interesse hat. 

Setzt man die Werthe von a und ^ in eine der beiden ersten 
Gleichungen (101), so erhält man in Kücksicht darauf, dass A = B, 
a, = 6, := und drpjdt constant ist: 

A/,' <t> + (r - ^)py, * = - Kc,Y„ 
oder, da nach (100") und (103) 

/.' = Ytp — ^ß = y^iip — ^*) 

ist, auch 

y,{rp*-Aft«'-i-re,) = o. 

Hieraus folgt, da y, nicht dauernd gleich Null sein kann, die 
Gleichung 

AÄi^'-ry^^rc,, (104) 

aus welcher sich bei demselben p und k zwei Werthe für <t> ergeben, 
nämlich: 

Diese Werthe sind stets reell, wenn fcc, positiv ist, d. h. die Pro- 
jection der Entfernung c, zwischen dem festen Punkt und dem Angriffi- 
punkt det Kraft auf die Richtung der Kraft K positiv ist; im andern 
Falle können sie bei hinreichend kleinem p complex werden, d, h. bei 
kleiner Rotationsgeschwindigkeit p kann unter der Wirkung der ge- 

Volgt, Eiern. UwtiBDlk. 16 

DigilizedbyGoO^^lC 



242 Uechanik starrer KOrper. 

gebenen Kraft K, z. B. der Schwere, die verlangte Kegelbewegung 
nicht zu Stande kommen. !N^immt man ^ so gross an, dass man die 
WurzelgrÖsse entwickeln kann, so erhält man die beiji.en angenäherten 

Werthe: 

*■ = ?. + § -^ *--§• O»^! 

Der erste Werth unterscheidet sich um so weniger von dem ohne 
Wirkung der äussern Kraft stattfindenden (100'"), je grösser die Kota- 
tionageschwindigkeit j* um die C-Äxe ist; er giebt daher eigentlieli 
keine in Folge von K auftretende neue Erscheinung. 

Anders der zweite Werth, der mit wachsender Botationsgeschwin- 
digkeit f abnimmt und bei unendlicher verschwindet; dieser stellt 
offenbar die Kegelbewegung dar, -welche bei Kreiseln regelmässig zu 
beobachten ist^ 

Es bleibt zu erklären, wie es' möglich ist, dass für <> hier bei 
Einwirkung einer Kraft zwei Werthe, oben ohne solche nur einer 
gefunden ist 

Denken wir, um die Torstellung zu fixiren, die Z-Ase positiv 
nach unten gerechnet und den Körper um die C-Äxe, welche den 
Winkel Q- mit der Z-Ase einschliesst, mit der Geschwindigkeit ■p in 
Rotation gesetzt, ohne dass eine äussere Kraft K wirkt, so kann man 
dem Körper auf zwei Weisen die Neigung 9- ungeändert erhalten: ein- 
mal, indem man ihm keine andere Bewegung als die Rotation p mit- 
theilt, in welchem Falle die C-Axe als permanente Drehungsaxe im 
Räume ruht — sodann, indem man ihm noch eine Rotationsgeschwin- 
digkeit q um eine Nebenaie ertheilt von der aus (100) und (100") 
folgenden Grösse r' ' i - p 

vermöge deren nun die C-Axe in constanter Neigung um die Z-Axe 
kreist 

Diese beiden Fälle sind möglich, aber nur der zweite ist oben in 
Formel {100'") ausgedrückt, weil für jene die Z-Axe ausdrücklich als 
Normale der invariabeln Ebene vorausgesetzt war. Im ersten Falle 
ist aber die im Räume feste (7-Aie selbst diese Normale. 

Aus diesen beiden Bewegungen leiten sich nun offenbar, bei Ein- 
wirkung der Kraft K, die in (104") enthaltenen beiden ab; ein Wider- 
spruch ist daher nicht vorhanden. — 

m. Wir wollen uns schliesslich noch mit der Rotation eines 
Körpers um seinen festen Schwerpunkt beschäftigen unter der Voraus- 
setzung, dass er eine Anziehung von einem Massenpunkt m^ erßhrt, 
welcher in grosser Entfernung in einem Kreis um ihn henimwandert; 
dies Problem steht, wie wir sehen werden, in Zusammenhang mit 
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der Ttieorie der Einwirkungen von Sonne und Mond auf die Erde, 
welche die sogenannte Präcession und Nntation heirorbringen. 

Sei der feste Schwerpunkt des Körpers wieder der Nullpunkt des 
X r^-Sjstemes und wandere der anziehende Massenpunkt gleichtönn^ 
im constanten Abstand e, von ihm in der ^y- Ebene. 

Sehliesst die Sichtung von e, mit den Haupttrf^heitsaxen Winkel 
ein, deren Cosinus resp. a, ß, y sind, so wird in einem spätem Ab- 
schnitt gezeigt werden, dass das Attractionscentrum auf den Körper 
Drehimgsmomente F, O, H um die Hanptträgheitsaxen ausübt von 
der Grösse: 

3„ . ^ (105) 

Hierin drftcken wir k, ß, y durch die Winkel aus, welche die A-, B-, G- 
mit den X-, Y-, Z-Axen, und welche e, mit der X- und F-Axe ein- 
sehliesst; nennen wir q> den Winkel zwischen den Richtungen von e, 
und X, 80 wird: 

« = a.coaip + ß^sm^, 

ß = a,cosqc + ;?,sinqc, (105') 

;- = «, cos y + ß, sin tp . 

Da der Punkt m, gleichförmig rotirt, so ist <p eine lineare Function 
der Zeit 

Wir wollen annehmen, dass die Botatlonsgeschwindigkeit des 
Punktes m, gross ist gegen die Geschwindigkeit, mit welcher sich die 
Drehungsaxe innerhalb des Körpers bewegt, und zwar in einem Mitasse, 
dass man an Stelle der wechselnden Werthe der Momente F, O, H 
ihre Mittelwerthe für die Dauer eines Umlaufes einführen kann — oder, 
anders ausgedrückt, dass man sich die Masse m, des Attractions- 
centrums auf einen Kreis vom Radius e, gleichmässig vertheüt 
denken darf. 

Dann haben wir in (105) an Stelle von ßy, ya, aß resp. zu 
setzen: 



4" {«.«.+ ^.^.) = -|y.r., 

j^fyadfp = ^{a.a, + ß.ß,)= - ^y.y„ (105") 

^f^ßd<p = ^{a,a,+ ß,ß,)= ^ly,y,. 
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Knrzt maa noch 3t»,/'/2V in f ab, so erhält man die Momente 
F, G, S in der folgenden Gestalt: 



(105") 



"--rv-B)r.r., o = -f{^-V)r.r„ 
nnd die Bewegnngsgleiehangen (89) werden zu: 

B% + [.k-r)/«'~-r{k-v)r.r„ (io6) 

r^-KB-A)«/?-» -riß-Ki,,r.. 

Es ist leicht, drei erste Integrale dieser Gleichoi^n zu bilden. 
Fasst man sie mit den Factoren «', ß^, / zusammen and berück- 
sichtigt, dass 

// = y. y' - r. ß', Y' =/.«'- ;'. V, y.' =7'ß'- y. "' 
ist, so resnltirt: 

Aa" + Bj?" + ry" = A + r (A/,* + By.' -I- Vy:)- (106') 

Die Factoren A«, B^, Ty' geben aas demselben Grande: 
AV + B'j?" + ry" = e* - /■' (Bfj',' + TA ;-.' + AB y:); (106") 
endlich die Factoren y,, y„ ;',: 

Ar.ß'+ B7'.j?'+ rr./= K. {106"') 

Hierin sind A, 6, K Integrationsconstanten. 
Die Formel (106') giebt die Gleichung der lebendigen Kraft, 
(106") and (106'") sind Flächensätze. 

Wir wollen weiter nur den speoiellen Fall behandeln, dass der 
Körper in Bezi^ auf seinen Schwerpunkt zwei gleiche Hauptträgheits- 
momente A = 8 besitzt und mit seiner ausgezeichneten Trägfaeitsaie G 
einen Kreiskegel um die Z- als Axe beschreibt; wir fragen, wie sieh 
dessen Oeffnung durch die ertheilten Geschwindigkeiten bestimmt 
Die erste gemachte Annahme lässt laut der dritten Gleichung (106) 

/ = P, 
d. h. constant werden, die zweite giebt auch /, einen constanten Werth: 

Hierdurch gehen die beiden ersten Gleichungen (106) über in: 

A'j!^ + (r-A)y/?--r(r-A)*r„ 
*7&-(r-A)J««'= +'"(r-A)i^, 
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stimmen also mit (102"') überein, nur dass an Stelle von Kc, dort 
hier ~ f'k (r - A) steht 

In Folge dessen sind die dort erhaltenen Eesultate bis aof den 
Werth der Constanten auch hier gültig. 

Ninunt man die Rotationsgeschwindigkeit p des Körpers um die 
C-Axe und den Winkel zwischen der C- und der 2-Axe, also k, als 
gegeben an, so kann man nach (104") durch zwei Werthe der Winkel- 
geschwindigkeit *, mit welcher die C- um die Z-Axe kreist, den 
Bedingungen des Froblemes genügen, nämlich durch: 

Der erstere entspricht dem Falle, dass der rotirende Körper auch 
ohne Einwirkung der äussern Kraft bei dem gegebenen Anfangszustand 
mit seiner (7-Axe eine Kegelbewegung um die Z-A:e beschrieben 
hätte, der zweite dem, dass unter diesen umständen seine C-Axe 
geruht hätte. 

Man kann die letztere Formel anwenden auf die Lagenänderung 
der Erdaxe in Folge der Einwirkung der Anziehung von Sonne und 
Mond, auf die sogenannte Präcession und Nutation. Die Erdaxe 
rotirt um die Normale auf der Ekliptik, während sie mit ihr den nahe 
constanten Winkel von 23" 27' einschliesst, und vollendet einen Um- 
lauf in ca. 25800 Jahren. Wie wir später sehen werden, kann für 
die Betrachtung der Rotation eines Körpers um seinen Schwerpunkt 
letzterer als feststehend angenommen werden; wir können uns also für 
die Behandlung der Präcession den Erdmittelpunkt ruhend und Sonne 
und Mond ihn umkreisend denken. Deren Umlaufszeiten würden dann 
gegenüber der Umlaufszeit der Erdaxe als verschwindend klein anzu- 
sehen sein, wie bei der vorstehenden Rechnung vorausgesetzt ist. 

Die Beobachtung zeigt, dass bei der Erde die zweite Wurzel *, 
Gültigkeit hat, die Krdaxe ohne äussere Einwirkung also im Räume 
ruhen würde. Betrachtet man die Erde als ein RotationseUipsoid von 
den Halbaxen a und c und der Masse m, so ist nach (42'); 

A - ""^"' + °'J r-^""' 

'^~ 5 ' ' - 5 ' 

und es wird, wenn man die Wirkung von Sonne und Mond zu- 
sammenaddirt: 

Den Werth der Gonstaste ;" des Newton'schen Gesetzes werden 
wir weiter unten zu 
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bestimmen, worin r den mittlem Erdradius, g„ die von dem Einfluss 
der Centrifugalkraft befreite Bescbleunigung duieb die Schwere be- 
zeichnet; (a' — c')/a* = g' ist das Quadrat der numerischen Escentricität 
des Eidmeridians. 

Führt man noch die Umlaufszeit der Erde um ihre Äxe r =2ä/p 
und die der Erdaxe 7= 2jt/<t), ein, so erhält man auch: 

Soll 7" sich in Jahren finden, so iat. 

T = gig und <?, = 9,83 . (86400)'. (365)' 
zu setzen; ferner ist: 

* = 0,3174, )- = 6367km, 
und für den Mond: 

^ = 0,0125, e, = 384 000 km, ^ = 60, 
f^ die Sonne: 

^' = 324 400, e; = 149 000 000 km, ^ = 23300. 

Rechnet man mit diesen Zahlen T aus, so erhält man den Werth 
24600 Jahre, der mit der aus der Beobachtung berechneten Zahl von 
25800 Jahren soweit stimmt, als es bei den gemachten Vernach- 
lässigungen zu erwarten ist 

§ 24. Bewegpuig eines freien starren Körpen unter der Wirkung 
änsserer Kräfte; ebene Bewegungen. 

Ist kein Punkt des bewegten starren Körpers festgehalten imd 
dadurch als Anfangspmikt des im Körper festen Coordinatensystemes 
empfohlen, so wird man in den allgemeinen Gleichungen (34) diesen 
Anfangspunkt passend in den Schwerpunkt des Körpers legen, also 

setzen. Jene Formeln werden hierdurch: 

"S-2Ä, ".g-SK, »f-s^., 
«^(r.i-vj-i'ir+'j'+o + Kii' + ff'+f«')) (108) 
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g 24. Bewegung eines freien starren KSrpers tmter der Wirkung etc 

•»i (rt- rf - /"'(r + ';•+ o + i({i-+ w'+ m) 

>» i («'{ - f >J - "' (f + V + D + £«»■ + <if' + S«')) 

+ ~(*'H'+ m'£'+ »'Z) -2;(»^.5'.-S.^)- 
Setzt man in den letzten drei Gleichnngen rechte 
«.= { + {., y,= v + th, ».-£+&, 
wo nnn |», i/», J^ die relativen Coordinaten in Bezug anf den Scliwer- 
ponlit sind, so wird; 

, , I df .d,-\ (108') 

_Z,.+ »,(,5j-£^J, 

falls L, die Summe der Drehungsmomente um eine zui X-Axe parallele 
durch den Schwerpunkt bezeichnet; ebenso wird: 

^(..A-.-r..Z.)-Ä+».fe|l'-|f), 

Bezeichnet man auch die Trägheits- nnd Deviationsmomente um 
zu den X, Y, Z- parallele Äsen durch den Schwerpunkt mit dem 
untern Index,, so gilt: 

= =£„+«»Cfl'+a H=H.4-"i(r+r). Z=Z.->rm{^ +-,}'), 
^'=-=:-mvZ, H'=H;-w£|, z = z:-m^v ^ ^ 

Benutzt man alle diese Beziehungen , so verwandelt sich das 
System (108) in: 

•»f-Ss. "S-Sn, «.f-sz.. 



;^(rZ,'+ /.'H. + .=.') - M„ (109) 

J^(rH;+p=;+»z.)-A'.. 

Die Drehungsgeschwindigkeiten X', fx, v beziehen sich, wie früher, 
auf die durch den Anbngspunkt des im Körper festen Coordinaten- 
sjstemes (hier also durch den Schwerpunkt) gehenden Parallelen zu 
den -XI'Z-Axen, daher auf dieselben Biehtungen wie die L^, M„, N^, 

£., H., z., =.', h;, z;. 
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Vergleicht man diese Formeln mit den für einen Massenpimkt 
Und den für einen um einen festen Punkt rotirenden Körper geltenden, 
so erhält man den Satz, der nur eine andere Fassung der in § 15 für 
die Bewegung des Massenmittelpunktes und fQr die Flächenmomente 
gefundenen Resultate ist: 

Ein freier starrer Körper rotirt um seinen Schwerpunkt 
ebenso als wäre derselbe festgehalten und wirkten nur die 
Drehungsmomente der äussern Kräfte um Aien, die durch 
diesen Punkt gehen, während gleichzeitig der Schwerpunkt 
so fortschreitet, als wäre in ihm die ganze Masse eoncentrirt 
und griffen in ihm alle Kräfte mit der gegebenen Stärke an. 

Die Formeln (109) gestatten uns nun auch, die Voraussetzungen 
genauer zu erkennen, welche zu erfüllen sind, damit ein Körper als 
materieller Punkt angesehen werden kann, das heisst, damit seine 
Bewegung oder, wie wir nunmehr präciser sagen, diejenige seines 
Schwerpunktes von seiner Gestalt und Zusammensetzung unabhängig ist. 

In den drei ersten Gleichungen (109) kommt Gestalt und Zu- 
sammensetzung des Körpers nur in den auf den rechten Seiten stehen< 
den Ausdrücken Tor, denn die Kräfte, welche ein Element des Körpers 
erfährt, sind im Allgemeinen als Functionen des Ortes und der Ge- 
schwindigkeit eben jenes Elementes zugelassen und geben daher andere 
Componenteusummen, wenn ihre AngriSspunkte geänderte Coordinaten 
und Geschwind^keitsc«mponent«n erhalten. 

Bezeichnen wir für die Kraft -X», Y», Z, die relativen Coordinaten 
des Angrif^punktes gegen den Schwerpunkt mit |,, i;,, ^, seine rela- 
tiven Geschwindigkeitscomponenten mit 1*', Vk, Z^, so kann man setzen, 
da die Functionen X^, Z», F, stets als stetig anzusehen sind: 






Hierin bedeutet (Xi)„ den Werth von Xt, der resultirt, wenn man 
an Stelle der Coordinaten und Geschwindigkeiten des wirklichen An- 
griflspunktes von K^ diejenigen des Schwerpunktes einsetzt. 

2-^> 2^»> 2^* ^^^^ ^^'^ ^^^ Gestalt und Zusammen- 
setzung des Körpers unabhängig, wenn dessen Dimensionen 
so klein sind, dass es innerhalb der geforderten Annäherung 
gestattet ist, die Reihen mit dem ersten Glied abzubrechen, 
und dieses selbst jene Grössen nicht enthält 

Ersteres setzt im Allgemeinen voraus, dass schon die in 1», *!>•> C* 
und |i', Vt ^' linearen GUeder vernachlässigt werden müssen; nur 
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in dem speciellen Falle, dass die Kräfte den Massen proporlaoiial sind, 
verschwinden die linearen Glieder wegen 

von selbst nnd sind erst die Glieder zweiter Ordnung zu vernacb- 



Indess ist diese eine Bedingung nicht unter allen Umständen ge- 
nügend, sondern verst^ in den allerdings in der Praxis seltenen Fällen, 
dass die Kraft, welche ein Punkt des Körpers erfahrt, von der Gestalt und 
Zusammensetzung des ganzen Körpers abhängig ist; hier kann auch 
bei verschwindenden Dimensionen der Finfluss dieser Umstände be- 
stehen bleiben, sodass es unmöglich ist, den Körper in dem ausge- 
sprochenen Sinne als einen materiellen Punfet anzusehen. Wir werden 
noch in diesem Abschnitt einige Beispiele behandeln, in welchen dies 



Da das Problem der Kotation eines Körpers um einen festen 
Punit nur in gewissen speciellen Fällen der Analyse zugänglich ist^ 
so gilt das Gleiche nach dem obigen Satz auch für seine durch die 
Gleichungen (109) gegebene „freie Bewegung", welche so allgemein 
aufge&sst werden kann, dass sie alle Fälle umfasst, in denen kein Punkt 
voUständ^ festgehalten ist. 

Anders li^ der Fall, wenn wir uns auf die ebenen Bewegungen 
des Körpers beschränken, d. h. auf diejenigen, bei welchen alle Punkte 
des Körpers ebene Bahneii beschreiben. 

Solche können in Wirklichkeit auf verschiedene Weise hervor- 
gebracht werden, am einfachsten dadurch, daas man dem Körper eine 
Anfangsrotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Hauptträg- 
heitsäie und eine Translationsgeschwindigkeit normal zu derselben er- 
theilt, xmd weiter nur Kräfte wirken lässt, die in der zur Drehungs- 
aie normalen Ebene durch den Schwerpunkt liegen. 

Da für die Bewegung dann nur dieser Querschnitt und das TrE^- 
heitamoment um diese Drehungsaxe maassgebend ist, so kann man aJs 
Repräsentanten der ganzen Gattuiig von Erscheinungen die Bew^ung 
einer ebenen Scheibe in ihrer Ebene betrachten, die wir zur AT-Ebene 
wählen. 

Die für diese Probleme gültigen Gleichungen erhält man aus (109), 
indem man die Z,, &., ferner auch =.' und H' gleich Null setzt; daraus 
folgt dann J = 0, Z/„ = JW"„ = und daher V = i«.' = 0, und es bleibt 
allein übrig: 



:£X., «» ^ = 2 i-M ^ ("'Z.) = iV.. . C109') 
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Hierin vertauschen wir 

r-nitg, ,-mitJ, .■miti^, 

ersetzen daa constante Z„ durch M und hal>en dann die Schluss- 

formeln : 

»g-Sx., »g-sn, mJI-«. (110) 

Verschwindet das äussere Moment A^, wie z. B. wenn die Resul- 
tante aller äussern £räfte durch den Schwerpunkt geht, so wird die 
Botationsgescbwindigkeit constant So z. B. wenn eine schwere vertieale 
Scheibe um eine horizontale Ase durch ihren Schwerpunkt reibungg- 
frei drehbar in einer leichten Gabel befestigt ist, die ihrerseits als 
eine Fendelstange auf einer ebenfalls horizontalen Schneide aufliegt. 
Dies Pendel schwingt dann wie ein einfaches von einer liänge gleich 
dem Abstand der Drehangsase von der Schneide und die Rotation 
der Scheibe ist ohne Einäuss auf diese Oscillation. 

Einige interessant« Anwendungen der Gtleiehungen (110) sind im 
Folgenden besprochen; sie setzen zunächst Kreisscheiben von in con- 
centrisehen Ringen constanten Dichtigkeiten voraus, ihre Resultate 
sind aber nach dem Vorstehenden unmittelbar auf Kugeln oder Rota- 
tionsellipsoide von analogem Verhalten zu übertragen. 

1. Rollen einer schweren Kreisacheibe auf einer vollkommen 

reibenden Bahn. 

Vollkommen reibend nennen wir eine Bahn dann, wenn jegliches 

Gleitfln auf ihr unmöglich ist, ein Körper auf ihr sich also nur durch 

y Rollen fortbewegen kann; von einer 

rollenden Reibung werde zunächst 




Habe die Scheibe den RadiusB 
und sei y = f(x) die Curve, auf 
der sie rollt, dann bewegt sich der 
Schwerpunkt auf der zu jener 
Gurre parallelen im Abstand R. 
Während der Berührungspunit 

^j den Weg ds zurücklegt, wandert 

der Schwerpunkt durch den Weg 

da = d8-Rdx, (111) 

"'*' *'■ falls rf/ den Zuwachs des Wis- 

kels X des Curvenelementes mit der X-Ase oder der Normalen mit 
der — r-Aie anf der Strecke ds bezeichnet 
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Damit ein yollkoinmenes Bollen stattfinde, ist nöthig, dass 

ds = R{dg> + dx) (111') 

ist; dabei ist der Drehungswinkel qo wie in der Figur 27 gezeichnet, also 
in negativem Sinne gezählt, und es muss das Drehungsmoment in 
demselben Sinne gerechnet werden. Die Summe beider Gleichungen 
giebt: 

dtr^Rdfp. (111") 

Die Kräfte, welche die Scheibe erfahrt, sind die Schwere Q = mg, 
die parallel der — F-Axe im Schwerpunkt angreift, der Keactions- 
druck JV der festen Bahn, der in der Berührungsstelle normal zur 
Bahn wirkt, also gleichfalls durch den Schwerpunkt geht, endlich die 
Reibungskraft q, die mit unbekannter Grösse in der- Berührungsstelle 
parallel der Bahn wirkt und die wir parallel mit s positiv rechnen. 

Wir machen uns von allem Anfang von dem Beactionsdruck N 
frei, indem wir aus den beiden ersten Bewegungagleichungen diejenige 
bilden, welche die Beschleunigung des Schwerpunkts längs des Bahn- 
elementes da bestimmt; sie lautet: 

Ein Drebungsmoment liefert nur die Reihung; dasselbe wirkt bei 
unsem Annahmen über q und tp der Drehung entgegen; wir haben also: 

M£f--(iÄ. (112') 

Eliminirt man hieraus die unbekannte Reibung q, so erhält man 
in Rücksicht auf (111"): 

Der Mittelpunkt der Kreisseheibe bewegt sich ebenso wie ein 
Massenpunkt von der Masse {m + M/Ä'), der an die feste Bahn a ge- 
bunden ist Führt man den Trägheitsradius x ein, so giebt dies auch: 

Mari bemerkt, dass hier ein Fall vorliegt, bei welchem der 
Körper, auch wenn man seine Dimensionen beliebig klein wählt, sich 
niemals wie ein Massenpunkt verhält, in dem die ganze Masse m 
vereinigt ist, nämlich nie eine von seiner Gestalt und Zusammen- 
setzung unabhängige Bewegung annimmt, denn das Yerhältniss x^jE' 
ist von dem ab8olut«n Werth der Dimensionen vollständig unabhän^g, 
z. B. fOr den Fall einer homogenen Kreisseheibe gleich 1/2, für den 
einer Kugel gleich 2/5. 
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Ist die Bahn eine schiefe Ebene, so ist x constant gleich et und 
da identisch mit da; es folgt den^emüsa: 

dt' «'+Ä' 

Diese Formel enthält die Theorie der Fallversache Galilei's auf 
der schiefen Ebene, vorausgesetzt, dass jene vollkommen reihend 
war, falls man darin für x' den Werth 2R''jb setzt, der einer Kugel 
entspncht Die Beschleunigung durch die Schwere ist also bei der 
rollenden Kugel zwar constant, aber nur der 5/7 te Theil von der bei 
einem ohne Reibung gleitenden Funkt wirkenden. 

Ist die Bahn eine verticale Kreislinie vom Kadius {L+R), so ist 
da = {L + R)dx, also nach {Ul}: 

Rdff = Ldx, 
daher auoh nach (113): 

(M + mfi*)g=-^sin/. 
Man erkennt, dass man eine Pendelbew^ung erhält mit der Dauer 

^-"F — äw — -"K7 ~Ä~ 

für die einfache Schwingung. 

Die Grösse der Inanspruchnahme der gleitenden Reibung bestimmt 
sich aus (112) und (113): 

P - mT^ä^ - VTW ' ^"^ > 

sie ist also Ton der Gestalt und Massenvertheilung des betrachteten 
Körpers abhängig, auch wenn derselbe unendlich klein ist, und hier- 
durch erklärt sich, dass die resultirende Bewegung sich ebenso verhält 

2, Bewegung einer schweren Kreisscheibe auf horizontaler 

Ebene unter der Wirkung der rollenden und gleitenden 

Reibung. 

Wesentlich an der Fassung des Problemes ist wiederum, dass die 
Drehnngsaxe horizontal und sich selbst parallel bleibt; wenn dies erfüllt 
ist, gilt die erhaltene Lösung auch für die Bewegung einer Kugel 
oder eines Eotationsellipsoides, 

Ton der gleitenden Reibung haben wir bereits im ersten Theil 
gebandelt und gesehen, dass dieselbe eine Kraft ist, welche in der 
Berührungsstelle der Bahn angreift, der Fetischen oder nur erstrebten 
Bewegung des Körpers relativ zur Bahn entgegenwirkt und eine Stärke 
besitzt, gegeben durch den Normaldruck des Körpers gegen die Bahn, 
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multipliGirt mit einem Factor v, der zwiseheB den Grenzwerthen i; n 
jeden beliebigen Werth, je nach dem Grad der Inanapruehnahme, 
annehmen bann, n ist der der Katur der aich berührenden Körper 
individaelle Keibungscoefficient. 

Die rollende Reibong ist aufzu&issen als eine Kraft, die dem 
Bollen eines Körpers entgegenwirkt, also zonächst ein seiner Dotation 
entgegenwirkendes Moment am eine Axe dmxih den Berühinngspnntt 
aosnbt, das man ebenfalls gleich dem Product aus dem Nonnal- 
dmck N des Körpers gegen die Bahn in einen Factor n setzen kann, 
welcher zwischen den der Natur der sich berührenden Körper indivi- 
duellen Grenzwerthen ±p je nach der Inanspruchnahme jeden Werth 
annehmen bann. 

Da die gleitende Reibung an dem Hebelarm R angreifend ein 
Moment um den Schwerpunkt ausübt, so haben wir die folgenden 
beiden Bewegungsgleiohnngen : 

mg^ -^v, M^ = N{Rp~it). (114) 

Hierbei ist tp in dem Sinne positiv gerechnet, dass es mit | 
wächst, falls der Körper rollt ohne zu gleiten; | rechnen vmr positiv 
in der Sichtung der Anfangsgeschwindigkeit. Wenn der Körper in 
positiver Richtung gleitet, so ist v ^ + n, wenn in negativer, so 
v= ~-n; bei reinem Rollen treten die zwischen diesen Grenzen liegen- 
den Werthe ein. Wenn der Körper in positivem Sinne rollt, ist 
51= +p, wenn im negativen, ist si= —p; bei reinem Gleiten treten 
die zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe auf. 

Wir setzen nun JV= mg, M = mx' und haben: 

Die erste Integration giebt: 

^-§ = ,.-gH, »■«■-»■|^ -«•». + !,<(«.-«), (llöj 

falls V, die anfangliehe immer positive Linear-, üj, die anfängliche 
positive oder negative Rotationsgeschwindigkeit bezeichnet Rechnet 
man | und fp von den zur Zeit t = stattfindenden Werthen an, so 
giebt die zweite Integration das Resultat: 

l^v.l-gv^, ,cy = x'wJ + g^(Rv-n). {115') 

Für die Discussion nehmen wir specielle Fälle. 
a) Sei zur Zeit ( = die Rotationsgeschwindigkeit a, 
positiv, aber kleiner als v^jB, sodass also an der Berührungsatelle 
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die Bewegimg des Körpers in positiver üiclitnng stattfindet. Dann 
gilt zunächst: 

v = ^ = v,-gnt, R<a = M^ = R(o,+ Rgl^^—^; (116) 

die gleitende und rollende Beibnng wirkt im negativen Sinne mit 
voller Eraft. 

Für den Fot^ang ist wesentlich, ob im Laufe der Bewegung 
d^jdt = V gleich oder kleiner als Rdrpjdt = Rm, d. h. 

{v,- gnC)^{Ra, + Rgt^-^^ 
wetden kann. Dies findet unter der gemachten Annahme %> w^R 

nur statt, wenn , , „., „ 

ist; aber da die rollende Keibuug in Wirklichkeit viel kleiner ist, als 
die gleitende, so kann man diese Beziehung als stets erfüllt ansehen. 
Die Gleichungen (116) gelten also bis zu dem Augenblick t„ wo 
V = Rat = V, wird, der gegeben ist durch: 

'■ g[n(,.' + S')^Bpr ^'^'*' 

ZU diesem Zeitpunkt findet also ein Rollen ohne Gleiten statt. Die 
gleichzeitigen Werthe u, und w, sind gegeben durch: 

t* + Ä') - Sp 

es ist bemerkenswerth, dass für verschwindende rollende Reibung {p = 
dieser Ausdruck 



■^''.- "r:;c;;-' i ("«"> 



R(Sv„ + n'ä^) 
' -• + Ä' 

frei von der gleitenden Keibuug ist. 

Da die Reibung als eine Widerstandskraft nur Geschwiudigkeits- 
differenzen der reibenden Körper aufhebt, aber nicht solche hervorruft^ 
so kann das Gleiten, nachdem es einmal aufgehört hat, nicht wieder 
beginnen, es muss also nun dauernd v^Ra> bleiben und die gleitende 
Reibung einen zwischen ± n liegenden Werth v besitzen, während die 
rollende Reibung mit voller Stärke wirkt, da ja das Rollen noch an- 
dauert Wir haben also in der von ( = (, bannenden zweiten Periode 
die Beziehungen: 

v = v,~gv{l- t.) = Ro} = Ro}, + S(t-t,)R(.Ri'-p) ^ ^jl,j 

aus denen sieh sowohl w = Ä(u als *, d, h. die Inanspruchnahme der 
Reibung, ergiebt'. Denn aus 

~vx'= R{Iiv —p) 

folgt V = ^; 
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und demgemäss wird: 



die Geschwindigteit nimmt gleichförmig bia zu Null ab und erreicht 
diesen Werth zur Zeit (,, die gegeben ist durch: 



i. - (, = 



gRp 



(117") 



Der ganze Vorgang stellt sich anschaulich dar in einem Coordi- 
natensystem, das die zur Zeit / gehörigen Werthe von v und Rm ent- 
hält (Figur 28). 

In der ersten Periode, wo < t <t, ist, nimmt v gleichförmig 
ab, Ära gleichförm^ zu, und zwar wird, da x' erheblich kleiner als Ä' 
(Kr die Kugel gleich |Ä', für 
denCylinder gleich ^Ä')undj) 
ebenfalls sehr klein neben Rn 
ist, die Sehwerpunktsgesehwin- 
digkeit v langsamer abnehmen, 
als die Rotationsgeschwindig- 
keit Ra eines Bandpunktes 
zunimmt. Zur Zeit i = (, ist 
RoD = V und es nehmen von 
da ab beide gleichmässig, aber 
viel langsamer, als zuvor v, 
mit der Zeit ab. 

Ein specleller einfacher Fall liegt vor, wenn anfangs gar keine 
Eotation stattfindet, ra„ also gleich Null ist, wie dies stattfindet, wenn 
die Bewegung durdi einen horizontalen centrischen Stoss hervor- 
gebracht ist. Dann gilt einfacher: 

r,B(nR-p) 

(118) 




t,— t 



'',fj?'+-') 

gRp 



Fiff. 28. 



«(»• + J?')-fiji' 



und falls noch die rollende Reibung verschwindet: 
;, = Ra, = -^ "' 



(, = 00. 



■ j«(«* + Ä')' 

Für eine nicht rollende, sondern nur gleitende Masse wärde die 
Geschwindigkeit v nach einer Zeit l' = v„jgn verschwinden; die Ver- 
gleichung dieses Resultates mit dem Voratehenden giebt einige ein- 
fache Sätze aber den Einfinss der Rotation. 

b) Sei zur Zeit ( = die Botationsgesehwindigkeit o», 
positiv, aber grösser als v^jR, dann findet die Verschiebung der 
Elemente des Körpers an der Berühungsatelle nach der negativen Seite 
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hin statt; v muss also gleich — n werden, 
bleibt, da die Rotationsrichtong positiv ist 
Wir baben also: 



= R(o^ — Rgt- 



; (119) 



demgemäss wird hier die Rotationsgeschwindigkeit doicb die Reibung 
verkleinert, die Schwerpunktsgeachwindigkett vergrössert, und zwar 
erstere in höherem Grade als letztere. Zu einer Zeit 

(119') 



= R(o und besitzt den Werth : 

V =Ria = ^K(^**+P) + *"X] 



Hier wechselt plötzlich v Vorzeichen 
V = Rpj(R' + x'] und bleibt des Weiteren: 



(119") 
und Werth, es wird 



wie in dem vor^n Falle. Figur 29 verdeutlicht den Verlauf. 




cialfall bietet sich der, dass 
zur Zeit t = nur eine Eo- 
tationsgeschwindigkeit «u, 

vorhanden, also v,=0 ist. 
Es gilt dann: 

i, = 



?[».(-' + fi')-HÄi>] 



(,— (, 



n(.' + R') + Rp 
_ MB' 



.(120') 



gRp 



Fig. 29. 

c) Sei zur Zeit t = die Rotationsgeschwindigkeit negativ 
gleich — to,, wo nun Wo>0 ist, so gelten die Hauptgleichungen 
ans a), nur ist m, mtt — Wj, -p mit- — p zu i 



= v^ — gnt, 



ÄM = ß^= ~Ro,, + Rgr- 



(121) 



Da V und Rm anfangs entgegengesetztes Vorzeichen haben, so 
muss, bevor sie einander gleich werden, entweder das eine oder das 
andere durch NuU hindurchgehen und sein Vorzeichen wechseln. 
V wird gleich Null lur 

l'~-^_, (121') 



ng 
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« wird gleich Nall für 

Sei zunächst (" < (', erreiche also a zueist den Werth Null, so 
kehrt im Zeitpunkt t" mit der Botation auch p sein Vorzeichen um, 
und es gilt TOD da ab: 



- gnt, 



Ra = g{f - t")R'^ 



(122) 



Von der Zeit (, ah, für welche w = Äto ist, tritt dasselbe Phänomen 
ein, das unter a) discutirt ist (Figur 30). 

Interessanter ist der Fall, dass t'<t" ist, also v eher Ter- 
sehwindet, als a. Hier kehrt sich mit der Richtung der Schwerpunkts- 
geschwindigkeit die Rich- 
tung der gleitenden Reibung 
nicht um, denn sie hängt 
nur ab von der Bewegungs- 
richtung der Theüe des 
Körpers an der Berührungs- 
stelle und diese ist positiv, 
so lange v > Ra ist. Es 
gelten also die Formelu( 1 2 1 ) 
unverändert^ bist)=Äö)ist; 
dies findet statt zur Zeit: 




während v den Werth hat 

v,-Rw,- „^,.^fi^^gy ■ 

der nach der gemachten Annahme t' < (" negativ ist. 

Von der Zeit (, ab 
findet die Bewegung nach 
dem Gesetz statt: 



(123'} 



= u, + 



V = Rb» 

ffRpjt - t,) _ (123") 



nämlich mit negativer bis 
zu Null abnehmender Ge- 
schwindigkeit 

Der Voi^ng ist in 
Fignr 31 hinsichtlich des 
Gesetzes der Geschwindig- 

Voigt, B 
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keiten dargestellt Von i = bis t = t' geht der Körper vorwärts 
mit rückvärts gerieht«ter Kotation, sowohl gleitend als rollend. Linear- 
und Rotationsgeschwindigkeit nehmen dabei ihrem absolaten Werth 
nach ab. 

Zur Zeit ( = (' ist die Lineargeschwind^keit v vernichtet, und 
die negative, noch andauernde Rotation bewirkt eine gleichförmig 
beschleunigte Fortschreitung in negativer Richtung, d. h, rückwärts, 
zusammengesetzt aus Gleiten und Rollen; um die Zeit (, hat die Linear- 
geschwind^keit v, dem absoluten Werthe nach ihr Maximum erreicbt 
und nimmt nun bei einfachem Rollen gleichförmig wieder ab bis zu Null. 

Wird V und Eoj gleichzeitig gleich Null, so bleibt zur Zeit (. der 
Körper stehen; die Bedingung dafür ist 

Mj('ß>ci= Vt(nJi + p); 
dieselbe wird für verschwindende rollende Reibung {p = 0) von der 
gleitenden Reibung ebenfalls unabhängig und giebt x'ü}^= Rv„. 

§ 25. Anziehim^ und Potential r&nmlioh Tertheiltar Kassen nach 

dem Newton'sohen Gesetz; Ahhängfigkeit der Schwerkraft vom Ort; 

Bestimmang der mittleren Dichte der Erde. 

Das Newton'sche Gesetz für die gegenseitige Anziehung zweier. 
Massenpunkte m und m, in der Entfemui^ e ergiebt die Grösse der 
wirkenden Kraft 

und ihre Richtung zusammenfallend mit der Richtung von e; das 
Gesetz bleibt ungeändert, wenn die Massenpunkte ersetzt werden durch 
räumliche mit Masse erfüllte Volumenelemente dm und dm„ die klein 
gegen ihre Entfernung sind. 

Gehört dm einem endlichen Körper an, so ist die Resultirende 
aus den von allen seinen Elementen auf m, ausgeübten Kräften nach 
§ 5 zu berechnen, indem man die parallelen Componenten aller Ele- 
mentarwirkungen nach den Coordinatenasen summirt und die so er- 
haltenen Gesammteomponenten X, Y, Z nach dem Parallelogramm zu- 
sammensetzt gemäss dem Schema: 

K'==X'+ Y'+ Z\ 

Für den Fall eines continuirlichen Körpers treten an Stelle der 
Summen Integrale über alle Volumenelemeote. 

Besitzt das Element dm die Coordinaten x, y, *, die Masse m, die 
Coordinaten x„ y„ %,„ so wird naflh dem Gesagten gelten: 
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§ 25. AnzieliiiDg und Potential räumlich vertbeilCer Mnseea etc. 





X f^.p'-''W. 




Y f^p<-/'U^, 




z Mp'y'ä«,. 


Berücksichtigt man, dass 


ist, dass also 


«■-(i-»,)'+(j-rf+(i 


Se 
dx. 


. ' äj. 


SO erkennt man 


dass man die Werthe X, Y, 




X~+rm.jg^i<n, 




y=-^f.lU."- 




^ -+'■"'■.] «!■'"'■ 



(124) 



(124-) 



Hier kann man, wenn es sich um die Attraction von Funkten 
ausserhalb des £örper3 handelt, also e niemals unendlich klein wird, 
das Differentialzeichen unhedenklich vor das Integral ziehen — im 
andern Falle bedarf es dafür eines besondem Beweises — und erhält so: 

^--S- ^--i' ^=-IS (1^5) 

gleich den negativen partiellen Differentialquotienteii ei»^ Fotentiales 

^^-fm.J^, (125') 

das nach p. 97 die iSmnme aller Elementarpotentiale ist, welche die 
einzelnen Massenelemente dm auf m. ausüben. 

I. Die Ausrechnung entweder der Integrale für X, Y, Z oder des 
einen Integrales für bei gegebener Gestalt und Massenvertheilung 
des anziehenden Körpers ist nur in wenigen Fällen mit Strenge 
dnrohfährbar. Ehe wir einige solche Fälle behandein, geben wir eine 
Eeihenentwickelung für jene Grössen, welche nur voraussetzt, dass 
die Dimensionen des Körpers klein sind gegen seine Ent- 
fernung von dem angezogenen Massenpunkt. 

Legen wir den Coordinatenanfang in's Innere des Körpers, so sind 
die Coordinaten x, y,z von derselben GrÖssenordnung wie seine Dimen- 
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sionen, also klein gegen e, und wir können demgemäss in dem Werthe 
für <p die Grösse 1/e nach dem Mac Laurin'schen Lehrsatz entwickeln. 
Dabei beachten wir zur Vereinfachung der Rechnung, dass x, y, % 
in 1/« nur in den Verbindungen x — x^, y — y„ * — ^, vorkommen, 
und dass deshalb z. B. 



ist, felis mit dem Index „ bezeichnet wird, dass in der betrefifenden 
Function x = y = x = zu setzen ist. 
Demgemäss wird: 



— /(i 






(126) 



Benutzen wir die frühem Bezeichnungen |, tj, ^ für die Schwer- 
punktscoordinaten, =, H, Z und £', H', Z' für die Trägheits- und 
DeviatioQsmomente des Eörpers um die Coordinatenaien, so gieht dies: 

+ |(H + Z-=)^. + -[(2+ = -H)^, + j-(£ + H-Z)g^. (126'} 



-Öy.Ö«, " dx^Bx, ^ dx^dy,^ j 
Dieser Ausdruck wird vereinfacht, wenn man den Coordinaten- 
anfangspunkt in den Schwerpunkt, die Axen in die zu ihm gehörigen 
Hauptträgheitsaxen legt, also 

| = ^^J = 0, £'=H' = Z'=0, ==A, H = B, 2 = r 
setzt, unter A, B, f die Haaptträgheitsmomente för den Schwerpunkt 
verstanden. Benutzt man noch weiter, dass aus e„' = x^ + y,' + %' folgt 

^- ._. , ^" . > . ö'- „ , 

A. {126") 



) findet I 
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und erhält dadurch endlich: 



Da A, B, r in Bezug aof die Dimensionen des Körpers von 
zweiter Ordnung sind, so ergiebt diese Formel den Satz: 

Das Potential der Wirkung eines endlichen Körpers m auf 
einen äussern Massenpunkt m, wird, wenn mau das Quadrat 
des Terhältniases aus den Dimensionen des Körpers und der 
Entfernung seines Schwerpunktes von m, neben Eins ver- 
nachlässigt, gegeben durch —fmm.je^; ist also dasselbe, als 
wäre die ganze Masse des Körpers in seinem Schwerpunkt 
vereinigt. 

Die hierbei ignorirten Glieder zweiter Ordnung eathalt«u die 
Hauptträgheitsmomente des Körpers um seinen Schwerpunkt als Factoren 
und zerstören sich nach {126'"), wenn diese gleich sind, sodass das obige 
Resultat für Körper, deren HauptträgheitseUipsoid um den Schwerpunkt 
eine Kugel ist, z. B. fftr alle regulären Polyeder, bis auf Glieder 
dritter Ordnung exclusive, und wenn dieselben überdies in Bezug auf die 
Hauptträgheitsaxen symmetrisch sind, gar bis auf solche vierter Ordnung 
exclusive gilt, da für solche alle die Factoren der Glieder dritter Ord- 
nung, welche die Form f^ydm,fa^dtn... haben, versehwinden. 

Dieselben Sätze, wie für das Potential 0, gelten auch für die 
Kraftcomponenten X, Y, Z. 

Behält man die Glieder zweiter Ordnung bei, so erhält 
man einen zweiten Grad der Annäherung, den wir jetzt näher 
betrachten wollen. 

Führt man die Cosinus «, ß, y der Winkel ein, welche e„ mit 
den Hauptträgheitsaxen einschliesst, setzt also a = xj6,., ß = y,je,, 
y = s-i/e,, so erhält man nach (126"): 

''•--f''.{^-i;,l'^[S'''-» + B(i^--i) + r{3r--l)ij. (12T) 

In Bücksicht auf den Werth, welchen das Trägheitsmoment M 
um die Richtung von e„ nach Formel (37") besitzt, schreibt sich 
dies auch: 

*^ = - f-^l"*" + ^>i^ -^ ^ + ^ - 3M)) . (127") 

oder unter Benutzung der Trägheitsradien: 



f^ (] + ^(x.'-l- V+''."- 3*'))- {127"') 

l von e„ variirt, 
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Dies ergiebt, da M resp. x mit der Richtung von e, variirt, 
sogleich den Satz: 
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Die Potentialfläehen (& = Const der Wirkung einea Kör- 
pers m auf einen fernen Massenpunkt m, in zweiter Annähe- 
rung sind symmetrisch in Bezug auf die Hauptträgheitsaxen 
des Körpers durch seinen Schwerpunkt. Sie schneiden auf 
einem Eadiusvector um so kürzere Strecken ah, je grösser 
das auf diesen Radius bezogene Trägheitsmoment des Kör- 
pers m ist; der Unterschied ist um so geringer, je weiter vom 
Schwerpunkt ab die Potentialfläche liegt und verschwindet 
im Unendlichen. Daraus folgt, dass die Attraction des Kör- 
pers auf ferne Punkte ihre grössten resp. kleinsten Werthe 
parallel der Axe seines kleinsten resp. grössten Trägheits- 
momentes um seinen Schwerpunkt besitzt. 

Die Richtung der wirkenden Kraft weicht in dem ent- 
gegengesetzten Sinne von der Verbindungslinie des ange- 
zogenen Punktes mit dem Schwerpunkt des Körpers ab, als 
die Normale auf dem Trägheitsellipsoid des Körpers um den 
Schwerpunkt vom Eadiusvector. — 

n. Das Newton'sche Attractionsgesetz ist zunächst nur für 
Massenpunkte oder gegen ihre Entfernungen unendlich 
kleine masaenerfüllte Volumina aufgestellt; es ist die Frage, in 
wie weit es einen endlichen Wertb behält, wenn man die angezogene 
Masse der anziehenden unendlich nahe rücken lässt. Dieser Punkt ist 
deshalb von Wichtigkeit, weil man annimmt, dass unendlich grosse 
Kräfte in der Natur nicht vorkommen, und im Allgemeinen Kraft- 
gesetze ausschliesst, welche, auf wirklich mögliche Verhältnisse ange- 
wandt, zu unendlichen Werthen führen. 

Wir betrachten demgemäss einen endlichen mit beliebiger, aber 
endlicher Dichte erfüllten Körper und einen ihn berührenden Massen- 
punkt f»,. Es lässt sich zeigen, dass die von ersterem auf letzteren 
nach dem Newton'schen Gesetz ausgeübte Kraft immer endlich ist 
Hierzu zerlegen wir den Körper in Baumelement« dk, indem wir von 
dem Massenpunkt m, aus unendhch feine Kegel von beliebigem Quer- 
schnitt durch ihn hindurch legen und diese durch unendlich viele 
mn m, constnürte Kugelflächen zerschneiden. 

Möge einer dieser Kegel aus einer Kugel vom Badins Eins das 
Flächenelement da> herausschneiden, das man seine Kegelöffnung 
nennt, so ist ein Baumelement im Abstand r von m, gegeben durch 

dk = r'dfodr, 

falls dr den Abstand der construirten Kugelfläehen an der betrachteten 
Stelle bezeichnet Man kann hiernach schreiben: 
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X = fm, jf B cos (r, x) da dr, 

Y = fm,Jfscm{r, y)dmdr, (128) 

Z = fm, fj B COS (r, x) dm dr. 

Ist die Dichtigkeit « constant, so lässt sich die Integration nach r 
ausführen und giebt, da sie von r = bis zu einem grössten Werth 
r = r zu erstrecken ist: 

X= efm^JrGOS{r,x)doi, 

Y = efm,Jr cos {V,y) dm, (128') 

Z = E fm,f r cos {r, x)dfii. 

Beide Werthsysteme zeigen, dass, wenn die wirkende Masse end- 
liche Ausdehnung und Dichte hat, die Krafteomponenten auf einen 
Massenpnnkt niemals unendlich werden können, denn die zu integrirende 
Function zeigt sich als stets endlich; die Componenten werden sogar 
unendlich klein, wenn statt der endliehen Masse m, des Massenpunktes 
ein unendlich kleines Massenelement dm, angezogen wird. 

Hieran ändert sich nichts, wenn man den anziehenden Körper den 
angezogenen Funkt vollständig umschliessen lässt, und man kann daher 
den Satz aussprechen: 

Körper von endlichen Dimensionen und endlichen Dich- 
tigkeiten üben nach dem Newton'schen Gesetz auf Massen- 
pnnkte von endlicher Masse, mögen dieselben ausserhalb, auf 
der Oberfläche oder innerhalb der Masse liegen, jederzeit 
Krafteomponenten von endlicher Grösse ans. 

Dieser Satz lässt sich ungeändert auf das Potential über- 
tragen, da dasselbe die Entfernung e der auf einander wir- 
kenden Massenelemente in einer noch niedrigeren Potenz im 
Nenner enthält, als die Kraft 

Demgemäss kann man auch zur Bestimmung der Anziehung end- 
licher Körper von endlicher Dichte unbedenklich stets, den vereinfachen- 
den W^ über das Potential einschlagen, denn da in dem Integral 

die zu integrirende Function sich auf eine Form bringen lässt, welche 
endlich bleibt, auch wenn m, im Innern des Körpers liegt, so kann 
man auch für innere Punkte die oben für äussere gezogene Fo^- 
rung anwenden und setzen: 



'-f'Jk 



dm = fm,^r—=-P^-- (128") 
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Wir wenden ans nnn zur Bestimmung des Fotentiales einer homo- 
genen, unendlich dünnen Hohlbngel oder Kugelsehieht auf einen im 
äussern und einen im innern Räume liegenden Massenpunkt m,. 

Sei e der Kadius der Kugelschicht, & ihre constante Dicke, e ihre 
constante Dichtigkeit, r, der Abstand des angezogenen Massenpunktes 
vom Kugeloentrum. 

Wir zerlegen die Kugelschicht nach dem p. 158 angewandten 
Verfahren in Volumenelemente, deren Grösse 

dk = q' & sin <f dip d^ 
ist, und erhalten, da die Entfernung e von dk nach «i, gegeben ist durch 

e' = p' + r,' — 2 Qr, cos <p , 
den Werth: 

>I>=^fm,f^^-fm,Q\'hBfdy,f-=^^^r=- (129) 

Hierbei ist zn bemerken, dass die Wurzelgrösse, als den Werth 
der Entfernung e darstellend, stets positiv zu nehmen ist. 
Wir erhalten durch Integration: 

^"^"'■g'^' [yp'+r.'-2()r,cos"^l 

*■' ^ .<=. {129') 

Bei Ausführung der Wurzelzeichen sind die Fälle zu unter- 
scheiden, dass der Funkt m, ausserhalb oder innerhalb der Kngelääche 
liegt, also p^r, ist 

Für äussere Punkte iät 

r. > p, also */>.= - /'"'■ *^^'^' = _ f^^, (129 ") 

wenn m, die Masse der homogenen Kugelschicht ist 
Für innere Funkte ist 

r,<p, also 0»= — fmA'JtQ&t, (129'") 

demnach unabhängig vom Orte des angezogenen Punktes m^. 

Es gilt hiemach der Satz: 

Das Potential einer homogenen unendlich dünnen Kugel- 
schicht oder einer materiellen Kugelfläche auf äussere Punkte 
ist dasselbe, als wäre ihre ganze Masse in ihrem Mittelpunkt 
vereinigt, das auf innere Funkte ist constant 

Die negativen Kraftcomponenten bestimmen sich aus dem Potential 
durch Differentiation nach den Coordinaten des angezogenen Punktes m,, 
die negative resultirende Kraft nach p. 92 durch Differentiation nach 
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der Normalen w auf der Fläche constanten Potentiales, welche darch 
m, hindiuchgeht 

In nnserem Falle sind die Potentialflächen mit der gegebenen 
coDeentrieche Kugeln, ihre Normale fallt also in die Bichtung von r,; 
vertauschen wir einfach n mit r,, so beziehen wir die Kraft 
zugleich auf die vom Kngelmittelpunkt hinweg positiv 
gerechnete Richtung. 

Demgemäss erhalten wir die Grösse der Kraft für äussere 
Punkte, wo r, > p : 

für innere Punkte, wo ri<p: (130) 

Eine homogene unendlich dünne Kugelschicht wirkt auf 
einen äussern Pnnkt ebenso, als wäre ihre Masse in Ihrem 
Mittelpunkt vereinigt, auf einen Innern Punkt wirkt sie 
überhaupt nicht 

Hiemach erledigt sich sogleich auch die Wirkung einer in con- 
centrischen Schichten homogenen Kugelsehaale von endlicher Dicke, 
deren Eadien wir mit K und H, und deren Masse wir mit M. be- 
zeichnen; denn wir können sie in Schichten der vorhin betrachteten 
Art von der Dicke & = rfp zerlegen und deren Potentiale und 
Atträctionskräfte einfach summiren. Es ergiebt sieh so: 

0».= -tmi^^ 0»,= -fm.infepdp; (131) 

K„= ^[üIlMi^ £*=0. (131'} 

Vorstellender Satz gestattet für Punkte im äussern und 
im Hohlraum unmittelbar die Uebertragung auf Kugel- 
sch aalen von endlicher Dicke, welche in eoncentrisehen 
Schichten homogen sind. 

Anders , wenn der angezogene Punkt innerhalb der Masse 
selbst liegt. 

In diesem Falle legt man durch ihn eine zu den gegebenen con- 
centrische Kt^elfläche, die also den Radius r, besitzt; für die inner- 
halb derselben li^ende Masse wi, ist der Punkt m, dann ein äusserer, 
sie giebt also zu dem Potential einen Antheü — fm,m,jr,; für die 
ausserhalb liegende Masse m, ist m, ein innerer Punkt, jene giebt 
also zu dem Potential einen Antheil: 



- fm,47ij e(j(/p. 
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Alao hat das Potential einer in eoncentrischen Schichten 
homogenen Hohlkugel für einen Funkt innerhalb der Masse 

den Werth: «^ 

0,= -fmJ^ + 4jifeQd(^, wobei m,= 4^Je^'dQ (131") 

ist; die auf ihn ausgeübte Kraft hat die Grösse: 

K,= -t^. (131"') 

BesondeiB einfach werden die Kesultate, wenn die ganze Kugel- 
schaale von gleicher Dichtigkeit ist. Hier ist, falls M, ihre Masse 
hezeichnet: 

«,.= _£^, 0,„ _ Ö!^ [sä.. -I|i -,,•], 

*,= - fm,'int{R; - B,'), (1S2) 

Die für eine homogene Vollkugel gültigen Werthe erhält man 
daraus, indem man Ä„ mit R, M, mit M yertauscht und Ri= setzt; 



fm.M ^ _ Man 



.t!^. ir^-f^ 



{3ä'- 



(132') 



Es ist von Interesse, dass man die beiden Sätze für homogene 
unendlich dünne Kugelschaalen durch eine geometrische Betrachtung 



Dass alle von der Schaale auf einen Pnnkt »». in ihrem Hohlraum 
ausgeübten Kräfte sich zerstören, erkennt man, indem man in der oben 
! die Schäale mittelst unendlich feiner durch den 
Punkt Mi, hindurch gelegter Elementar- 
kegel in Volumenelemente zerlegt. Je 
zwei einander entsprechende Elemente 
\dn.^ dm^ und dmt in Figur 32 geben dann 
gleiche und entgegengesetzt« Wirkungen. 
Denn von dm„ aus wird parallel der 
Axe des Kegels vrirken die Kraft 

A,B, = — -^-^ t von dnh aus K,i, = - — ^ — ■ 

^^- ^ ■ in der entgegengesetzten Richtung. 

Nun ist aber ersichtlich 

dm^= r,'dco&ECOS^, 
dnii = r^da &i cos(f>, 
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To da, die dem Kegel entsprechende Oeffioimg, für beide Oberflächen- 
elemente der Kugel gleiche Grösse besitzt. 



nnd ebenso wie die Elemente rf?»„ und dm^ heben sich alle übrigen in 
ihrer Wirkung auf m, paarweise auf. 

Um zu zeigen, dass für äussere Punkte die Wirkung der Sehaale 
zu ersetzen ist durch diejenige ihrer ganzen im Centrum concentrirten 
Masse, 




Fig 33. 

eine Hülfskugel vom Radius Eins, 

Als Massenelement dm wählen wir die Masse einer unendlich 
schmalen Zone, die durch zwei Ebenen normal zur Axe om, aus der 
Kagelschicht ausgeschnitten wird. Ist die Grösse ihrer Crmndfläche dF, 
so wird dm = d-edF, und die Kraft parallel om, ist 



'.*•/■ 



•dF ^ 



Das Intepal ist ober alle Zonen dF zu nehmen. 
Die Zone projiciren wir auf die Hülfskngel nach deren Centrura 
hin; die Grösse der Projection wird dann 

Nun ist 
also < (a, Ä) = ^, und a:R = c:r„ daher wird 



setzt man diesen Werth aber in den Ausdruck für K, 

K. = fm, — i— I d(a , 
oder, da über die ganze Kugel zu integriren ist, 



D„ii„.db,Go(5glc 



268 Mechanik atarrer Körper, 

ni, Von den oben gefundenen Werthen der Änziehnng einer in 
eoncentrisehen Schichten homogenen Kugel auf einen Massenponkt 
kann man eine Anwendung machen, um die Gesetze abzuleiten, nach 
denen die Schwerkraft mit der Entfernung des Beobachtungsortes vom 
Erdcentrum Tariirt, Denn jeder Körper, mit dem wir experimentiren, 
ist gegenüber der Grösse des Ilrdradiiis verschwindend klein und dem- 
gemäss ah materieller Punkt zu bebandeln. Wir betrachten hierbei 
die Erde als eine Kugel der beschriebenen Art und sehen von ihrer 
Kotation und der dadurch hervorgerufenen Centrifugalkraft ab. 

Dann gilt fOr Stellen ausserhalb der Erde nach (132'], dass die 
Beschleunigung nach dem Erdcentrum hin 

1.= ^ (133) 

ist, demnach ebenso mit der Entfernung variirt, als wäre die ganze Masse 
der Erde in ihrem Mittelpuntt vereinigt Ist r,:^ B + k, wo also h 
die Höhe über der Erdoberfläche bezeichnet, und ist k so klein gegen R, 
dass man (hjRf neben Eins vemachläesigen kann, so ergiebt sich: 

-f-(>-¥) =»•(>-¥)• (•«»•) 

falls g°=fMjR' die Grösse von g an der Erdoberfläche selbst — 
d. h. im Meeresniveau — bezeichnet. 

Im Innern der Erde gilt unter den gemachten Voraussetzm^n 
nach (131"): 

S'=f^^ = *-^f'^e''ie, (134) 

worin m, die Masse innerhalb der Kugel vom Badins r, bezeichnet. 
Setzt man hierin r^= R — k, wo also k die Tiefe anter Meeresnivean 
bedeutet, entwickelt nach Potenzen von k und beschränkt sich auf das 

erste Glied, so erhält man: 

,,= ,(-+4^_4,..]); (134-, 

hierin bezeichnet ii die ganze Erdmasse, e, ihre Dichtigkeit an der 
Oberfläche. Unter Benutzung des Werthes g°=fMjR' lautet diese 
Gleichung: 

».= /(' + ¥[l-^])- . (134-) 

Sie zeigt, dass beim Eindringen in die Erde die Schwerkraft 
anfengs zu- oder abnimmt, jenachdem 

^Sl (136) 
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ist Führt man eine mittlere Dichte s„ der Erde durch die Beziehung 

M^^e„R' (135) 

ein, 80 lautet die obige Bedingung 

«.^|e-, (135") 

und diese sagt: 

Jenachdem bei einer in concentrischeu Schichten homo- 
genen Kugel die Dichtigkeit der Oberflächenschicht kleiner 
oder grösser ist, als zwei Drittel der mittlem Dichtigkeit 
der ganzen Engel, nimmt die Anziehnng innerhalb der Ober- 
flächenschicht von aussen nach innen zu oder ab. 

Bei einer homogeneu Ki^el findet das Letztere statt, denn hier 
ist e„= £„., in To^e dessen nimmt auch die Anziehung mit wachsender 
Tiefe unter der Oberfläche ah; bei der Erde gilt das Umgekehrte, also 
moss hier im Mittel e, < f e„ sein. 

Die Beobachtung der Zunahme der Schwerkraft beim Eindringen 
in die Erde kann zur Bestimmung des Verhältnisses e„/e„ benutzt 
■werden. Nennt man den Werth von i/, welcher der Tiefe k ent- 
spricht, ff, so gilt nach den Formeln (134") und (135'): 

^;-^ -§(>-&) ("«1 

oder ^ _ 1 _ g"-?" Ä_ 

Der practischen Anwendung stellt sich die Schwierigkeit entgegen, 
dass die Tiefen, in welche man in die Erde eindringen kann, nicht 
so bedeutend sind, dass man ihnen gegenüber die Unregelmässigkeiten 
der Gestalt der Erdoberfläche vemachlgasigen könnte, und dass gerade 
die Oberflächensehicht der Erde dnrch die Differenz der Dichte von 
Land und Meer weit entfernt ist, der bei der mathematischen Behand- 
lung gemachten Voraussetzung einer constanten Dichte zu entsprechen. 

Es kann demgemäss die Benutzung der obigen Formel nur zu 
ganz rohen Annäherungen führen. 

Airy hat in Harten die Beschleunigung durch die Schwere an 
der Erdoberfläche und auf dem Grunde eines 383 m tiefen Schachtes 
beobachtet und ((/' — /)/?''= 0,000052 gefanden. Nimmt man hinzu, 
dass Ä= 6367000 m ist, so erhält man für 3e,/2£„ den Werth 0,567. 
¥m hieraus &, zu berechnen, muss man den Werth von s„ kennen; 
Airy nahm an, dass man hierfür die mittlere Dichtigkeit der Ober- 
flächenschicht der Erde in der Nähe des Beobaehtungsortes einsetzen 
dürfe, die er auf 2,5 schätzte. Wendet man diesen Werth an, so 
erhält man «. = 6,62 — eine Zahl, welche gegenüber den nach später 
zu besprechenden andern Methoden erhaltenen sehr gross erscheint. 



:-i-*^-Ä- ('3«-) 
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Indessen ist die Berechtigung dieser Airy'schen Annahme mehr 
als zweifelhaft, da oben {p. 266) erwiesen ist, dass Volumenelemente, 
die dnrch denselben von einem innem Punkt ans nach beiden Seiten 
hin construirt«n Elementarkegel aus verschiedenen Stellen derselben 
homogenen Kagelschicht ausgeschnitten werden, auf den innem Punkt 
gleiche Wirkung üben, nicht etwa das nähere eine grössere. "Will 
mau also überhaupt für die Oberfläehenschicht der Erde eine constant« 
mittlere Dichte einführen, so wird dieselbe schon wegen der grossen 
vom Meere eingenommenen Bereiche erheblich kleiner als 2,5 zu 
wählen sein. Nimmt man z. B. «„= 2,0, so findet sich «_= 5,3; in 
jedem Falle aber erhält man einen Werth, der darauf hinweist, dass 
im Erdinnem Stoffe von grösserer Dichte erheblich häufiger vorkommen, 
als an der Erdoberfläche. 

Verbinden wir die soeben erhaltenen Resultate (133') und (134") 
für die Aenderung der Beschleunigung der Schwere beim Portschreiten 
längs des Badius nach aussen und innen, nämlich die Formeln 

mit der früher p. 53 erhaltenen, welche die in Folge der Centrifugal- 
kraft an der Erdoberfläche stattfindende Aenderung mit der geogra- 
phischen Breite ip giebt, nämlich mit 

/, S«'cob'v\ 

"-»•(' — TT-y 

so erhalten wir das Gesetz, nach welchem die Schwere auf einer kugel- 
lörmigen und in coneentrischen Schichten homogenen, rotirenden Erde 
mit dem Ort varüren würde, x stellt die Winkelgeschwind^keit der 
Erdrotation dar, g^ die Beschleunigung durch die Schwere im Meeres- 
niveau am Pol, wo die Centrifugalkraft nicht wirkt 

Es ist dabei vorausgesetzt, dass in allen drei vorstehenden For- 
meln das in der Klammer neben Eins stehende Glied so klein ist, 
dass sein Quadrat vernachlässigt werden kann, also die wegen der 
Höhen- und Breitenänderung angebrachten Correetionen sich einfach 
addiren. 

In derselben Annäherung kann man die letzte Formel auch 
sehreiben: 

worin g^ die Beschleunigung der Schwere unter dem Aequator be- 
zeichnet 

Da die Erde die im Vorstehenden über Gestalt und Massenver- 
theilung gemachten Annahmen nicht streng erfüllt, so sind die aus 



DigilizedbyGoO^^IC 



§ 25. Anziehung and Potential räumlich Tertheilter Maeeen etc. 271 

jenen folgenden Fonneln auch nur Annäherungen; begreiflicher Weise 
zeigt sich besonders die letztere dnrch die Beobachtung nur unvoU- 
kommen bestätigt, da der Einfluss der geographischen Breit« den der 
Höhe in der Praxis bedeutend überwiegt Der Coßfficient von sin'i/», 
nämlich 



worin die ümdiehnngszeit T 86164 Secnnden beträgt, da die. absolute 
Drehung und nicht die gegen die Sonne maassgebend ist, bestimmt 
sich zu etwa 1/283 = 0,00353. Die Beobachtungen lassen sich an- 
genähert wiedergeben durch die Formel: 

g- = 9,781 (1 + 0,00512 sin' i/r); 

die Tergleichung mit dem nach der Formel berechneten Besultat zeigt, 
dass der von nns vernachlässigte Einfluss der ellipsoidischen Gestalt 
der Erde auf das Gesetz von g" ein sehr bedeutender ist — 

IT. Wir kehren nunmehr zu der allgemeineren Betrachtung der 
Anziehung nach dem Newton'schen Gesetz zurück. 

Ist der von m angezogenene Massenpunkt Mi, ein mit Masse er- 
fülltes Raumelement eines zweiten endliehen Körpers, so sind die 
Componenten der Kraft, welche dieser Körper von dem ersteren er^hrt, 



r f 'i 

' j dm, I dm-^ — ) 

r f 

' I dm, \ du 

f f 

= f I dm, I dn 



lY) = fjdm,ldm-^, (137) 

(Z) 

ihre Drehnngsmomente um Parallele zu den Coordlnatenaxen durch die 
Stelle X,', y°, X,' 

(i) -fjdm,jdm [(», - »,•) ä|- - i". -'•l-fi:}' 

) = fjd«i,Jä 

{N) = fj dm,j dm \^{x. - <) ä^ - (J, - !(,•) j 

Diese Grössen lassen sich einfach ausdrücken durch eine Function 
{</*), die wir aus dem Potential </> der Wirkung des Körpers m auf 



(Jf) = f\dm,\ dmU^.- x.-)-g^ - (I ,_„,■) " , (137-; 
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das Element dm, in derselben Weise bilden, wie die Gomponenten' 
summen (X),.., aus den Einzelcomponenten X,..., nämlich dorch 
Integration über dm,; wir nennen sie das Potential der Wechsel- 
wirkung zwischen m und m„ und definiren sie duich die Gleichung: 

(di) = -fjdm,jdm^- (138) 

Bildet man die allgemeinste Variation dieser Function, welche 
durch eine Bewegung des starren Körpers m herroi^ebracht wird, so 
lautet diese, da nur e Tariabel ist: 



f j dm, j dl 



S{0) = - fjdm,jdm\j^Sx,+ -g^3y,+ j^SzA; (138') 

Sa:,, Sy,, Sx, sind hierbei die allgemeinsten Werthe der Verschiebungs- 
eomponenten für das Massenelement dm„ die bei einem starren Körper 
mißlich sind. Wir haben in § 16 Terschiedene Weisen besprochen, 
diese YerBchiebimgen durch sechs Ton einander unabhängige Be- 
wrangen auszudrücken, und wollen nunmehr die in (9) gegebenen 
Werthe benutzen, welche lauten 

Sx, = Sx," + (z. - x,°) S/i, - (y, - y:) 3v„ 
Sy, = Sy.- + [x, - x,-) Sv, - {x, - x.,°) U,, (138") 

Sz, = Sx- + (y. - y.-) dl, -(x,- x.^ S^, 
und Sx,, 3y„Sx^ darstellen durch die Verschiebungen Sx^, Sy°, Sz," eines 
in dem Körper willkürlich angenommenen Punktes x°, y°, z' parallel 
zu den Coordinatenaxen und durch die Drehungen 3X„ Sfi.,, Sv, um 
Parallele zu den Coordinatenaxen durch x,% y,°, x,°. 

Setzt man diese Werthe ein, so wird S{<li) die Form annehmen: 

^ ' dx,° ' dy," "' ' dx," ' ' dX, ' ' d/i, '^' ' dt, ' 
worin die partieDen DifferentialquotJenten andeuten, dass nur je eine 
der sechs unabhängigen Variationen Sx,°, Sy,°, 3x,°, SX,, Sfi,, Sv, statt- 
findend gedacht ist; es gilt nämlich: 



3{<l>) ^ ~\Sx, 



f f 't f f 'i f f 'v 

f I dm, \ dm ^ 1- Sy' f t dm, I dm -^ 1- Sz,° f j dm, I dm -g— 

f f 'V 4 

+ äft fj dm,J dm ^K - »,•) j^-lx- »,T j^j 

+ Sv, fj dm,J dm Ux, - x,') j^ - (s^- 9.°) j^j ' 
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Vergleicht man dieseu Ausdruck mit den Gleichungen füi (X), . . . 
and {L), ..., Bo erkennt man, dass die Beziehongen gelten: 

(i,).-^, w--^, m=-^. <'™'' 

Aus dem Potential der Wechselwirkung zweier Körper 
erhält man die Componentenaummen, die der eine von ihnen 
erfährt, dnrch die negativen partiellen Differentialquotienten 
nach den Coordinaten eines beliebig in ihm fest angenom- 
menen Punktes, die Drehungsmomente um Parallele zu den 
Coordinatenaxen durch diesen Punkt durch die negativen 
partiellen Differentialquotienten nach den Drehungswinkeln 
um diese Axen. 

Diese DifTerentiationen sind zunächst nur geometrisch zu verstehe:. 
ais die Verhältnisse der Aenderungen von (<i») bei gewissen Verschie- 
bungen und Drehungen zu deren Grössen. Analytisch darstellbar 
sind sie erst, wenn man durch geeignete Umformungen (0) als 
Function der Grösse dargestellt hat, nach äer differentiirt werden soll. 

Da die ganze Betrachtung ungeändert bleibt, wenn statt des 
Newton'schen ii^nd ein anderes Potential angenommen wird, welches 
gestattet^ mit den DifFerentialzeichen vor die Integrale zu gehen, so 
gut der obige Satz für ein jedes von ihnen. 

Die Componenten und Momente sind positiv, wenn ((P) bei der 
Verschiebung oder Drehung' des Körpers abnimmt, d. h. wirken in 
diesem Falle im Sinne der Verschiebungen oder Drehungen, im andern 
Falle ihnen entgegen. Die Componenten und Momente verschwinden, 
wenn (</>) sich bei diesen Bewegungen nicht ändert. 

Hieraus folgt der Satz: 

Ein Körper, der unter der Wirkung eines Potentials (0) 
steht, ist im Gleichgewicht in einer Lage, welche (tP) zu 
einem Maximum oder Minimum macht, und zwar ist das 
Gleichgewicht ein stabiles im Falle des Minimums, ein 
labiles im Falle des Maximums. 

Wir haben bisher den Körper m, als den von m angezogenen 
betrachtet und die Componenten und Momente bestimmt, welche er 
erleidet, aber die vollkommene Symmetrie, welche die Function 

in Bezug auf die beiden Massen zeigt, ergiebt, dass wir auch umge- 
kehrt hätten Terfahren können. Wir können also aus (</*) die Com- 

Volgt, Elnm. HMbanUt. 18 
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ponenten und Momente ableiten, die beide Theile des Systemes er- 
fahren, resp. ausüben. Dies erklärt den Namen „Potential der 
Wechselwirkung von m und m,,", den wir der Function (0) er- 
theilt haben. 

Die Componenten und Momente, die m und »t, in Bezug auf die- 
selben Axen erfahren, sind enl^gengesetzt gleich, sodass die beiden Kör- 
per, starr mit einander verbunden, im Gleichgewicht verharren können. 

T. Das Potential {y>) der "Wechselwirkung zwischen m und »m, 
entwickeln wir vollständig zunächst wieder unter der Voraussetzung, 
dass die beiden Massen sich in einer gegenseitigen Entfernung befinden, 
die so gross gegen ihre Dimensionen ist, dass wir Glieder von dei 
Ordnung der dritten Potenz ihres Verhältnisses neben Eins vernach- 
lässigen können. Wir sprechen dies kurz aus in der Annahme, dass 
wir uns auf die zweite Annäherung beschränken wollen. 

Wir erhalten dann, wenn wir mit |, j/, Z ond |., iu, f, die Co- 
ordinaten der Schwerpunkte beider Körper, mit |', »j', ^' und |,', »;,', £;/ 
die relativen Coordinaten der Elemente dm und dm' gegen diese 
Schwerpunkte bezeichnen, für die Entfernung e zwischen ihnen: 

«• = dl + I.') - (I + f ))■ + ((1. + 1.') - ('/ + «•))■ ,,401 

für die Entfernung E der beiden Schwerpunkte hingegen: 

E' = (I, - 1)' -I- in. - nr + {£. - f }'- {1 m 

Entwickeln wir im Potential {<f»} die Grösse 1/e nach Potenzen 
von 1*, rf, Z' und |,', »;,', J,' und beachten die Sektionen, welohe den 
Schwerpunkt definiren, nämlich: 

J^dm=Jndm = Ji-dm = Q, 
J$,'dm'= J ijjdm'= J ^,'dm'= 0, 
80 erhalten wir innerhalb der festgesetzten Annäherung: 

S'i ä'i S-~ 

(141) 

...«•-i^ .,.8--i, „.«--i. 
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Nun ist aber nach dem Werthe von E 



daher schreibt sich vorstehendes Resultat unter Einführung der Träg- 
heits- und DeTiationsmomente um die Parallelen zu den Coordinaten- 
axen durch die resp. Schwerpunkte auch: 



{(!>). 
-(», 


.Un, (™,; 


;+m£.) 


£ (m,H+mH,) 


i" B 


(OT,Z+j»Z.) £ 




■-+"-><l„ät. 


2 e.v 2 

-(».,H-+».H,-)jj^- 


i,! 2 St." 


(141') 




Nun ist aber 












«7' 


3«.- SV 1 


«1.' 


8(„-,)' 1 


ät,' 


8(t, - t)' 1 
- £• £•■ 






!{»-,)«,-£), 


flt.äs,- 


3E,-t)(i,-ä) 


«ä, 8,, 


3(i,- !)(»-!)_ 




oder, 


wenn man die Cosinus «', 


ff, Y der Winke! 


l einfüi 


irt, welche S — 





gleichviel in welcher Richtung positiv gerechnet — mit den Coordi- 
natenüen einsehliesst, 



fls,* 



Wir erhalten demgemäss: 



3«',»'^ 



-,(= 



^,[K5+m5,)(3e"-l) + KH+mH,)(3r-l) + KZ+"'Z.}(3/'-l)(141") 

■ 2(m,=' + m=/) 3/?/ + 2KH' + mH.') 3/«' + 2(m,Z' + mZ.') So-zS']) , 

oder, wenn wir nach (36) die Trägheitsmomente M und M, der beiden 
Massen m und «j, um die Richtung der Verbindungslinie E ihrer 
Schwerpunkte einführen und die Beziehung {38") berücksichtigen, 

18* 
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worin nun A, B, V, A,, B„ T, die Hauptttägheitsmomente der beiden 
Körper für ihren resp. Schwerpunkt, also von ihrer gegenseitigen Lj^ 
gänzlich unabhängige Constanten bezeichnen. 

Die Ttägheitsmomente M and M. lassen sich auch durch die 
Hauptträgheitsmomente ausdrücken, wenn man die Cosinus der Winkel 
der Hauptträgheiteaxen gegen die Bichtung E anter der Bezeichnung 
tt, ß, y und «,, ß,, y, einführt Es ist dann nämlich: 

M, = A,ß.' + B,ß,' + r,y.'. ^ ' 

Sonach ist jetzt (0) ausgedrückt durch die gegenseitige Ent- 
fernung E der Schwerpunkte von m und m, und durch die Winkel 
ihrer Trägheitsaxen gegen die Richtung von E. 

Dreht man die Körper um die Eichtung der Verbindungslinie, 
80 ändert sich (0) nicht; dies gieht den Satz: 

Zwei ferne Körper, welche nach dem Newton'sehen Gesetz 
auf einander -wirken, üben in zweiter Annäherung niemals 
ein Drehungsmoment um die Verbindungslinie ihrer Schwer- 
punkte auf einander aus. 

Sind die beiden Körper um ihre festgehaltenen Schwerpunkte 
drehbar, oder einer fest, der andere drehbar, so werden sie nach einer 
gegeoseit^en L^e hinstreben, welche das Potential [t») zu einem 
Minimum macht, d. h., da E constant angenommen ist, nach einer 
solchen, die w,M + mfA, zu einem Minimum macht. Daher folgt der 
weitere Satz: 

Ein nach dem Newton'sehen Gesetz von einer fernen 
Masse angezogener Körper, der um seinen Schwerpunkt 
drehbar ist, befindet sich im stabilen Gleichgewicht, wenn 
die Axe des kleinsten Trägheitsmomentes in Bezug auf 
seinen Schwerpunkt in die Verbindungslinie der beiden 
Schwerpunkte fällt, — im labilen, wenn dasselbe mit der 
Axe des grössten Trägheitsmomentes stattfindet. 

Geht der anziehende Körper m in einen materiellen Punkt über, 
so wird für ihn A, B, T und M verschwinden, und wir erhalten für 
diesen fall: 

(0) = - ^ («». + 2^. (A. + B. + r. - 3M,)) , 
eine Formel, die mit (127") identisch ist, wie ja selbstverständlich, 
nachdem wir erkannt haben, dass (</>) das Potential der Wechsel- 
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Wirkung zwischen den Körpern m und m, darstellt. Die vorstehen- 
den Sätze sind anf diesen Fall einfach zu übertn^n. — 

VI. Die strenge Berechnung des Potentlales der Wecliselwlrkung 
zweier Körper ist nur in wenigen Fällen durchführbar. 

Ist der eine der beiden Körper, z. B. m, eine in concentrischen 
Schichten homogene Voll- oder Hohlkugel, so ist das auf ihn hezög- 
liche Integral in dem Werthe des Potentiales 

(*> - - /■/'*"'■/? (i^ä) 

nach den früheren Rechnungen sogleich auszuführen, denn in Bezag 
auf diese Entwickelung ist es vollkommen gleichgültig, ob das Integral- 
zeichen vor dem angezogenen Massenelement dm, steht oder nicht 
Wir erhalten demgemäss, wenn m, ganz ausserhalb m liegt: 

{<!,)= -fmji^, (143-) 

worin e, die Entfernung des Elementes dm, von dem Mittelpunkt der 
Kugel oder Kugelschaale und m deren ganze Masse bezeichnet. 

Das Potential der Wechselwirkung einer in concen- 
trischen Schichten homogenen Kugel oder Kugelschaale 
und eines beliebigen ausserhalb gelegenen Körpers ist das- 
selbe, als wäre die ganze Masse der ersteren in ihrem 
Mittelpunkt vereinigt; Gleiches gilt von den zwischen bei- 
den wirkenden Kräften. 

Betrachtet man also die Erde als eine in concentrischen Schichten 
homogene Kugel und abstrahirt von ihrer Rotation, so kann man die 
auf jeden beliebigen äussern Körper ausgeübte Kraft als vom Mittel- 
punkt ausgehend ansehen. 

Ist auch die Masse m, eine solche Kugel oder Kugelschaale, so 
lässt sich auch die zweite Integration ausführen und ei^ebt 

worin E den Abstand der Mittelpunkte der beiden Kugeln bezeichnet. 

Das Potential der Wechselwirkung zweier in concen- 
trischen Schichten homogenen Kugeln oder Kugelschaalen 
ist dasselbe, als wäre die Masse einer jeden in Ihrem Mittel- 
punkt vereinigt; Gleiches gilt für die zwischen ihnen wir- 
kenden Kräfte. 

Die Messung der gegenseitigen Anziehung zweier Metallkugeln 
hat zuerst Cavendish (1798), später Reich (1837 und 1849), Bailj 
(1842), endlieb neuestens Gornn und Baille (1873) benutzt, um die 
mittlere Dichtigkeit e„ der Erde zu bestimmen. 
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Dies ist deshalb möglich, weil die CoHstante f des Newton'schen 
Gesetzes sich durch die Beschleunignng der Schwere, den Eadius and 
die Dichte der Erde ausdrücken lässt Die Anziehung, welche die 
Erde auf eine Masse /t an ihrer Oberfläche ausübt, ist nämlieh gleich 
fMftjR', wenn M die Masse, E den Eadius der Erde bezeichnet, die 
Beschleunigung g, die sie ihm ertheilt, daher gleich fMjR', also ist 

Die Anziehung K zwischen zwei Kugeln von den Massen m und m,, 
deren Gentra sieh im Abstand E von einander befinden, ist demgemäss 
gegeben durch 



woraus folgt: („=_^|^_. (144'j 

Um die Kraft K ru messen, wurden zwei Bleikugeln mittelst 
eines leichten horizontalen Stabes an einem oder an zwei Drähten so 
aufgehangen, dass das ganze System um eine verticale Axe drehbar 
war. Bei einer Ablenkung um einen kleinen Winkel <p aus der Ruhe- 
lage, welche es, sich selbst überlassen, annahm, wurde in der Auf hängung 
ein mit rp proportionales Drehungsmoment — Ay erregt; die Coh- 
stante D, desselben liess sieh na«h der auf p. 201 besprochenen 
Methode durch Schwingungsbeobachtongen bestimmen. 

Wurden nun grosse feste Kugeln in der Nähe der beweglichen 
geeignet aufgestellt, so übten sie ihrerseits ein Drehungsmoment N 
auf den beweglichen Theil aus, und die ßuheh^e, die derselbe in 
Folge dieser Wirkung annahm, war dadurch bestimmt, dass die beiden 
Momente sich aufheben mussten, also 

war. Die Messung des Ablenkungswinkels y gestattete somit bei be- 
kuintem A das Moment der Attractionen N zu bestimmen, und, da die 
Hebelarme bekannt waren, an welchen sie wirkten, auch die Kräfte selbst. 
Diese Beobachtungen haben für die mittlere Dichte e„ der Erde 
Werthe zwischen 5,4 und 5,8 ei^eben, sodass man 5,6 als eine ziem- 
lich zuverlässige Zahl für diese Grösse ansehen kann. Abgesehen von 
dem directen Interesse, welches sie besitzt, ist sie von Wichtigkeit, da 
sie uns die Grösse der Constanten f des Newton'schen Gesetzes zu 
bestimmen gestattet Ihre Dimension ist nach (144) 

ihr Zabltrerth bestimmt sich in (cm, g, sec.) 
/■- 0,000 000 065 7. 
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Dritter Theil. 
Heebanik nichtstarrer KOrper. 



§ 26. Unendlich kleine stetige Verrnckim^n in einem nichtatarren 
Körper; Deformationen. 

Äla starre Körper haben wir im vorigen Theile solche bezeichnet, 
deren Massenelemente oder Punkte ihre gegenseitige Lage während 
der Bewegung nicht ändern und daher nur Verrückungen von den 
bestimmten Eigenschaften erleiden konnten, welche wir im 16. Abschnitt 
entwickelt haben. 

Unt«r nichtstarren Körpern werden wir dementsprechend 
zunächst allgemein solche verstehen, deren Massenelemente Aenderangen 
ihrer gegenseitigen Lage und daher Verrückungen auch anderer Art, 
als oben behandelt, gestatten; aber wir wollen, schon am einen 
Körper von einem System discreter Massenpnnkte zu unter- 
scheiden, die vorstehende Definition dahin einschränken, dass wir den 
Yerrückungen die Eigenschaft beilegen, sich innerhalb des Körpers 
stetig mit dem Ort zu ändern. Dadurch sind dann zugleich alle 
die Fälle ausgeschlossen, wo in Folge der Bewegung im Innern des 
Körpers Spalten oder Hohlräume auftreten. Drücken wir die Ver- 
rückung eines Punktes p durch die Zuwachse Sx, Sy, Sx seiner Coor- 
dinaten x, y, x aus, so enthält unsere Annahme die Festsetzung, dass 
Sx, Sy, Sx stetige Functionen von x, y, x sind. 

Für einen Punkt p, des Körpers, welcher die Coordinaten x, = a; + 1, 
y,= y + Vj *.= * + S besitzt, haben die Verschiebungen andere Werthe 
Sx„ Sy„ Sx,, die wir als Functionen von x + |, y -\- Vt * + f nach 
Potenzen von |, »;, J entwickelt denken können, gemäss der Fonnel: 

Wir bezeichnen als das Bereich B des Punktes jj ein um 
denselbeii abgegrenztes Volumen von solcher Grösse, dass 
in ihm innerhalb der festgesetzten Genanigkeitsgrenze die 
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Glieder zweiter Ordnung dieser Reihen gegen die erster 
Ternachläasigt werden können. 

Je nach den Umständen kann das Bereich sehr rersohiedene 
Ausdehnung hahen. Sind die zweiten und höheren Dlfferentitdquotienten 
der Sx, Sy, Sx nach den Cooidinaten gleich Null, d. h. sind Sx, 3y, Sa 
lineare Functionen von x, y, i, so kann dem Bereich B eine beliebige 
endliche Grösse gegeben werden; findet dies aher nicht statt, so ist 
dasselbe unendlich klein von bestimmter Ordnung zu wählen. Dem- 
gemäss weiden auch die weiterhin zu ziehenden Fo^rungen je nach 
Umständen nur für ein unendlich kleines oder ab«r fQr ein endliches 
Bereich gelten. 

Die nach dem Gesagten tür das Bereich B des Punktes x, y, % 
geltenden Beziehungen: 

^hs% . dsx, , „Sit 



Sx, = Sz + S-ii^ 



in welchen die dSxjdx, dSxjdy, . . . innerhalb B constant sind, bilden 
die Grundlage für die Unt«rsnchung der Bewegungen in einem nichtr 
stforen Körper. 

Die Werthe der Verrückungscomponenten Sx„ Sy„ S%, lassen 
sich in Theile gleicher Form zerlegen, welche man so wählen kann, 
dass sie resp. drei Verschiebungen des Bereiches parallel den 
Coordinatenaxen, drei Drehungen um dieselben und drei 
gleichförmige Dehnungen nach drei zu einander normalen 
Richtungen von bestimmter Lage darstellen. 

Was die ersten beiden Theile anbetrifft, sp sind es diejenigen 
Bewegungen, welche hei starren Körpern allein mögUch sind, xmd 
wir haben in § 16 gesehen, dass sie sich darstellen durch die Werthe 
der Coordinatenänderungen 

{8x.\ = Sx„ (#y,). = Sy., {S<c,\ = Sx, (2) 

für die Verschiebungen, und 

{Sx,),= ZS,i—,)Sv, {Sy,\=iSif-C3X, (Sx.).= n3X-iSfi (2') 

für die Drehungen; in letzteren Formeln sind Sl, S[i, 3v die 
Drehungswinkel um Parallele zu den Coordinatenaxen durch den 
Punkt p. 

Was die Dehnungen oder Dilatationen anbetrifft, so sprechen wir 
zunächst folgende Definition aus: 
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Ein Körper heisst parallel einer Coordinatenaie gleich- 
förmig aQsgedehnt, wenn die ihr parallelen Coordinaten 
aller seiner Punkte um denselben Bruchtheil ihrer Länge 
vergrflesert sind. 

Sind a, b, c die Coordinaten eines Punktes des Körpers bezogen auf 
ein ^BO-Coordinateusystem, so stellen die Zuwachse 

Sa = a^,, Sb == bp,f Sc — cg, (2") 

ein System von Verschiebungen dar, welches dem Körper parallel 
A, B, C resp. die Dilatationen Q,y q,, (>, ertbeilt, denn die Coordinaten 
ffl, 6, c werden dadurch in a{\ + p,), h{\ + p,), c{\ + p.) verwandelt. 
N^ative Werthe der ps enl^rechen Vertützungen oder Compressionen. 

Man bemerkt, wie auch bei gleichzeitiger Debnnng parallel allen 
drei Cooidinatenaien der Coordinatenanfang an seiner Stelle bleibt 
und Funkte der Coordinatenaxen auf diesen Linien verharren. 

Liegt der Anfangspunkt des Systemes ABC an der Stelle x, y, x, 
deren Bereich wir untersuchen, und gelten demnach, zwischen den auf 
das XYZ' und .dßC-System bezogenen relativen Coordinaten der Stelle 
x,,y,, X, die Beziehungen 

V = aß,+ bß. + cß., (3) 

so werden die Augdehnungen parallel den Äsen A, B, C Veränderungen 
der Coordinaten rc, = 3; + |, y, = y + ^i, x,= x + ^ liefern, welche, da 
sie x,y,x, und die a«, ß^, y^ nicht berühren, gegeben sind durch 
[Sx^), = aa, p, + ba,(}, + ca,Q, , 
. {Sy:}.= aß,(f, + bß,(>, + eß,p., (3') 

[3x,}. = ay, p, + br,g, + cy.Q, , 
oder bei Einführung von |, »/, C durch 

{Sx,). = I (ß.'p, + «,>, + «.>,) + fi {a.ß,Q, + a,ß,(f, + <4,ß,Q,) 

+ ^(e.y.e. + «,y,p. + «.r.eO, 

ißy.), = |(«,/?,e. + «.(5.p. + K./?,p.) + nißCQ, + ß,'Q, + ß.\>,) (3") 

+ S{ß.r.&. + ß.y.e, + ß.r.e,), 

{3x.),= ^[y,a.Q.+ y,a,(j,+ y,a.g;} + ri{r.ß.ff. + r,ß,e^+ y.ß.p.) 

+ S(3'.>. + ;-.>. + /,>,) • 

Biese Formeln zeigen, verglichen mit (2"), dass die angenommene 
Dilatation parallel den Äsen A, B, C nicht zugleich eine Düatation 
parallel den Axen X, Y, Z darstellt, denn die Sx,, Sy,, Sx, sind nicht 
lesp. nur je mit |, 7;, J proportional Demgemäss nennt man die 
Kicbtungen A, B, C die den gegebenen Dehnungen entsprechenden 
Hauptdllatationsaxen und p,, p,, p, die Hauptdilatationen. 
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Bildet man die Summen aus den drei der Verschiebung, Drehung 
und Ausdehnung entsprechenden Verrflclningscomponenten nnd setzt sie 
den durch (1) gegoltenen gleich, nach dem Schema 

so erhält man, da diese Formeln für alle |, ij, t, gelten müssen, 
hangen: 
Sx = Sxa , Sy = Sy„ , Sx = Sz„ , 



w 



t^ 


'ß.'Q. + ß.'e, 


+ AV., 




es* 


= r.'p. + /•'p. 


+ n'c. 






-ß.r.i>. + ß,r 


P. + /».»-.!> 


-ä;i 




•ß.r.Q, + ß,r 


?, + /«.)'.(' 


+ äi 




= r.«.('. + y.« 


9, + r.a.(> 


-d;. 


8 ex 


= J-.a.fi, + r.« 


P, + )-.i».P 


+ ä|» 




.a.ß.Q, + a.ß 


(i,+ a.A(> 


-ä» 


ein 
8x " 


»«.A ?.+«./' 


p, + «.Ap 


+ ä. 



Diese Formeln zeigen, dass das Problem der Zerlegung 
der allgemeinsten Yerrücknng für das Bereich B in Verschie- 
bung, Drehung und Ausdehnung eindeutig bestimmt ist. 

Die ersten drei Formeln (4) geben nämlich die Verschiebnngs- 
componenten parallel den willkürlichen Coordinatenaxen 

Sxg = 3x , Sya = Sy , Sz^, = Sxr (4') 

gleich den Verschiebungen, welche die Stelle x, y, x selbst erleidet; 
für die Drehungswinkel folgt aus den letzten sechs Gleichungen nach 
Elimination der (>„ 

und für die Grösse der Dilatationen p,, p„ p, und die Lage ihrer 
Sichtungen gelten die nach Elimination der SX, S/i, 3v erhaltenen 
Gleichungen : 
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Öy - 
dSx 



i idsx. , esx\ 



{4'") 



welche mit den sechs zwischen den «», ß^, y» bestehenden Relationen 

K," + a,' +«.•=!, ß.y. + ß,r, + ß.r, = 0, 

ß,' + ß: + ß,'= \, ?-.«,+ y.«,+ 7',K.= 0, 

yC + 7x + r." = 1 , a.ß, + dxßr + «./?. = 

sämmtliche zwölf Grössen (»», «j,, (3», ;'» bestimmen. — 

Nachdem wir im Vorstehenden den Nachweis erbracht haben, 
dass eine imendlich kleine stetige Verrückung der Punkte eines nicht- 
starren Körpers innerhalb des Bereiches B eines beliebigen Fnnktes $ 
stets und nur auf eine Art in eine gewisse Verschiebung, eine Drehung 
und eine gleichförmige Ausdehnung zerlegt werden kann, wenden wir 
uns, da wir die ersten beiden Theile schon früher behandelt haben, 
zur Untersuchung der Eigeuscharten des letzteren. 

Die gleichförmige Dehnung des Bereiches B drückt sich in 
Bezug auf ein behebiges Coordinatensystem durch die Zuwachse 
(5a^)., (%,),, (J*,), der Coordinaten aus, welche sich durch die Werthe 
der gegebenen Gesammtzu wachse Sx, Sy, 3^ darstellen lassen. 
Dazu setzen wir die Werthe (4") unter Benutzung der Abkürzungen 
S3x _ Säy _ däx _ 

"öl" - '^' W^" Ti' - ^■' (5) 

Biy , dS% dix , dSx 8äx , diu 

da ' djf- . "* ^' dx ' dx ' " dy dx ^ "' 

in die Gleichungen (3") ein und erhalten so: 

(Syd, = ily^ + vy, + Hy. . (5') 

Diese Formeln geben die gesuchten Beziehungen zwischen den 
gesammten Yerrückungen und den allein von der Dilatation her- 
rührenden Theilen. 

Wenn wir letztere weiterhin für sich betrachten, so beziehen wir 
damit das Bereich B auf ein Coordinatensystem, welches mit dem 



DigilizedbyGoO^^lC 



284 Mech&nik nichtstarrar KSrper. 

Bereich diejenige parallele VerscMelBung und diejenige Drehung erfährt, 
welche durch die Antheile {Sx,\, {3y,)„ {Sx,), und (Sx,),, {Sy,)„ [dx,\ 
der gesammten Verrückung gegeben sind. 

Die relativen Coordinaten |, ij, ^ des Punktes p, gegen p, welcher 
letztere ein ganz beliebiger Punkt von B ist, werden in Folge der 
Dilatatiomverrttckungen {3x,),, (dy,),, (Sz,), die Werthe |', tj', ^' 
annehmen, gegeben durch: 

g'=|(l +x;) + \riX, + -\Zx., 

Aus diesen Formeln ergebt sich zunächst leicht die geometrische 
Bedeutung der Grössen x^.... 

Ein Punkt {r„ 0, 0) der E-Aie besitzt nach der Deformation die 
Coordinatfln: 

i:=r,{t+xj), v: = \r^y„ £.'=ir.«„ 

ein zweiter (0, r„ 0) der H-Axe die Coordinaten: 

I.' = i r.x„ ni = r. (1 + J,.), ?; = \ r,x„ 

ein dritter (0, 0, r.) der Z-Axe die Coordinaten: 

|.'=in^., v:=\r,y., ^' = r.{l +*,)■ 

Die BadieDvectoren nach den neuen Lagen haben die Längen 
r,', r,', r,', welche gegeben sind durch 

r,-_r,'((H-i.)' + i(sJ + iW), 

'.■•-'.■(iw+a+yj+iw). 

und welche sich in Räcksicht auf die Kleinheit von x,... in erster 
Annäherung auch schreiben lassen: 

r: = r, (1 + x:], r.' = r, (1 + y,), r/ = r. (1 + x.). (6) 

Die drei Grössen x^, y„ x. geben also die Dehnungen der 
Längeneinheit an, wenn dieselbe im Bereich B parallel der 
X-, Y- oder Z-Axe liegt 

Die Cosinus der Winkel zwischen den Kadienvectoren r.', r,', r,' sind 



co8(r.,n)- a+y,)(i+^.) ' 

oder wegen der Kleinheit der a^... auch 

eo8(r,',r,') = j/., cos(r,',r.'} = X:,, cos (r,', r,') = x^. (6') 

Bedenkt man, dass je zwei der Richtungen r„ Tor der Deformation 
den Winkel n/2 mit einander einschlössen, so kann man co3(rk', n*) 

DigilizedbyGoO^^IC 



§ 26. Unendlich kleine, atetiera VerrQckungen etc. 285 

mit sin [(r», rj — (r»', r*')] oder auch mit {r^, n) — (r,', r^') selbst ver- 
tauschen und erhält durch 

{r,',r.') - [r„r,) = - y., (r^r/) - {r„r.) ^ - x., 

das folgende Keaultat gegeben: 

Die drei Grössen y., x„ x, sind die negativen Werthe der 
in Folge der Deformation stattfindenden Aenderuagen der 
Winkel zwischen den Richtungen, welche aispinngllch in 
die Coordinatenaxen fielen. 

Daher bezeichnen wir die sechs Grössen x„...x, kurz als die 
Deformationen an der Stelle x, y, % oder im Bereich B und nennen 



X., y„ X. 
die Aiendehnungen, 

die Äxenwinkeländerungen. 

Lösen wir die Gleichungen (5") nach |, »!, C »«f, ^^ wegen der 
Kleinheit der x.... einfach dadurch geschieht, dass man in den mit 
ihnen multiplicirten Gliedern |, ij, ^ mit ^, v, C vertauscht, so erhält man: 

Ffir die nächaten Anwendungen wollen wir diese Gleichungen 
abkürzen zu 

v = i'q.+ fi'p. + Cq^, (7') 

? = !'?■ + n'q, + £>.. 

und bemerken, dass in ihnen die p,. stets positiv nnd zwar nahe gleich 
Eins sind. 

ErßUlt ein in dem Bereich B gelegenes System von Funkten vor 
der Terschiebung irgend eine Oberfläche, sodass für ihre Coordinaten 

ist, so liegt dasselbe nach der Bewegung auf einer andern Fläche, 
deren Gleichung mittelst der Substitution (T) aus J'(|, ij, i;} = 
hervorgeht 

Hieraus folgt eine Reihe von einfachen Sätzen. 

Ebenen und Gerade bleiben innerhalb B auch nach der 
Deformation Ebenen und Gerade. 

Dies folgt daraus, dass eine lineare Gleichung ihren Grad durch 
eine lineare Substitution nicht ändert 
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Parallele Ebenen und Gerade bleiben innerhalb B anch 
nach der Deformation einander parallel. 

Zwei parallele Ebenen sind nämlich gegeben dnroh die Gleichungen 
«i + ßv + y^ = ". ai + ßn + rC = *.- 
und die Substitution (6) führt dieselben anf die gleiche Torrn zorück. 
Zwei parallele Gerade sind aber gegeben durch die Schnittearven 
zweier Paare paralleler Ebenen. 

Eine Kugelfläche innerhalb B verwandelt sich in ein 
dreiaxiges Ellipsoid. 

In der That wird aus der Gleichung einer Kugel 

durch die Substitution (7') die Gleichung eines Ellipsoides: 

i^p,+v'9.+ C9.r+{i9.+v'p, + c'q.r + (r?. + »/s. + c'p.r = -b*; (8') 

man nennt dasselbe das erste Dilatationsellipsoid. Setzt man 

worin (/, ß', y' die Cosinus der Winkel sind, welche der Radiusvector / 
mit den Coordinatenaxen einschliesst, so erhält mau 

{«>.+^?. + /9.)'+ («'?.+/?'/'.+ 7''9.}'+ («'9.+/^?.+ yW = ^. (8") 
was wir abkürzen in 

j'+ß'+C'-^. (8'") 

Um die Richtungen der Hauptaxen zu bestimmen, haben wir die 
Bedingungen des Maximums und Minimums von / oder B'/'^' üi 
Bezug auf «', ß^ y' aufeustellen, während die Beziehmig gilt^ dasa 
a'+ß" +/'=!. 

Demgemäss fügen wir 

zu Ä*//' hinzu, wobei p' einen unbekannten Factor bezeichnet, und 
difTerentiireu das Kesoltat^ als wären t/, ß, / unabhängig. Wir er- 
halten dadurch: 

p,Ä + q,B+ q,C— q'u = 0, 

q.Ä+p,B+q,C~Q'ß' = 0, (9) 

Diese Gleichungen werden identisch erfällt durch die Beziehungen: 
S+p^=0, p'= +p', {9') 
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denn setzt man die hieraus fo^nden Werthe für A, B, C in (9) ^, 
so reduciren sich die Gleichungea {9} auf {9'). 

Biese letzteren Gleichungen besünunen aber die Hauptaxen des 
EUipsoides 

P,af' + p,ß'' + P.r"+ 2?.^/+ 23,/ß'+ 2?.ß'^= ^, (10) 

welches das zweite Dilatationsellipsoid genannt wird. 

Das erste und das zweite Dilatationsellipsoid haben also 
gleiche Axenrichtungen. 

Das System (9') hat auch noch eine andere als die oben ana- 
gesprochene Bedeutnng. 

Fasst man nämüeh von den Gleichungen (4'") die erste, sechste, 
fünfte, die sechst«, zweite, viert« und die fünfte, vierte, dritte mit den 
Fsctoren «», ßs, ys zusammen, wobei A = 1, 2, 3 sein kann, so erhält 
man unter Küoksicht auf (5) die Beziehui^n 

a^{x. ~ e») + ^ß.x, + ^y^Q^. = 0, 
\a,y, + ß^iy, - p,) + \ysy. = 0, 

welche mit 

«*• + ß' + n" = 1 

zusammen die Biehtung und Grösse der Hauptdilatation (>„ bestimmen. 

Diese Gleichungen sind aber nach der Bedeutung der p^ und j» 
in (7') mit den obigen (9') identisch und daraus folgt: 

Die Axen der beiden Dilatationsellipsoide fallen in die 
Hauptdilatationsaxen; daher bleiben die Punkte dieser Axen 
bei der Dilatation auf den betreffenden Bichtungen. 

Die Gleichungen der beiden Dilatationsellipsoide erseheinen auf 
die Hauptaxen bezogen, wenn durch die Wahl der Coordinaten die 
Factoren ?» der Froducte ß"/, y'a und a'ß' zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Die Einführung dieses Coordinatensystemes sei durch 
die Anbringung des Index " an den dadurch geänderten Grössen an- 
gedeutet Hieraus folgt wegen der Werthe der Grössen g» der weitere 
Satz, welcher auch direct einzusehen ist: 

Bezieht man die Dilatationen auf das System der Haupt- 
dilatationsaxen, so sind die Winkeländerungen y.', x° und x,' 
gleich Null. Die Gleichungen der beiden Dilatationsellip- 
soide werden demgemäss resp.: 

n. «"(1 - ,,•) + ,ä"(l - y,-) + r-(l - <) - 5ii 
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IL 



sich auch schreiben: 



Ji'Ci + 



f(i + *.7 



= 1. 



(in 



Die Hauptaxen des zweiten Dilatationsellipsoides sind 
also den Quadratwurzeln ans denjenigen des ersten pro- 
portional. 

Da X,, p,, %. als neben 1 sehr klein voraosgesetet sind, so de- 
generiren die beiden Dilatatioasellipsoide niemals zu Hyperboloiden. 

Es erübrigt noch die Untersuchung, welche Wege die einzelnen 
Punkte der Kugel (9) bei der Deformation zurückgelegt haben, oder 
welche Punkte des ersten Dilatatioosellipsoides imd der Kugel einander 
entsprechen. Bei der Beantwortung dieser Frage gewinnt die Ein- 
fährong des zweiten Düatationsellipsoides erst ihre rechte Begründung. 

Unter der Voraussetzung, dass die Goordinaten- in die Haupt- 
dilatationsaxe» gelegt sind, wird das System (5") zu: 

r =1(1 + x:), v= ')(i + ».'), r= £(1 + *."), (12) 

oder unter Einführung von Polarcoordinaten zu: 

r'a' = »-a(l +a:.'), /,?' = r^ (1+ t//), r'^ = r;'(l + s^,»); (12') 
daraus folgt für die Cosinus der Winkel, welche 
der Radiusvector vor and nach der Deformation 
mit den Hauptdilatationsaxen einschliesst, die 
Beziehung: 
«•:^:/=«(l + x,"}:^(l + 3,/}:^(H-^,"). ( 
Dies ist dieselbe Relation, welche die ana- 
logen Cosinus «', /?, /' eines Radiuavectors nach 
einem beliebigen Punkt q des zw8it«n Düata- 
tionsellipsoides verbindet mit den Cosinus «,(S,j' 
für die Nonnale auf der durch 5 an dieses 
Ellipsoid gelegten Tangentenebene. Hieraus 
folgt die Regel, welche Figur 34 Terdeutlicht : 
Um die Stelle zu finden, welche ein 
Punkt q„ der in dem Bereich B con- 
struirten Kugel 

r + V + r = -ß' 

nach der Deformation des Körpers 

einnimmt, construire man die zuge- 

hörigen beiden Dilatationsellipsoide I und II , lege an 

das zweite eine Tangentenebene, welche normal steht zu 




Fig. 84. 
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dem Badins pq, und ziehe durch den fieröhrnngspunkt q 
einen RadiusTector pq, welcher das erste Dilatationsellipsoid 
in g, sclyieidet; dann ist dieser Schnittpunkt q, der ge- 
suchte Ort 

Diese Construetion lässt erkennen, dass das ganze System Ver- 
schiebungen symmetrisch in Bezug auf die Hauptdilatationsaxen liegt, 
und dass, wenn die Hauptdilatationen verschieden gross sind, nur die 
Punkte der Hauptaxen in dem Badiusvector selbst verschoben werden. 

Wir wenden weiter die Formeln (5") noch daan an, die Ver- 
grösserung einer im Bereich B liegenden Strecke, einer Fläche und 
eines Volumens zu berechnen. 

Legen wir, was keine Beschränkung der Allgemeinheit enthält, 
den Funkt x, y, z ia den einen Endpunkt der Strecke r, und sind 
i^ + li y + fli * + S 'Ü8 Coordinaten des andern, so verwandelt sich 

^ = i' + v'+C' 

durch die Deformation in 

r"=r'+v+r'. 

Es ist dann 

~-l!, (13) 

die Dilatation der Längeneinheit, durch Entwiekelung von / nach 
den Formeln (5") in erster Annäherung gegeben durch: 

e = ^(r^ + ^'y> + Cx. + vCy. + ?l^ + 1»?^,)- (i3') 

Führt man die Cosinus a, ß, y der Winkel ein, welche r, also 
die ursprüngliche Richtung der Strecke, mit den Coordinatenaxen bildet, 
so findet sich: 

p = ß-ir, + ß'y, + fx,. + ßyy. + yccx. + aßx,. (13") 

Das Flächenstück, welches wir betrachten, sei ein Becht«ck mit 

den Eianten a und b; wir legen den Punkt xyx in die eine Ecke, die 

X- und r-Ase in zwei Kanten. Durch die Deformation sind die 

Längen der Kanten nach dem letzten Satz {13") zu 

a- = a{\ +a^), ft'=*{l -^y,) 
geworden, der Cosinus des zwischen ihnen liegenden Winkels ist 
nach (6') 

cos (a, h') — X,. 

Da parallele Gerade innerhalb des Bereiches B sich parallel 
bleiben, so ist aus dem Bechteck von der Fläche f= ab ein Parallelo- 
gramm von der Fläche f=:a'b'sia{a',b') geworden, und die Ver- 

Yolgt, Elcm. MtcbiDlk. 19 
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grösserung a der Flächeneinheit findet sieh bei Beschränim^ auf 



die niedrigst« Ordnung: 



.r-f 



= x.-\-y,. (14) 



f 

Da jedes andere ebene Flächenstück innerhalb des Bereiches B 
sich in rechteckige Elemente zerlegen läset, so, giebt {x, + y,) die Grösse 
der specifischen Dilatation auch für dieses, wenn die XF-Ebene des 
Coordinatfinaystems der Fläche parallel gelegt wird. 

Die Bichtang der X- und F-Aie in der Ebene ist dabei gleich- 
gültig und man erhält somit nebenbei den Satz, dass die Combination 
Xj + y, ihren Werth nicht ändern kann, wenn man die X- und F-Aie 
in der XF-Ebene beliebig verschiebt mid dreht 

Liegt das Fläcbenstück nicht in der XF-Ebene, so kann man 
den Werth seiner Vei^Össerung bestimmen, indem man ein X'TZ'- 
System einführt, dessen X' Y'-Ebene mit der Ebene des Plächenstückes 
zosammeniäUt; es ist dann wieder u = x^ -\- y^ und indem man diesen 
Ausdruck auf das System XYZ transformirt, erhält man auch a auf 
letzteres System bezogen. Die hierzu nöthigen Formeln sind weiter 
unten zusammengestellt 

Als Volumen, dessen specifische Dilatation wir bestämmen wollen, 
wählen wir ein rechteckiges Prisma von den Kanten a, b, c und legen 
die Coordinatenaxen seinen Kanten parallel. Die beiden letzten Be- 
trachtungen ergaben, dass die Deformation das Prisma in ein schiefes 
Parallelepipedon verwandelt von den Kanten 

a'=a{l+x,), b' = b{\+y,), c- = c[\+x.), 

welche Winkel einschliessen, gegeben durch 

cos (ö', c) = y., cos (ö'j a) = «, , cos [a', b') = x, . 

Wälirend das ursprüngliche Volumen 
k = ahc 
ist, beträgt das neue 

U = o'6'c']/l— C08'(a',6')— co3'(i',e')— coB'{o',o') + 2cos(o',fc')cos(6',c)cos{c',a'), 
Setzt man die obigen W^erthe ein und beschränkt sieh hinsichtlich 
der unendlich kleinen Grössen auf die niedriggte Ordnung, so findet 
sich die Aenderung & der Grösse der Volumeneinheit 

& = '^ = x.-\-y.-^z.. (15) 

Da man jedes andere innerhalb B liegende Volnmen in prisma- 
tische Element« mit Flächen parallel zu den Coordinatenebenen zer- 
legen kann, so giebt die obige Formel den Werth der specifischen 
Volnmenändemng auch für dieses an ; x^+ y,+ %. muss demgemäss 
von der Lage des Coordinatensystems unabhängig sein. — 
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Für gewisse Änwendangen ist ea erwünscht, die Deformations- 

ÖSx öSy BSx 

I» Sät , dSx _^ dix öSy 

"dy' '^'~~dx"^ Tx' '^'' ~ "äy" "^ "a«' 

auf ein neues Coordinatensjstem X', T, Z' za transfonniien; dabei ist 
zu beachten, daes die Umformung sowohl im Zähler als im Nenner 
dei bezüglichen Differentialquotientfln vorzunehmen ist 
Setzen wir 

x' = a,xi- €e,y+ a,x, x = a,x' + ß,y' -h y.x , 

y = ß,x + ß,y +ß,z, y = a,x' + ß,y- + y,x' , (16) 

»' = rxX + Y,y+ y,x, z = a.x + ß.y + y.x' , 

so gilt auch 

3x = a^Sx' + ßiSy + y,Sx' , 

Sy = a,Sx' + ß,Si/ + y,3s^, (16') 

Sx = UiSx' + ß,Sy' + Y,S»' , 
und demgemäss wird zu bilden sein: 



i 



'' \ dx- ex ^ ei/ dx 
\d3i ex'^ Si/ ex 
\e3i Sx'^ öy' ex "^ e*' B3>} ' 

hieraus folgt unter Bucksicht auf (16): 

Bu ,eu' ,,8tf , ,dic' 

+ ''■''■ (w + Sf) + '"■"■ (S7 + w) + "■!>■ («F + äjj ■ 
Führt man die Bezeichnungen x,', y,', x,', y,', x,', x,' für die voll- 
ständ^ transfonnirten Grössen ein, so erhält man durch eine der vor- 
Htehenden analoge Rechnung leicht folgendes System yon Gleichungen: 

x, = ujxj + ß,'yj + y'«.' + ß,y,y.' + y,a,^'+ «,(?,<, 
y, = a,'x,' + ß,'y; + /,'«,' + ß,y,y.' + y,a,xj + ee,ß,x,', 
X. = a,'xj+ ßty,'+ y,'^'+ ß.y.y,' + y,a,xj+ €e,ß,x,', (17) 

y. = 2a,a. xj + 2ß,ß. y,' + 2y,y, x.' 

+ {ß,Y.+ ß.y,)y:+ b'^a.+ y.a.)xj+(a,ß.+ a.ß.)x^, 

X, = 2a,a, xj + 2ß,ß^ y/ + 2y,y, »,' 

+ iß,Y, + ß.y,)y: + (r.a. + r.a.) */ + ('^.y?. + «./?.) <, 

X, = 2«,a.a;,'+ 2ß,ß,y; + ^y.y.x.' 

19- 
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Da in den nach x, y', *' aufgelösten Formeln (16) a„ «,, «,... 
dieselbe Stelle einnehmen wie in den nach x,y,x aufgelösten a„ß„y,..., 
so fägt man leicht zn (17) ein analoges System von der Gestalt: 
x^ = ci'x^+ a,'p,+ ce,'x.+ a,a,y.+ ß,or,*^+ a.cx, n, s. f. (IT) 

Man erkennt aus diesen Systemen die Tüchtigkeit der olwn ge- 
machten Behauptungen, dass x^ + y, von der Lage der X- und T-Axe 
in der XF- Ebene und x^ + y, + x. überhaupt von der Lage des Co- 
ordinatensjstemes unabhängig ist — 

Wir stellen schliesslich noch eine Betrachtung an über das Ver- 
halten der Verschiebungen au der Oberfläche eines nichtstarren 
Körpers. 

Aus der zu Grunde gelegten Annahme, dass die Verrückungen 
stetige Functionen der Coordinaten sind, folgt, dass die Oberfläche des 
Körpers immer von denselben Massentheilchen gebildet werden muss. 
Denn um jeden der Oberfläche beliebig nahen Innern Punkt p können 
wir uns ein Bereich B und darin eine unendlich kleine Kugel um p 
als Centmm construirt denken; diese verwandelt sieh, wie wir oben 
gesehen, stets in ein Ellipsoid mit p als Centrum — ein innerer Punkt 
kann also nie an die Oberfläche gelangen. 

Ist also die Gleichung der im allgemeinsten Falle mit der Zeit 
veränderliehen Oberfläche 

F{x, y, z, i) = 0, 
80 muss, wenn der Punkt x, y, x zur Zeit i + St nach der Stelle 
x + Sx, y + Sy, x+ Sx, gerückt ist, auch dieses System von Variabein 
der Gleichung F=0 genügen. 

Hieraus folgt, dass auch 

sein muss. Diese Gleichung bestimmt, wenn Sx, Sy, Sx als Funetionea 
■von ( gegeben sind, eine Fläche, welche dem bewegten Körper als 
Begrenzung zu dienen venm^. 

Ist die Form der Oberfläche und ihre Bewegung gegeben, so 
giebt (18) eine Bedingung für die Geschwindigkeiten SxlSt, SyjSt, 
SxjSt an der Oberfläche. Enthält F die Zeit nicht, d. h. ist die Ober- 
fläche unveränderlich, so lässt sich nach Division durch: 



l/t 



''"^•■'aver 



die vorstehende Gleichung sehreiben: 

Sxaos^n, x) + Jycos{n, y) + Sx<iOfi{ri, %) = 0, (18') 

worin n die Normale auf der festen Fläche bezeichnet und der ganze 
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Aosdruck links die Componente der Verschiebung in der Qrenze nach 
dieser Normalen bedeutet. 

Haben zwei nichtstarre Körper ein Stück ihrer Oberfläche ge- 
meinsam, so muss für die Verschiebungen S^x, S^y, S^a und S^x^ S^y, S^x 
in beiden die Bedingung (18) gelten. Die Differenz giebt wie vor- 
stehend behandelt: 

(5.x -5^3:) cos {«, x) + (5*y-5*y)cos(M, y) + {8^x-S„x) cos (n, *) = (18") 
und sagt aus, dass in diesem Falle die Bewegungscomponenten nach 
der Normalen in beiden Medien an der Grenze gleich werden müssen. 
Die Componenten parallel der Grenze tonnen im Allgemeinen ver- 
schieden sein; nur in dem speciellen Falle, dass die Körper fest zu- 
sammenhängen, wie z. B. zwei zusammengelöthet« Metalle, mässen die 
Verrückungen zu beiden Seiten völlig übereinstimmen; die letzte Be- 
dingung ist in diesem Falle mit 

S^x = S^x, S^y = S,y, S^z = S^x, (18"') 

zu vertauschen. 

§ 27. DrnoUciäftfl in nichtatarren Körpern. 

Dass die Theile eines Körpers in der eigenthümlichen Verbindung 
mit einander stehen, die wir wahrnehmen, erklären wir durch die 
Annahme von Kräften, welche sie auf einander ausüben. Bei den 
starren Körpern, deren Theile in anveränderlicher gegenseitiger L(^ 
verharren, sodass die Bewegung eines Elementes diejenige des Ganzen 
bestimmt, gelang es, zn den vollständigen Gesetzen der Bewegung unter 
Elimination jener Wechselwirkungen aus den Bewegungsgleichungen 
zu gelangen; bei den nichtatarren Körpern, deren Theile gegen ein- 
ander innerhalb gewisser Grenzen verschiebbar sind, sodass durch die 
Bewegung eines Elementes das Verhalten der übrigen nicht bestimmt 
ist, müssen sie in Bechnung gezogen werden. Wir wenden uns jetzt 
zur Besprechung der Eigenschaften, welche wir ihnen beilegen, und 
der Gesetze, welche hieraus für sie folgen. 

Die Beobachtung zeigt, dass die Kräfte, welche ponderable Massen 
auf einander ausüben, bei grosser Annäherung derselben viel schneller 
wachsen, als das Newton'sche Gesetz der Gravitation e^ebt, dass 
die Körper, in Flächen zu inniger Berührung gebracht, mit einer ge* 
wissen Festigkeit an einander haften, der Annäherung über eine gewisse 
Grenze hinaus aber einen Widerstand entgegensetzen. Wir schliessen 
aus diesen Erscheinungen, dass die Gravitation nur den einen Theil 
der Wechselwirkung darstellt, welcher in merklicher Entfernung allein 
merklich ist, dass aber noch andere Theile eiistiren, die bei unmerk- 
licher Entfernung jenen weitaus überwiegen. Diese nennen wir die 
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molecnlaren Wirkungen, ohne mit diesem Namen eine bestimmte 
Hypothese über die Constitution der Mat«rie aussprechen zn wollen, 
bl03 um dadurch Ejäfte anzudeuten, welche ausschliesslich zwischen 
den einander unendlich nahen kleinsten TheUen der Materie stattfinden. 

Welchen Gesetzen diese Wechselwirkungen folgen, ist uns durch- 
aus unbekannt; aber für die Anwendungen, die wir in der Mechanik 
der nichtatarren Körper von ihnen machen, genügen die Annahmen, 
dass die Wechselwirkung zwischen zwei kleinsten Massen- 
theilchen erstens dem Gesetz der Gleichheit von Action und 
Beaction folgt, zweitens in der Verbindungslinie liegt und 
drittens nur in Entfernungen merklich ist, welche unend- 
lich klein zweiter Ordnung sind. Letzteres kann man auch so 
fassen, dass man ihre Wirkungssphäre von derselben Ordnung unend- 
lich klein gegen die Volumenelemente der Körper annimmt, auf welche 
wir die Bewegangsgleichungen für Massenpuntte anwenden, als diese 
selbst unendlich klein gegen die Dimensionen der Köiper sind. 

In Folge dessen betreffen die Molecnlarwirkungen, welche ein 
Volumenelement Ton der umgebenden Masse erleidet, nur dessen 
unendlich dünne Oberßächenscbicht, dasselbe erleidet, wie man kürzer 
sagt, Oberfläehendrucke von den Nachbarelementen. 

Constniirt man über einem beliebig durch den willkürlichen 
Punkt p des Körpers gelegten ebenen Mächenelement f eilien geraden 
Cyhnder nach der Seite, in welcher man die Normale n vi f positlT 
rechnet, und nennt man ein Massenelement innerhalb dieses Cylin- 
ders Sm„ eines jenseits der Grundfläche f aber Sm, so bezeichnet 
man als Componeriten des Moleculardruckes gegen die durch 
die Coordinaten x, y, % und die Normale n in ihrer Lage 
definirte Fläche f die Summen über die bezüglichen Oompo- 
nenten für alle Kräfte, welche die Massen Sm^ Ton den 
Massen 8m erfahren. Diridirt man diese Summen noch durch die 
Grösse des Flächenelementes f, so erhält man diejenigen Werthe, die 
stattfinden würden, wenn die Massenvertbeilnng über der ganzen 
Flächeneinheit dieselbe wäre, wie über dem Flächenelement f, und die 
Summe sich auf den Cylinder über dieser Flächeneinheit bezöge. 

Die so bestimmten reducirten Werthe, welche eigentlich spe- 
cifische Druckcomponenten beissen müssten, nennt man kurz 
Druckcomponenten oder Molecnlarcomponenten, indem man 
den Zusatz „bezogen auf die Flächeneinheit" unterdrückt-, und bezeichnet 
sie durch X,, F», Z,, wenn sie den Coordinatenaxen X, Y, Z parallel 
genommen sind. Der Index n deutet nach dem Obigen diejen^e 
Seite der Normalen an, auf welcher die Masse liegt^ gegen welche der 
Druck stattfindet 
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Ist SmSm^F(r) das Elementargesetz der Wechselwirlning, welche 
in der Biclitnng der Verbindungslinie r zwischen 3m nnd 3m, statt- 
ändet, 80 ist nach dieser Definition: 

^ = Y'^Sm-^Sm,F{r) cos{r, x), 

n-^Sm,F(r)cos{r,y), (19) 

^» = 7 2 ^"i 2 *»«. ^W <5f 3 ('■' ^) • 
Der resnltiiende Drack P„ bestimmt sich durch 

seine Richtatig ist gegeben dnieh 

C08{P, ^) = ^' cos(P, y)=^' eo8(P, z) = ;^. (19") 

Es iällt also die Richtung des Druckes P, keineswegs immer mit 
der Normalen n zusammen. 

Die Dimensionen der speeifisehen Drucke P„ . . . sind nach dem 
Vorstehenden die einer Kraft, dividirt durch eine Fläche, das heisst, es ist 

[P.] - [X] = ra - [ZJ - [mr- 1-] ; 
die Hiuheit des Druckes ist diejenige, die erbalten wird, wenn die 
Krafteinheit auf die Flächeneinheit ausgeübt wird. Die in der Technik 
gebrauchte Einheit, nämhch der Druck eines Gewichtes von 1 Kilo- 
gramm auf die Fläche eines Quadratmillimeters, ist, da das Gewicht 
eines Grammes 981 unserer Krafteinheiten beträgt, gleich 98100000 
unserer Druckeinheiten. Eine andere practische Druckeinheit werden wir 
weiter unten kennen lernen. 

Die Componenten X, Y,, Z, sind zwar zunächst nur Eechnungs- 
grössen ohne die mechanische Bedeutung von Gesammtcomponenten, 
da die Einzelwirkungen, die sie zusammensetzen, nicht auf die Theile 
eines starren Körpers ausgeübt werden; da aber die MassentheÜchen, 
auf welche dieselben stattfinden, dem Flächenelement q unendlich nahe 
liegen, treten sie in die Bewegungsgleichungen doch ebenso ein, als 
hätten sie einen gemeinsamen Angrif^punkt und könnten demgemäss 
für jede Stelle zu einer Besultirenden zusammengefasst werden. 

Wir gehen wiederum von den sechs Bewegungsgleichnngen für 
ein Punktsystem aus, welche die Sätze über die Bewegung des Schwer- 
punktes und über die Flächenmomente . enthalten und in § 15 mit 
(101) und (102) bezeichnet sind, und wenden sie auf einen beliebigen 
Theil des betrachteten Körpers an. 

Die innem Kräfte dieses Theiles sind, wie p. 122 und p. 124 ent- 
wickelt, »U8 diesen Gleichungen versehwunden in Fo^e der Annahme, 
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das3 für sie die Gleichheit von Action und Beaction gilt, und dam 
ihre Richtung in die Verbindungslinie der wechselTrirkenden Massen 
^t Aus unsern Yoranssetzangen folgt also, dass fär die 
Bewegung wie föi das G-leichgewicht eines nichtstarren 
Körpers oder eines Theiles von einem solchen nnr die von 
aussen einwirkenden Kräfte massgebend sein. Es können also 
auch von Molecularwirkungen nur diejenigen auftreten, welche von 
ausserhalb liegenden Massen ausgeübt werden. Diese wirken nur aof 
die Oberfiächenschicht und kommen daher nur in den oben ein- 
geführten Combinationen X„, Y., Z. vor, wo n die innere Normale anf 
dem Oberflächenelemcnt bedeutet 

Bezeichnen wir noch die auf die Masseneinbeit an der 
Stelle X, y, X wirkenden äussern Kräfte mit X, Y, Z, benutzen 
diese Buchstaben also in einem andern Sinn, als in den 
ersten beiden Theilen, und nennen die Dichtigkeit an derselben 
Stelle e, so schreibt sich jenes System von Gleichungen: 

^e^dk=JBXdk+Jx^do, 

fe^dk =feYdk -i-fY„do, (20) 

fe^^dk=f.Zdk+fz.do, 

\dk=fi{zY-yZ)dk+ f{x Y.-yZ,) do, 

fsL— - x^)dh = ft{xZ ~xX)dh + f(xZ,-xX,)do, (21) 

f{yj^~^'^)äk=Je(jfX^xY)dk+f{yX,-xY,)do; 

dk bezeichnet hierin, wie früher, das Körper-, do das Oberflächen- 
element des betrachteten Theiles. 

Die Kraftcomponenten X„, Y„ Z. variiren, wenn wir Ort und 
Lage des Flächenelementes ändern, auf welche sie sieh beziehen. Wir 
können in Bezug hierauf eine Keihe von Sätzen ableiten, indem wir 
die vorstehenden Gleichungen auf Bereiche von bestimmter JPorm inner- 
halb des Körpers anwenden. Pur diese Untersuchungen ist der fol- 
gende Hülfssatz von Nutzen. 

Bezeichnet tp eine eindeutige stetige Function der Coordinaten 
X, y, z, so lässt sich das über einen behebigen Raum k zu er- 
streckende Integral 

D„ii„.db,Go(5glc 
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§ 27. Druckkräfte in niehtstaTTen KOrpem. 
nach X ausföhren imd giebt 

< die Werthe tp Bämmtlieh für dasselbe y und 



Werthe x zu nebmen 
(Fig. 35). Diejenigen, welche 
sich auf dieuntern Grenzen 
a, , a,... bezieben , sind mit 
negatirem, die, welche sich 
auf die obern 6,, h,... be- 
ziehen, sind mit positivem 
Vorzeichen versehen. Die 
erste Summation hat alle Vo- 
lomenelemente zusammen- 
gefesst, die einem parallel 
der ^-Axe verlaufenden 
Elementarfaden vom Quer- 
schnitt dy dx angehören; die 
beiden noch Qbrigen betreffen 



aber diejenigen 
welche die Integrationsgrenzen bilden 




Fig. 35. 



alle Elementarßden, in die sich der ganze Kaum zerlegen lässt. Man 
kann das Doppelintegral in die Form eines Oberäächenintegrales bringen. 
Führt man nämlich die Richtung der Innern Normale n ein 
und beachtet, dass dieselbe mit der +X- Richtung an den untern 
Grenzen o einen spitzen, an den obem Grenzen b einen stumpfen 
"Winkel einschliesst, so kann man dydx als die Projection von Ober- 
fläehenelementen do^ und do^, welche an aUen Stellen a und b durch 
den betrachteten Elementarfaden aus der Oberfläche ausgeschnitten 
werden, betrachten und setzen 

dydx = + doi, cos (««, a;) 
Ot cos(nt, t) 



- j C^dOa^, cos {n^,x) + '^dOb(fbeoa{nt,x)). 



und erhält so: 

Hier stehen rechts alle nach der — X-Seite liegenden Oberflächen- 
elemente rfo, und alle nach der + X-Seite liegenden do,., die Summe er- 
streckt sich demnach auf die gesammte Oberfiäcbe und lässt sich schreiben 

j -^dk = — j qp cos {«, x) do, 

wo if kurz den in dem Oberflächenelement do stattfindenden "Werth 
von q> bezeichnet. Denkt man eine der vorstehenden entsprechende 
Operation mit dtfijdy und dtpldx vorgenommen, so gelangt man zu 
dem gesachten Hülfssatz: 
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För eine eindeutige stetige Function 91 der Coordinaten 
X, y, X gelten die folgenden Beziehungen zwischen den Inte- 
gralen über einen beliebigen Kaum k und denen über seine 
Oberfläche o, in welchen n die innere Normale bezeichnet: 

j -^dk = — I if> cos {n,x) do, 

j ^dk= — j (f cos {n, *) do, 

Vertanschen wir in diesen drei Gleichungen y resp. mit d<pjdx, 
~ p/dx, addiren sie darnach und setzen hier, wie weiterhin, 
immer kurz 

}? + «i^ + 57 - ^''' '22-) 

80 erhalten wir: 

/ Arpdk = — j (ä^cos(M, 3;} + ^cos{n, y) + ~-GOs{n, xudo. 

Nun ist die Klammer auf der linken Seite die Äendening, welche (f 
erleidet, wenn man von do in der Kichtung der Normale um dn fort- 
schreitet, diese durch dn dividirt; bezeichnet man diesen Werth, wie 
örüher, durch d^jdn, so kann man das letztere Resultat auch 
schreiben: 

fjtpdk /IJ"^"- (22') 

Diese Folgerung aus unserem Hullssatz, welche voraussetzt, dass 
dtfjöx, dfpjdy, dipjdx innerhalb k eindeutig und stetig sind, ist von 
Tielfachem Nutzen. — 

Wir wenden nun die drei Gleichungen (20) auf ein Volumen an, 
welches die Form eines geraden Cylinders hat, dessen Höhe dh unend- 
lich klein gegen seine Querdimension ist. Setzen wir dk = dhdo, so 
erkennen wir, dass die Haumintegrale, endliche Werthe der Beschleu- 
nigungen und Kräfte vorau^esetzt, wegen des Factors dh unendlich 
Hein werden. Es folgt daraus, dass die Oberflächenintegrale ebenfalls 
einen von der Ordnung dh unendlich kleinen Werth besitzen müssen. 
Dieselben zerfallen in drei Theile, die sich auf die Cylinder- und die 
beiden Grundflächen erstrecken. Der erste ist mit dh proportional, es 
müssen demnach die letzten beiden, für sich endlichen, zusammen 
ebenfalls von der Ordnung von dh sein. Da die inneren Normalen 
für die beiden Grundflächen entgegengesetzte Kichtung haben, so können 
wir die eine mit -]-n, die andere mit —n bezeichnen und erhalten, 
wenn wir mit ft einen endlichen Factor bezeichnen: 
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das Fläehenintegral ist über die eine Grundfläche zu erstrecken. 

Da über Gestalt und Grösse der Grundfläche o gar nichts YOraus- 
gesetzt ist, so müssen diese Gleichungen bei jeder Veränderung der- 
selben bestehen bleiben, d. h. es müssen, für je zwei sich entsprechende 
Punkte der beiden Grundflächen genommen, die Sommen der im all- 
gemeinen endlichen Druckcomponenten 

{x^,+ x.,), (r+„+r_,), {z^,+ z.„) 

TOn der Ordnung ihres Abstandes dk sein. 

Hieraas schliessen wir, indem wir unendlich Kleines neben End- 
lichem vernachlässigen, den Satz: 

Gegen zwei Flächenelemente, welche durch denselben 
Punkt mit entgegengesetzter Richtung der positiven Nor- 
malen gelegt sind, wirken gleich grosse und entgegengesetzt 
gerichtete Drucke; es ist nämlich: 

-X"+. = - x_„, r+,= - r_„ z+„ = - 2-„. (23) 

Die Gleichungen (21), auf dasselbe Volumen angewandt, führen zu 
denselben Beziehungen. 

Wenden wir femer das System (20) auf ein kleines Tetraeder an, 
das begrenzt wird durch drei durch x, y, x gelegte Parallele zu den 
Coordinatenebenen und eine jene schneidende Ebene, deren äussere 
Nonnale mit n und deren Grösse mit o„ bezeichnet werden mag, so 
sind die Raumintegrale proportional mit der normal zu o„ gemessenen 
Höhe dh des Tetraeders, die Oberflächenintegrale aber nicht, und 
letztere müssen demnach in der Summe sieh gegenseitig bis auf Glieder 
Ton dieser Ordnung zerstören. 

Da die innem Normalen auf den vier Seitenflächen resp. +3^ 
+ yi + *i — " 3iß<lf so geben die Integrale über dieselben 

o^X, + o,X, + 0.x. + o„X_ „ = o.fdk 
u. s. f., oder da 

0,= o„coa{n,x), 0,= o„m&{n,y), o.= o,COS{n,x) 

und 

x_,= -x, r_» = ~r„, z_, — z„ 

ist, bei Vernachlässigung von unendlich Kleinem neben Endlichem: 

X:,coa{n,x) + X,ii08{n,y) + X.iiOs(n,z) = X^, 
T.coa{n,x) 4- r,C08(M,y) + r.cosK«) = Y„, (24) 

Z^ cos (n, x) + Z, cos (n, y) + Z.coa (n, x) = Z„. 
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Die Drtickcomponeiiteii gegen ein Flächenelement mit dei 
Normale n bestimmen sich durch die parallelen Compo- 
nenten, welche gegen Flächenelemente wirken, deren Nor- 
malen in die X-, Y-, Z-Axe fallen, indem man Repräsen- 
tanten der letzteren auf den bezüglichen Axen aufträgt und 
ihre Projectionen auf die Kichtung von « summirt. 

Dieser Satz bestimmt die gegen ein beliebiges Fläehenelement in 
xyx wirkenden Drucke nach Grösse und Sichtung durch die neun 
für dieselbe Stelle gegebenen speciellen Drackcomponenten X^, X,, X,, 
T^, T^, Y., Z^, Z„ Z,. Diese Kräfte betrachten wir als innerhalb 
desselben Körpers eindentig und stetig und können deshalb den Hülfs- 
satz (22) auf sie anwenden. Bildet man also: 

f X„do = f (X,tsoa[n,x) + X,cos(w,y) -J- X cos {«,«)) do 

für die Oberfläche eines beliebigen Baumes innerhalb des Körpers, so 
kann man die rechte Seite schreiben 

und erhält beim Einsetzen in die erste Gleichung (20): 

Da die Gleichung für jedes Volumen gelten soll, muss der Factor 
von dk unter dem Integralzeichen verschwinden, und man erhält, in- 
dem man f Y„ do und / Z, do in gleicher Weise behandelt, hierdnreh 
die drei Gleichungen: 

d'x _ „ dX^ dX^ BX. 



7(' 



Die Componenten der Beschleunigungen nach den Co- 
ordinatenaxen, mnltiplicirt mit der Dichte e, sind für jeden 
Funkt des nichtstarren Körpers gegeben durch die auf die 
Volumeneinheit bezogenen Componenten der äussern Kräfte, 
weniger den Differentialquotienten der parallel wirkenden 
Drucke gegen die Coordinatenebenen nach deren Normalen. 

Dieses System liefert, wie wir sehen werden, die Bewegungs- 
gleichungen für nichtstarre Körper. 

Es ist nützlich, schon hier zu beachten, dass in den Gleichungen 
(25) die Differentiale der Coordinaten x, y, x in doppeltem Sinne 
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aoftreten, links als die AendemngeE der Coordinaten des Massen- 
elementes in Folge der Bewegung, rechts als willkürliche Zuwachse, 
denen Aendenmgen der von Ort und Zeit abhängig gedachten Druck- 
componenten entsprechen. Bei der Integration der Gleichungen wird 
dieser doppelten Bedeutung Bechnnng zn tragen sein. 

Setzt man die durch (25) gelieferten Werthe von td'yjdt* und 
sd'xjdt' in die erste der Gleichungen (21) ein, so erhält man: 

oder, anders geschrieben: 

n- nSyZ. ,dyZ SyZ. S*n 5»n SxY.\ , 

+ f (zY.- yZ,)do - J (Z,-T,)dk. 

Das erste Baumintegral lässt sich nach dem Hülfssatz (22) um- 
formen und giebt dann gerade das fol^nde Oberflächenintegral mit 
negativem Vorzeichen. Es bleibt demgemäss 

0=f(Z,-Y.)dk, 

eine Gleichung, die für jedes beliebige Volumen k nur dann erfüllt 
sein kann, wenn der Factor von dk verschwindet. Hierdurch und 
durch ähnliche Behandlung der zweiten und dritten Gleichung (21) 
erhält man das Resultat : 

r. = z„ z.= X., X, = r.. (26) 

Für zwei durch denselben Punkt normal zu einander 
gelegte Flächenelemente sind diejenigen Tangentialdrucke, 
welche normal zu der Schnittlinie der beiden Flächen- 
elemente stehen, untereinander gleich. 

Die Bedeutung dieses zunächst überraschenden Satzes wird klar, 
wenn man überlegt, wie sich nach den Formeln (21) ein prismatisches 
unendlich kleines Volumen innerhalb des Körpers hinsichtlich der 
wirkenden Drehnngsmomente verhält "Wiederum sind die Kaum- 
integrale, endliche Beschleunigungen und Kräfte vorausgesetzt, als in 
Bezug auf die Dimensionen des Prismas vom dritten Grade, unendlich 
klein gegen jedes der Oberflächenintegrale, sodass diese sich gegen- 
seitig bis auf ein Glied niederer Ordnung zerstören müssen, wenn 
nicht die Rotationabeschleiinigungen unendlich gross werden sollen. In 
den Oberflächenintegralen heben sich aber die auf gegenüberliegende 
Flächen wirkenden Normaldrucke gegenseitig auf, da sie an gleichen 
Hebelarmen wirken und entgegengesetzt gleich sind, die bezüglichen 
Tangentialdrucke aber haben verschiedene Hebelarme und können sich 
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denuucli nicht in derselben Weise zerstören; damit nicht anendliche 
Beschleunigung eintritt, müssen sieh daher die anf Terschiedene Fläehen- 
paare wirkenden Drucke, welche um dieselbe Axe drehen, compensiren. 

Durch den letzten Satz wird die Anzahl der für einen beliebigen 
Punkt von einander unabhängigen Dmckcomponenten auf sechs reducirt 

Sind also für eine Stelle x, y, x die sechs Componenten 
X, T>, Z., Y.= Z„ Z, = X., X,= Y, 
gegeben, so ist dadurch der gegen ein beliebig durch x, y, x 
gelegtes riächenelement wirkende Druck nach Grösse und 
Eichtang bestimmt 

Wir wollen aohliesslich Torausseizen, dass das körperliche System 
aus mehreren honjogenen Tbeilen bestehe, welche znm Theil eine ge- 
meinschaftliche Grenzfläche besitzen, und wollen die Formeln (20) auf 
ein Volumen anwenden, das begrenzt wird dorch zwei Oberflächen, 
welche beiderseitig in sehr kleinen Abständen parallel der Grenzfläche 
zwischen zwei solchen Theilen gelegt sind, und durch irgend eine auf 
beiden normal stehende Mantelfläche. Unterscheidet man die Werthe 
der Componenten fflr beide Medien durch die Indices h und k and 
versteht unter den Normalen n die Innern bezüglich des betrachteten 
Yolnmenelementes, so erhält man durch Anwendung der p. 298 be- 
nutzten Betrachtungsweise 

(X)*+(Z).= 0, (T„V+(r„},= 0, (^).4.(Z.)*=0, (27) 
wo der über die Buchstaben gesetzte Strich andeuten soll, dass der 
Werth unendhch nahe an der Grenzfläche zu nehmen ist; die Nor- 
malen sind für die znsammenstossenden Körper die äussern. 

In der Grenze zweier Medien müssen die Drncke, welche 
von beiden Seiten gegen das Grenzflächenelement ausgeübt 
werden, sich zerstören, 

Ein häuflger Fall ist der, dass die Eraft, welche von der einen 
Seite g^n das Oherflächenelement ausgeübt wird, direct gegeben ist, 
so, wenn eine Flüssigkeit in einem Cylinder durch einen belastfiten 
Kolben comprimirt oder ein Draht durch ein angehängtes Gewicht 
gedehnt wird. In diesem Falle bezeichnen wir die, ebenso wie X„, 
r., Z, auf die Einheit der Fläche bezogenen, gegebenen äussern 
Druckcomponenten mit X, Y, Z imd haben dann statt (27) 
die Form: _ _ __ _ _ _ 

x.+x = o, y;+F=o, 4. + 2=o. (27') 

In den Flächenelementen, für welche die äussern Druck- 
componenten X, Y, Z gegeben sind, müssen diese die Werthe 
der Innern Druckcomponenten X», Y», Z,, unter n die äussere 
Normale des Körpers verstanden, zu Null ergänzen. 
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"Wir wollen nun den Beweis führen, dass in den vorstehend ab- 
geleiteten Sätzen (23) bis (27) über die Dmokcomponenten Alles ent- 
halten ist, was sich ans den Gleichungen (20) und (21) durch An- 
wendung auf irgend welche einfache oder zusammengesetzte Körper 
finden lässt. Dies leisten wir, indem wir zeigen, dass die Gleichungen 
(20) und (21) so vollständig in unseren Sätzen anfg^angen sind, d»ss 
wir sie im denkbar allgemeinsten Falle aas ihnen mit Strenge wieder 
ableiten können. 

Wir betrachten dazu ein ans beliebig vielen homogenen Theilen 
bestehendes körperliches System und wenden auf einen Punkt desselben 
die erste Gleichung (25) an, multipliciren sie mit dem Eaumelement 
dk, integriren sie über den ganzen homogenen Theil k, und summiren 
sie darnach über alle Theile. 

Wir erhalten so: 

?/«£?« - s/'^" -s/(S + ^ + ^) "; 

die Anwendung des Hülfesatzes (22) auf das letzte Integral einlebt in 
Rücksicht auf (24) 

= '^fsXdk+-^JX„do, 
' (i) ' (>T 

wo das OberfläcUenintegral sämmtliche Oberflächenelemente aller Theile 
betrifft und n die innere Normale auf ihnen bezeichnet. Diejen^n Ele- 
mente do, welche der Grenze zwischen zwei Theilen angehören, kommen 
auch zweimal vor, und die sie betreöenden Glieder heben sich nach 
(27) hinweg; es bleiben sonach nur die Glieder, welche sich auf die 
äussere Begrenzung des betrachteten körperliehen Sjstemes beziehen. 
Damit ist aber die erst« Gleichung (20) in allgemeinster Fassung 
zurückgewonnen, und in gleicher AYeise läast sieh die zweite und 
dritte bilden. 

Fassen wir hingegen die zweite und dritte Gleichnis (25) mit 
den Factoren + x und — y zusammen und integriren sie über das 
betrachtete körperliche System, so ergiebt sichi 



?/«(^ 


£?-S)^-?/'('^- 


yz) 


dk 






-?/Kl?"i+ 


a 


-(H 


^t 


oder wegen (26) auch; 

MO 


)- 


(^+ 


^^ 
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Hier lässt sieh das letzte Integral durch den Hül&satz (22] um- 
foimen, sodass man unter Rücksicht auf (24) erhält: 

S/^^SF - ^£) = ?/*(*^^- ^^)'^* +^/(*^- - ^^")'*''- 

Ton dem Oberflächenintegral bleibt wegen (27) nur der Theil, 
welcher sieh auf die äussere Begrenzung des betrachteten Sjstemes be- 
zieht und demnach stellt die erhaltene Gleichung die erste des 
Systemes (21) in allgemeinster Fassung dar; ebenso können die übrigen 
gebildet werden. 

Hiernach sind die Gleichungen (20) und (21) in der That 
vollständig in die Sätze (23) bis (27) aufgegangen, und diese 
enthalten Alles, was allgemein über die Druckcomponenten 
ausgesagt werden kann. — 

Wir ziehen aus denselben nun einige Folgerungen, welche die 
Art der Tertheilung der Druckkräfte um einen Punkt zu veranschau- 
lichen geeignet sind. 

Sei durch die Stelle x, y, %, die wir kurz den Punkt p nennen 
wollen, ein Fläehenelement gelegt, dessen Lage durch die Cosinus 
cos(», x) = a, co8(m, y) = ß, cos(», x) = y der Winkel bestimmt ist, 
welche seine, wie oben festgesetzt, positiv gerechnete >''omiale n mit 
den CooTdinatenasen einschliesst; der Druck P„ welcher gegfen dasselbe 
ausgeübt wird, sehUesst dann Winkel mit den Coordinatenasen ein, 
deren Cosmus «', ß', •/ gegeben sind durch i 

Denkt man sich eine mit P. proportionale Länge (P.) als seinen 
Repräsentanten auf der Richtung des Druckes aufgetragen, so hat 
der Endpunkt dieser Strecke nach den letzten Formeln die Goordi' 
naten ^ = (X„), 13'= {Y„), £'=(Z»). Wechseln wir die LE^e des 
Flächenelemenbes, d. h. die Richtung von n, so ändern sich X„, Y„, Z, 
und demnach die Coordinaten |', ^', ^' in gesetzmässiger Weise; der 
Endpunkt von (P.) beschreibt eine Oberfläehe, deren Gestalt wir jetzt 
untersuchen wollen. 

Wir haben nach (24): 

«■(R)-=f = (X)« + «)!» + (XV, ■ 

|9'(P.)-l'-(i'.)« + (5',)/' + (K);-, (28) 

/(P.) = r=(Z.)» + (^,)l«+(Z.))-, 

worin (X,), (!',), (/,), {F.), (Z,), (X^, die Repräsentanten der sechs 

Drucke gegen die Coordinatenebenen, mit dem Zustand des Eörpers 

für die Stelle p gegebene Grössen sind. 
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Die Gleichung der Oberfläche erhalten wir daraus, wenn wir a, ß, y, 
die sich auf eine bestimmte Lage von n beziehen, unter Zuhülfenabme 
der Beziehung 

«■-i-,9' + /=l 
hieraus eliminiren. 

Dies geschieht, indem wir die Grleiehnngen (28) nach a, ß, y auf- 
lösen, wodurch wir zu dem System 

« = !'?'>+ v?. + r?.. 

ß = ^q.+ v'P.^-Cq„ (28'} 

r = 1'?.+ n'q,+ Cp> 
gelangen, und die Summe ihrer Quadrate addiren. Wir erhalten so 
die Gleicbui^: 

1 = (p.r + 9.^' + ?.£? + (9.r + i'.v + 3.ST fosi 

und damit den folgenden Satz: 

Legt man in einem nichtstarren Körper durch einen 
gegebenen Punkt Flächenelemente in allen möglichen Lagen 
und trägt für die gegen sie wirkenden Druckkräfte P„ Re- 
präsentanten (P„] auf deren ßichtungen auf, so erfüllen die 
Endpunkte dieser Strecken ein dreiaxiges Ellipsoid, welches 
man als das erste Druckellipsoid bezeichnet 

Richtungen und Grössen der Drucke verhalten sieh hier- 
nach symmetrisch in Bezug auf drei zu einander normale 
Richtungen, in welchen sie die grössten, resp. kleinsten 
Wertbe annehmen; diese Richtungen heissen die Haupt- 
druckaxen für den gegebenen Funkt 

Die Jj3^e der Hauptdmckaxen bestimmt sich durch dasselbe Ver- 
iahren, welches p. 286 zur Bestimmung der Hanptdilatationsaxen an- 
gewandt worden ist 

Führt man Polarcoordinaten durch die Substitution 

1'=/«', n' = ^ß', C'^^f 

ein, so erhält man aus (29): 

(«>, + ß'q. + /?,)' + K9. + ß'P^ + /?.)' + K?. + ß'q^ + /i*.)' = ^' (29') 

was wieder abgekürzt werde in 

A'+B' + C' = ^,- (2r) 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von (8") und (8"') nur da- 
durch, dass auf der rechten Seite 1 an Stelle von R* steht 

Voigt, Elcm. HKhiDlk. 20 
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Die «', ß, /, welche die Bichtun^en der HaaptdmclcaseiL be- 
stimmen, berechnen sich demgemäss, wie oben, aus den Oleichongen 
p,A + q,B + g,C- q'u = 0, 
q,A +p,B+q,C~ e'ß'=0, (30) 

q,A + q,B+p.C -&■/ = (), 
unter Kücksicht auf die Beziehung: 

«■'+/?"+/•=!. 
Letztere Gleichungen werden identisch erfüllt durch 
A + ffa'= 0, 
B + ^ß-^O, ?■= + ?■, (SC) 

c + e/ = o, 

sie bestimmen demgemäss zugleich die Lage der Hauptaxen für die 
Fläche zweiten Crrades 

P,^" + P,ß" + P.y" + 2q,ß'y' + 2q,fa + 2q.aß- = ±^, (31) 

welche kurz das zweite Druckellipsoid genannt wird, obgleich sie 
nicht stets ein Ellipsoid zu sein braucht, da p„ p„ p, grösser and 
kleiner als Null sein können; E bezeichnet eine willkürliche Constante. 

Das erste und zweite Druckellipsoid sind also coaxial. 

Das zweite Druckellipsoid erscheint auf seine Hauptaxen bezogen, 
wenn durch die "Wahl des Coordinatensystemes, was wir wieder durch 
den Indes ° andeuten wollen, q° = g,° ^ q," = gemacht ist. 

Setzen wir dies voraus, so wird das System (28') zu: 

«=Kr, ß = p:v', y=pa'; (31') 

die Einführung dieser Werthe in (28) ergiebt: 

I' = {^/)j».°r + {x,°)P'°v + (^iP.'c, 
V = (n°)Kr + {y,°)p:v' + {y.-^px, 
C = (2.°)p.T + {2.°)K'/' + {znp.r, 

und daraus folgt, da dies System für alle ^, ff, ^' gelten soll, dass bei 
Einführung eines mit dem System der Hauptdruekaxen zusammen- 
fallenden Coordinatensystemes: 



-u.r -^^ "(V) ^' (2.°) 



(31") 



aber (r,°) = (2.°) = (^°) = ist (31"') 

Fallen die Cooidinatenaxen in die Hauptdruekaxen, so 
verschwinden die gegen die Coordinatenebenen wirkenden 
tangentialen Druckcomponenten und bleiben nur die nor- 
malen übrig. 
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Auf die HaaptdruckaseQ bezogen werden daher die 
Oleiclinngen dei beiden Hauptdrackellipsoide: 



j::_+_s::_ 



I. 

die Äxen des zweiten sind also den Quadratwurzeln aus 
denen des ersten proportional. 

Man erkennt, dass das sogenannte zweite Druckellipsoid zn einem 
Hyperboloid wird, wenn eine der Grössen X,', Y,', Z° negativ ist. 
Damit auch in diesem Falle der Funkt p rings von der bezüglichen 
Fläche Tunhällt werde, ist erforderlich, dass man die beiden Yor- 
zeichen von R benutzt, also die Druckfläche aus dem ein- und zwei- 
sehaaligen Hyperboloid zusammensetzt 

Das zweite Druckellipsoid gewinnt seine eigentliobe Wichtigkeit 
erst bei Beantwortung der Frage nach der Lage der resultirenden 
Druckkraft, welche gegen ein gegebenes Flächenelement wirkt 

Denkt man die Hauptdrackasen zu Coordinat«nasen gewählt, so 
gelten zwischen den Eichtongscosinus a, ß, y der Normalen auf dem 
Flächenelement und den Richtungscosinus t^, ß', / der Druckkraft 
nach (28) und (31'") die Beziehungen: 

«'(P,)=«(X^ ß-{P,)=ß{T,\ /(P,)=y(Z.'). (33) 
aus denen folgt: 

«':,5':/= «(X"}:,?{r."):r(2.°)- (33') 

Diese Formeln haben dieselbe Gestalt wie (12"), und man kann 
also, das aus jenen gezogene Resultat den hier vorliegenden Umständen 
anpassend, folgende Begel aussprechen, welche die p. 288 gegebene 
Figur 34 erläutert. 

Um die Richtung und die Grösse des Druckes zu finden, 
welcher in einem gegebenen Medium an der Stelle p gegen 
ein gegebenes Fläohenelement wirkt, eonstruire man die der 
betreffenden Stelle entsprechenden beiden Drnckellipsoide, 
lege an das zweite eine Tangentenebene parallel dem ge- 
gebenen Flächenelement und ziehe durch die BerQhrungs- 
stelle q einen Radiusvector von p bis zu dem ersten Druck- 
ellipsoid; die hierdurch abgegrenzte Strecke pq, repräsentirt 
nach Richtung ond Grösse die gesuchte Druckkraft 

Diese Constniction ergiebt unmittelbar, dass im Allgemeinen nur 
gegen Fläohenelemente, welche normal zu den Hauptdmckaxen stehen, 
die Drucke senkrecht wirken. 
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to^Jt 



Ueber den Sinn, in welchem man hierbei die Druckkraft rechnen 
mu3S, entscheidet am ein&chsten die Anwendung auf die speciellen 
Fälle, dass die Nonnale in eine Hauptdruckaie fällt Ist z. B. XJ" < 0, 
so wirkt, wenn die Normale in die +Z-Eiehtung fallt, die Dmckkraft 
parallel der — X-Axe und das Flächenelement erleidet eine Zugkraft; 
ist XJ'>0. so wirkt im gleichen Fall die Druckkraft parallel der 
+ X-Axe und das Fläclien- 
element erleidet eine Druck- 
kraft. 

Die Anwendung dieser 
Regel wollen wir an der Be- 
trachtung des Schnittes beider 
Druckflächen mit der XY- 
Ebene zeigen für den Fall, dass 
X,°> 0, r/< ist, also die 
Schnittcurve des zweiten soge- 
nannten DruckeUipsoides zwei 
Hyperbeln giebt (Figur 36). 

Wie gehen von der L^;e 
der Nonnale in der + X-Axe 
aus, welcher eine der Nor- 
malen w, parallele Kraft; P, ent- 
spricht; der zugehörige Schnitt- 
punkt ist in der Figur mit (1) 
bezeichnet Drehen wir die 
Normale in positiver Bichtung, 
so wandert der Berührungs- 
punkt der zu ihr senkrechten Tangentenebeue nnd mit ihr die Rich- 
tung der Kraft in entgegengesetzter Bichtnng; P, nnd n, entspiechen 
dem Berührungspunkt (2). Wird das Flächenelement der Asymptote 
parallel, so rückt der Schnittpunkt (3) in's Unendliche; ihm entspricht 
P, und «,. Bei weiterer Drehung gelangt man zu dem Punkte (4), 
zu welchem P, und «. gehört Liegt endlich die Normale n, in der 
+ F-Eichtung, so fällt der Schnittpunkt (5) iu die — F-Ase und 
ihr parallel wird die Kraft P, in Uebereinstimmung mit der Annahme, 
dass Y,' < sein soll. 

Eine besondere Behandlung verlangen die speciellen Fälle, dass 
eine oder zwei der Hauptdruckkräfte verschwinden. 

Sei zunächst nur Z,''=0, so folgt aus |' = «'(P.)i ">!' = ß' (Pi), 
^ = /(P,) und aus den Gleichungen (33): 




Fig. 36. 



ß'(P.)=a(X,"}, 



ß'[P„) = ß(Y;), /{P„)=y(Z."), 
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dass ^' und y' gleich Null, aber 

von NuU verschieden ist. 

Demgemäss lauten die Gleichungen der beiden DruckeUipsoide: 

\. ; (34) 

Das erste Druckellipsoid wird also zu einer elliptisclien Scheibe 
in der XF-Ebene, deren Centrum dem Werthe y = \, deren Peripherie 
dem Werthe y = entspricht, während der äossem ähnliche Ellipsen 
mit kleineren Axen für andere Werthe gelten. Das zweite Drackellipsoid 
verwandelt sich je nach dem Vorzeichen von X' und Y," in eine 
Ellipse oder Hyperbel in der XY-Ebene von willkürlichen absoluten 
Dimensionen. Diese Hiilfecuive ist dann folgendermaassen zu benutzen, 
um die Richtung und Grösse des gegen ein gegebenes Flächenelement 
wirkenden Druckes zu finden. 

Man legt parallel der Schnittgeraden des Flächenelementes mit 
der xy- Ebene eine Tangente an jene Curve (II) und zieht vom Centmm 
durch den Berührungspunkt einen Radiusvector bis zu deijenigen 
Ellipse (I), welche durch das dem gegebenen Flächenelement ent- 
sprechende y bestimmt ist. Die so erhaltene Strecke repräsentirt nach 
Grösse und Sichtung die gesuchte Druckkraft 

Hieraus folgt, dass, wenn eine Hauptdruckkraft ver- 
schwindet, fftr jede Lage des Flächenelementes der Druck 
in der Ebene der beiden übrigen liegt, sowie ferner, dass 
für alle Flächenelemente, welche jene Ebene in derselben 
Geraden schneiden, die Drucke gleiche Richtung, aber um 
so grössere Stärke besitzen, je mehr ihre Normale gegen die 
Richtung des verschwindenden Hauptdruckes geneigt ist 

Verschwinden zwei Hauptdrucke, z. B. X," und Y/, so muss 
^', ti und K, ß' gleich Null, also y' = 1, aber 

von Null verschieden sein. 

Die Gleichungen der beiden Druckellipsoide werden also: 

I. |i_i_^_^._,. 

£,. ' (34T 



D„ii„.db,Go(5glc 



310 Mecbanik nichtstarrer Körper. 

Die erste Gleichung giebt ein System von Strecken parallel der 
Z'-Axe und schreibt sich, da f' hier wegen 7' = 1 mit (P„) identisch ist: 

Hieraus folgt, dasa, wenn zwei Hauptdrucke versehwin- 
den, der gegen ein beliebig gelegenes Flächenelement wir- 
kende Druck stets in die Richtung des nicht verschwinden- 
den Hauptdruckes fällt und mit dem Cosinu» des Winkels, 
den dessen Richtung mit der Richtung der Normale zum 
Flächenelement einschliesst, proportional ist. — 

Sollen aus den Werthen der Druckcomponenten XJ, Y,', ... für 
ein Coordinatensjstem X', Y', Z' die entsprechenden X,, Y„ ... für 
ein anderes X, Y, Z berechnet werden, so hat man fo^ndermassen 
zu verfahren. 

Ist 

X = xa, •+■ ya, 4- xcc,, x = x'ce^ + tf'ßt + ^'Yi, 



V = 
80 ist auch: 


«:(?, + SÄ +>:(!. 
Z=X'a 

r= x'u 

Z = Xa 


y = xci,+ y'ß,+ % 
t-^a.+ y'ß. + ^ 

+ rß, + z-r., 
+ rß + zy., 
+ rß,+ z'r- 


r., (35) 

(35') 


Wir haben also, wenn wir mit ^X'\, (r%, ... die Componenten 
bezeichnen, die parallel den Axen X\ Y', Z' aber auf Flächenelemente 
normal zu X, F, Z wirken, zunächst: 



x,= i,r),c, + (Y'),ß. + [z\r. 

u. 8. f., und hieraus unter Kücksicht auf (24): 

X, = (^'cos {£, x) + X^cm (x, y] + X,'oos [x, x')) a, 
+ (Y,'ax(i/,x') + r,'eos(j,j(') + r;cos(9,i'))/S, 
+ (Z,'C03(«,ä') + Z,' cos (», 3/') + Z,' 008 («,!/));',. 
Daraus folgt nach (35) auch: 

i=(x.'«, + x;(3, + x>,)«, 

+ (r.'a,+ Y^ß,+ Y:y,)ß, 

+ (z.'<!, + z,'/?, + z.'rt)',. 

Führt man diese Bechuung bei allen Componenten durch, so 
langt man zu folgendem System: 

X. - a;x: + ß: Y; + y'z: +2ß,r, y: + 2;-,«. Z.' +2a,ß. X,', 

r, = ci;x: + ß; y; + y:z: + tß,y, y: + 2y,<t, z: + 2«,;?, x,', 
z, = ß,'x; + ,?,'r; + j'.*z; + 2(9.^.r.'+ 2;',ß,z; + 2a,ß,x,', 
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Y. = «.«, xj + ß,ß, r; + yj-, z: 

z^ = «.«, X' + (?./?, y; + j'.T'. ^.' foßv 

+ 09.y.-i-;'.j5,)r+(y.«, + «.A)^; + {«.^. + ^.«,}^', ^ ' 

Dies Syatem zeigt eine grosse Aehnlichkeit mit dem für die De- 
formationen geltenden (17) nnd lässt sich wie jenes umkehren. 
Man gelangt dadnrch zu dem neuen System: 
X: = a,'X, + «,* y, + fi.'Z, + 2«,«. Y. + 2a,ß. Z. + 2«,«, X„ (36') 

TL S. £ 

§ 28. Hechanik idealer Flöaai^keiten ; Oeatalt und Drack einer 
mlLendau Flüirigkeit. 

I. Die Erseheimmgen des Gfleichgewichts und der Bewegung von 
nichtstarren Körpern zerfallen hinsichtlieh der Anwendung, welche die 
in den beiden letzten Ähsehnitten abgeleiteten allgemeinen Resultate 
auf sie finden, in mehrere O^ruppen je nach den Annahmen über 
den Zusammenhang zwischen den Druckkräften und den De- 
formationen, welche ihre Erklärung nöthig macht 

Diese Annahmen sind am einfachsten in den Gebieten, welche 
man als die gewöhnliche Hydrostatik und Hydrodynamik be- 
zeichnet. Zu diesen rechnet man die Phänomene des Gleich- 
gewichts und der Bewegung von solchen tropfbaren oder 
gasförmigen Flüssigkeiten, welche zwar einer Volumen-, 
nicht aber einer Gestaltänderung einen von der Trägheit 
unabhängigen Widerstand entgegensetzen. Da die in der 
Natnr vorhandenen Flüssigkeiten ein solches Verhalten nicht in aller 
Strenge zeigen, kann man diejenigen, mit welchen sich die gewöhnliche 
Hydrodynamik beschäftigt, auch ideale Flüssigkeiten nennen. 

Um diese Eigenschaften zur Bestimmung der Druckkräfte zu ver- 
werthen, betrachten wir ein unendlich niedriges cjlindrisches Volumen- 
element innerhalb der Flüssigkeit und überlegen, dass, wenn auf dessen 
Grundflächen tangentiale Drucke wirken, diese nach (23) beiderseitig 
gleich Und entgegengesetzt gerichtet sind, also die ihnen anliegenden 
Flüssigkeitstheile an einander hin zu schieben bestrebt sind, ohne ihr 
Volumen zu ändern. Findet nun eine solche Bewegung keinen Wider- 
stand in der Flüssigkeit, so erleiden die Tbeilchen, auf welche die 
Kräfte wirken, wegen ihrer unendlich kleinen Masse unendliche Be- 
schleunigungen. Da wir solche aber als in der Natur unmöglich be- 
trachten, so gelangen wir zu dem Satz: 
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Innerhalb einer Flüssigkeit, wel,che einer Verschiebung 
ihrer Theile, die ohne Volnmenänderung vor sich gebt, 
keinen Widerstand entgegensetzt, müssen die tangentialen 
Druckkräfte z. B. Y., Z„, X„ F.', ZJ, X^ verschwinden. 

Verbinden wir diesen Satz mit den Formeln (36), so folgt aus 
ilmen, dass die normalen Drucke in einem jeden Punkt von 
der Lage des Flächenelementes unabhängig sind, gegen- wel- 
ches sie wirken, z. B. X^= Y.= Z,= X^ = Y^ = Z^ ist. Der 
Normaldruck gegen die Flächeneinheit, den wir weiter kurz 
mit p bezeichnen, ist hier also nur eine Tunetion des Ortes, 
nicht der Lage der Fläche. 

Nach diesen Resultaten reduciren sich die allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen ( 25 ) , in denen wie passend die Geschwindigkeits- 
componenten 

dx ^y ^ dx. _ 

einfahren, auf: 

A-,x-'J-, ,^ = ,y_?£, ,^„,z_|£. (37) 

di dx dt oy dt 8x ^ ' 

Da in ihnen fünf Unbekannte, nämlich m, v, w, e und p, vor- 
handen sind, so genügen sie noch nicht zu deren Bestimmung. 

Indess besteht eine ganz allgemeine Beziehung zwischen der 
Dichte ( und den Geschwindigkeiten m, v, w, "Wie auch immer ein 
räumliches Element k bei seiner Bewegung deformirt werde, stets mnss 
seine ganze Masse m = tk unverändert bleiben, also: 

d{tk) = tdk-]rki% = ^ oder ^ + ^ = 

sein, falls das Zeichen if die in der Zeit dt stattfindende Aenderung 
bezeichnet. Nnn ist aber nach (15): 

wir erhalten also, wenn wir die Geschwindigkeiten «, v, w einführen, 
die Beziehung: 






= 0, 



und damit den gesuchten Zusammenhang zwischen u, v, w und i. 
Die gefiindene Formel trägt den Namen der Continuitätsgleichung. 

Die letzte noch fehlende Beziehung wird je nach den Umständen 
verschiedene Gestalt annehmen. 

Aeudert sich die Dichte der Flüssigkeit bei den betrachteten 
Bewegungen nicht merklich, so ist 

6 = Const. (38') 
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ZU setzen; ändert sie sich nur in Folge der mit dem Ort in gegebener 
Weise wechselnden Tentpeiatur oder chemischen Zusanunengetzang, 
so wird 

B = fix, y, X) (38") 

sein; ist sie endlieh als Function des Druckes p allein gegeben und 
varürt also mit dem Ort nur in so weit, als anderen Orten anderer 
Druck entspricht, so ist 

6 = F{p). (38'") 

Ausser diesen einfachsten Fällen und ihren Comhinationen sind 
noch complicirtere möglich, wie i. B. der, dass die Strömung selbst 
auf das Gesetz der Temperatur und dadurch auf die Dichtigkeit Ein- 
fluss hat. Wir wollen dergleichen weiterhin ausschliessen. 

Bei tropfbaren Flüssigkeiten betrachtet man für viele An- 
wendungen die Dichte als constant, für andere stellt man ihre Ab- 
hängigkeit Tom Druck p und der jTemperatur r durch Interpolations- 
formeln dar, am einfachsten durch lineare, z. B. durch 

e = e„{l - ßT){l -h rP) oder < = «.(1 - ^r + j-p), (39) 
in welchen e, die Dichte bei dem Druck und der Temperatur be- 
zeichnet, von welchen aus p und r gerechnet werden, und ß und y 
Constante sind. 

Bei gasförmigen Flüssigkeiten ist für die meisten Anwendungen 
die entsprechende Abhängigkeit in genügender Schärfe durch das Ge- 
setz von Mariotte und Gay-Lussac dargestellt, welches lautet: 

• = -£^.^ (39') 

hierin ist e„ die dem speciellen Druck p„ und der speoiellen Tempe- 
ratur T, entsprechende Dichte. 

Das Gesetz, dem die Temperatur innerhalb der Flüssigkeit folgt, 
bestimmt sich im Zustand der Buhe 2iemlich eintacb nach den Grund- 
sätzen der Wärmetheorie durch die äussern Umstände, denen die 
Flüssigkeit unterworfen ist. 

Für den Fall der Bewegung complieiren sieh besonders bei den 
Gasen die Verhältnisse in Folge einer Eigenthümlichkeit, deren hier, 
gewisser Anwendungen wegen , Erwähnung gethan werden muss. 
Während bei tropfbaren Flüssigkeiten die Temperatur sich im Wesent- 
lichen ausschliesslich durch die Wärmeleitung bestimmt, ist dieselbe 
bei Gasen auch von dem Druck abhängt, in der Weise, dass bei ge- 
steigertem Druck auch die Temperatur steigt Während also eine 
tropfbare Flüssigkeit, die ursprünglich gleiche Temperatur besass und 
überall mit gleich warmen Körpern in Berührung ist, bei der Be- 
wegung ihre Temperatur und daher ihre Dichte ungeändert beibehält, 
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treten bei einem Gase unter denselben Umständen, da eine Bewegung 
ohne Dnickänderung unmöglich ist, Temperaturdifferenzen auf, die sich 
in sehr complicirter Weise durch Leitung und Strahlung ausgleichen 
und auf die Dichte sehr merklich einwirken. In Folge dessen müssen 
wir weiterhin auf eine strenge Behandlung der Bewegungserscheinungen 
der Gase verzichten und beschränken uns in einigen einfachen Bei- 
spielen auf die folgenden zwei extreme Fälle; erstens: die Wärme- 
leitnng ist so yollständig, dass die Temperatur als stets und üherall 
gleich angesehen werden kann, dann gilt nach (39'): 

s = Cp, (39") 

worin Ceine Constante ist; zweitens: die Wärmeleitung ist so gering, 
dass Ton ihr vollständig abgesehen werden kann; dann gilt nach Be- 
trachtungen der mechanischen Wärmetheorie, dass 1 + «r mit einer 
Fot«nz von p proportional ist, sodass man aus (39') folgern kann: 

s' = Cp, (39'") 

worin x und C Constante sind, x hat für Lufl nahe den Werth 
1/2 = 1,41. — 

Die vorstehenden fünf Gleichungen, nämlich die vier in (37), (38) 
und die fünfte von (38') bis (89'") in verschiedener Weise gegebene, be- 
stimmen das Verhalten der Flüssigkeit in jedem Punkte; sie stellen die 
Hauptgleichungen für die Mechanik idealer Flüssigkeiten dar. Zu 
ihnen kommen die Bedingungen, welche für die Begrenzungsflächen 
aus den allgemeinen Betrachtungen p. 292 und p. 302 folgen. 

Die Flüssigkeit kann von einer andern Flüssigkeit oder, was der 
für uns wichtigere Fall ist, von einem starren Körper begrenzt werden; 
in jedem Fall müssen nach (18") die Geschwindigkeitscomponenten 
normal zur Grenze für die beiderseitig einem Element der Oberfläche 
anliegenden Massen gleich sein; es muss also, falls «, ¥, w und 
i*;, v^, w^ die Component«n parallel den Coordinatenaxen sind, gelten: 

(M-S;:)COS(M,a:) + (T-'^) cos («,»,) + (w-'^)cos(n,i) = 0. (40) 
Zugleich müssen nach (27) die von beiden Seiten gegen die 
Grenze wirkenden Drucke gleich und entgegengesetzt gerichtet sein, 
es muss also gelten: _ _ 

p = p.. (40-) 

Wird die Grenze durch einen starren Körper gebildet, der jedem 
beliebigen Druck die gleiche Reaction entgegensetzt, so giebt die letzte 
Formel keine Bedingung für p, sondern nur die Bestimmung der 
Wirkung, welche der Körper seitens der Flüss^keit erfährt. Ist die 
Flüssigkeit tropfbar und durch ein Gas begrenzt, innerhalb dessen 
man unter gewissen Voraussetzungen den Druck als constant, bei 
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Dnendlichei Verdünnung gleich Null, ansehen kann, besitzt sie, wie 
man in einem weitem Sinne sagt, eine freie Oberääche, so gewinnt 
die zweite Crleichung die Form; 

p = Const. (40") 

Ist die Oberfläche von unveränderlicher Gestalt und Lage, also 
M^ = «t = wi = 0, so tritt an Stelle von (40) die Bedingung: 

M cos (n, x) + « eos (n, y) + v! COS {n, z) = . — {40'") 

II. Wir wenden uns nun von diesen allgemeinen Betrachtungen zu 
dem gpeciellen Problem des Gleichgewichts einer Flüssigkeit, 
d. h. zur Entwickelung der Bedingungen, unter welchen eine Kräften 
unterworfene Flüssigkeit überhaupt ruhen kann, und zur Untersuchung 
der characteristischen Eigenschaften der möglichen Gleichgewichts- 
zustände. 

Für den Fall der Buhe ist m, v, w gleich Null, e und jj von der 
Zeit unabhängig, demzufolge nehmen die Hauptgleichungen (37) die 
Form an: 

.jc = |i, «y-r. «z-r; (41) 

Gleichung (38) wird durch eine von der Zeit unabhängige Dicht^keit 
identisch erfüllt; es kommen also nur noch die Beziehungen (38') bis 
(38") in Betracht. 

Von den Oberflächenbedingungen sind die auf die Geschwindig- 
keiten bezüglichen im Falle der Buhe identisch erfüllt; die fiir den 
Druck aufgestellten bleiben in Gültigkeit 

Man bemerkt, dass je nach der Eigenschaft von s die Kräfte 
X, Y, Z verschiedenen Bedingungen genügen müssen , damit die 
Grleichungen (41) erffillt werden, Gleichgewicht also möghch ist. 

Ist e constant oder eine Function des Druckes p allein, so kann 



t dp 
wo auch n nur von p abhängt, und die Gleichung (41) sehreiben: 

x=—i r=— , z = i^. 

dx dp 8« 

Hier müssen die Componenten die Form von partiellen Differential- 
qnotienten derselben Function nach den Ooordinaten haben, und man 
kann den Satz aussprechen: 

Eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Function des Druckes 
allein oder aber constant ist, kann nur unter der Wirkung 
von Kräften im Gleichgewicht verharren, welche Potentiale 
besitzen. 
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Die Bedingrungen füi die Existenz eines Potentiales zu gegebenen 
Componenten X, Y, Z erhält man nach Formel (81') des ersten Theiles 
durch Elimination von 77 in der Gestalt: 

8Y_eZ BZ_BX ex_dY ,.... 

dx '~ 8y' 8x 5i ' 8y dx' ^ > 

Ist hingegen die Dichte e eine Function nur der Coordinaten, so 
müssen die Producte eX, eY, tZ die Form von Differentialquotienten 
einer Function nach den Coordinaten haben; die Bedingungen hierfür 
sind entsprechend durch Elimination von p zu erhalten und lanten: 

§±L- il^ ^^i - ^ ^ = ^lJ. 

ex ~ Sy' öx ~ öx, ' dy ~ dx ' 

Hieraus kann man eine Bedingung ableiten, welcher die Kräfte 
allein für jedes beliebige Gesetz e = f{x, y, s) genügen müssen, indem 
man f eliminirt. Fasst man nämlioh vorstehende Gleichungen in der 
ausführlichen Form 

a» ^ dx dy ^ dy 

8Z , ~ dt 8X , -, fl( i4-i'/\ 

mit den Faotoren X, Y, Z zusammen und bedenkt, dasa £ nicht stets 
Null sein kann, so erhält man; 

Eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Function der Coor- 
dinaten allein ist, kann im Gleichgewicht nnr unter der 
Wirkung von Kräften verharren, welche dieser Bedingung 
genügen. Die Dichtigkeit und die Kräfte zusammen haben 
überdies noch zwei der Gleichungen (41") zu erfüllen. 

Haben die Kräfte ein Potential U», das natürlich ebenso wie die 
Kräfte K, X, ¥, Z in diesem Theil auf die Masseneinheit bezogen, 
also in anderem Sinne als früher zu verstehen ist, so ist die letzt« 
Bedingung identisch erfüllt und die Gleichungen (41") reductren 
sich auf: 

dt . d( . a« ^ a* . 3* , ö* 

dx' dy ' dx 8x ' dy ' dx, 
oder 

£i-pi£ ^-F^ ^-F^ 

dx" dx dy ~ dy dx, ~ dx. ' 

worin F eine Function von x, y, % bezeichnet 

Diese Bedii^ungen verlangen, dass T die Coordinaten x, y, % nur 



. 0. (41") 
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in der Verbindung ^P enthalte und dasselbe gilt für e. Daher folgt 
der Satz: 

"Wirken auf eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Function 
der Coordinaten ist, Kräfte, welche ein Potential haben, so 
ist Gleichgewicht nur möglich, wenn in Flächen constanten 
Potentiales auch die Dichte constant ist. 

Hieraus folgt unter Anderem, dass die Grenzen von Flüssigkeiten, 
welche verschiedene Dichte besitzen, unter diesen Umständen stets 
Potentialäächen sein müssen. — 

Sind die Verhältnisse der Kräfte und das Gesetz der Dichtigkeit 
derartig gegeben, dass Gleichgewicht stattfinden kann, so bietet sich die 
doppelte Aufgabe, das Gesetz, welchem der Druck im Innern folgt, 
abzuleiten und die Gestalt der freien Oberfläche — wenn eine solche 
möglich ist — zu finden. 

Die erste Angabe erfordert die Bestimmung von p aus den 
Gleichungen (41); diese sind hierzu mit den Factoren dx, dy, dx 
zusammenzufassen und geben so die nach dem Vorstehenden, wenn 
überhaupt Gleichgewicht möglich ist, jederzeit entweder dlrect oder 
nach Division mit e integrable Gleichung: 

« (Xdx + Ydy + Zd%) = dp, , (42) 

Hierin bezeichnet dp die Aendenmg des Druckes längs desjenigen 
Linienelementes ds, dessen Projectionen auf die Coordinatenaxen 
dx, dy, d% sind; dasselbe tritt auch auf der linken Seite der Gleichung 
au^ wenn man dort die Componente P der Kraft parallel ds einfuhrt 
und schreibt: 

sPds = dp. (42^ 

Denkt man sich ein cjlindrisohes Volumenelement vom Quer- 
schnitt q mit der Axe in ds gelegt, so sagt die Gleichung si'3rfs=gÄ^ 
aus, dass der Dmek auf die erste Grundfläche um so viel kleiner ist 
wie der auf die zweite, als die auf das Tolumenelement q ds parallel 
der Axe ausgeübte Kraft ePqds beträgt 

Int^riren wir die Formel (42') über ein beliebiges innerhalb der 
Flüssigkeit von einer Stelle (0) bis zu einer Stelle (1) verlaufendes 
Corvenstüek, so erhalten wir: 

(.) 
p,-i-JePds=p,. (42") 

(») 

Diese Gleichung wird bei manchen Problemen der Hydrostatik 
mit Vortheil statt der Hauptgleichungen (41) als Au^angspunkt 
benutzt und führt dann wegen ihrer bekanntesten Anwendung den 
Kamen des Principes der communicirenden Eöhren. 



DigilizedbyGoO^^lC 



318 Mechanik nichiattuTer Kßrper. 

Der Druck an der ganz beliebigen Stelle (1) erscheint in ihr 
zosammengesetzt aus dem Druck in (0) und dem hiervon durchaus 
unabhängigen Zuwachs, welcher die Folge der änssern Kraft ist In 
diesem Sinne hat man den bekannten Satz zu verstehen, dass der 
Druck sich in einer ruhenden Flüssigkeit Ton jeder Stelle 
aas nach allen Seiten hin mit gleicher Stärke fortpflanzt 

Fehlen äussere Kräfte, so ist der Druck überall der gleiche. Das- 
selbe gilt angenähert, wenn die Dichte der betrachteten Flüssigkeit 
sehr gering und darum /ePda neben dem Gesammtdrnck zu ver- 
nachlässigen ist; z. B. bei einem Grasquantum, welches an der Ober- 
fläche der Erde der Schwere unterworfen ist Hierauf beruht, 
dass man Körper auch von beträchtlicher Ausdehnung, die 
sich in der Erdatmosphäre befinden, in vielen Fällen als 
an allen Stellen dem gleichen Druck nnterworfen ansehen 
kann. 

Verläuft die Curve s zwischen zwei Stellen, an welchen der gleiche 
Druck herrscht, z. B. von der freien Oberfläche zur freien Oberfläche, 
oder aber von einem innem Punkt zn demselben zurück, so wird aus 
der Gleichung (42") specieller: 

ftPds = 0. — (42'") 

(•) 

Im Falle die Kräfte ein Potential </> haben, ist nadL dem 
Früheren jederzeit durch Integration aus (42') ein Resultat von der 
Form abziüeiten 

P = -f (a>, e); (43) 

darin bezeichnet c die Integrationaconstante, welche sich bestimmt, 
wenn der Druck an irgend einer Stelle gegeben ist Hierana folgt 
der Satz: 

Haben die wirkenden Kräfte ein Potential, so sind die 
Flächen eonstanten Druckes Potentialflächeu, stehen also 
überall normal zu der Richtung der resultirenden Kraft 

Dies gilt insbesondere auch für die Oberfläche, welche eine tropf- 
bare Flüssigkeit nach einem Gase oder nach dem leeren Baume hin 
begrenzt und welche man, wie gesagt, kurz ihre freie Oberfläche 
nennt; denn dort ist nach dem Früheren der Druck constant, z. B. 
gleich Null gegeben. Da die Flächen eonstanten Potentiales &eie 
Oberflächen einer Fiüssigkeitsmenge sein können, fuhren sie auch den 
Namen Niveauflächen. Besitzt die Flüssigkeit mehrere getrennte freie 
Oberflächenstücke, auf denen verschiedene Drucke lasten, so sind die- 
selben auch Theile verschiedener Niveauflächen, deren L^en durch die 
Werthe der in ihnen stattfindenden Drucke sieh bestimmen. 
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Ist die Dicht« als Function nur der Coordinaten gegeben, so 
nimmt die Grlelcliiing (43) die specielle Form an 

p = e-fedfl>, (43') 

ist sie nar eine Function des Druckes, die andere 

f^ = c-(I>. (43") 

III. Wir gehen nun zu Anwendungen der entwickelten allgemeinen 
Resultate über. 

1. Es sei eine Flüssigkeit mit nur von den Coordinaten, nicht 
aber vom Drucke abhängiger Dichte e unter der Wirkung der Schwere 

falls die Z-Axe vertical nach 



Das Potential der Schwere ist, 
oben positiv gerechnet wird, 

0= + 



9^\ 



es ist also Gleichgewicht nur möglich, wenn die Dichte in horizontalen 
Ebenen constant, also eine Function von ^ allein ist. Dabei ist in- 
dessen nicht erforderlich, dass sie eine eindeutige Function von x ist; 
besteht nämlich die freie Oberfläche der Flüssigkeit aus mehreren ge- 
trennten Stücken, so sind in den ihnen benachbarten Räumen Flüssig- 
keiten verschiedener Dichtigkeit möglich, wie z, B. in den sogenannten 
commnnicirenden U-formigen Bohren. 

Will man diesen Fall mit Hülfe der Gleichung (43'), welche 
hier lautet 

r ^ 

p = 6-gj edx, (44) 

erledigen, so hat man den Baum der Flüs- 
sigkeit in Stücke zu zerlegen, in deren je- 
dem die Dichte eine eindeutige Function 
von X ist, am besten durch Potential- 
ÖäGhen, und diese gesondert zu behandeln. 
In Figur 37 ist die horizontale Fläche 
durch ab, die wir als ZT-Ebene wählen, 
eine solche Grenze, und wir können dem- 
nach für die über ab hegenden Bäume die 
zwei Formeln au&tellen: 

p' = G — gjt'dx, p" = c" —fffi'dx. 
Wendet man sie auf die freien Ober- 
flächen an, wo der Druck resp. p,, Pi sein möge, und auf 6 
ab, wo er p, heisse, so ergiebt sich 




Fiff. 37. 



! Fläche 
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», \ 

p,—p,= — sj i'dx, Pt — Pa— — 9 j ^"d%, 

woraua durch Elimination von p^ folgt: 

p,-p. = g[j^dx-J^'d^. C«') 

Dasselbe Resultat findet man noch kürzer durch das in Gleichung 
(42") ausgesprochene Princip der communicirenJen Röhren, da bei 
demselben über das Verhalten von e gar nichts vorausgesetzt ist Die 
Gleichung giebt in unserem Falle, da P die Componente der Schwere 
nach s gleich —g{dxjds) ist, 






der Integrationsweg ist eine beliebig von der freien Oberfläche (1) zu 
(2) innerhalb der Flüssigkeit verlaufende Curve, z. B. aßyS. Diese 
zerlegen wir in die drei Theile aß, ßy, yS, von denen der mittlere 
keinen Beitrag zum Resultat giebt, da die zwischen denselben Horizontal- 
ebenen liegenden Curvenelemente sich in ihrer Wirkung aufheben; die 
andern Theile aber liefern das vorige Resultat: 



\= —gyfi'dz + f s"dx\. 



Ist die Dichte constant, so giebt diese Formel: 

p. — p. = eg {K — K); (44") 

die Höhendifferenz Ä. — A, = A misst also die Druckdifferenz jt, — 2j,. 

Bei dem Barometer ist der Druck auf die eine Flüssigkeitsober- 
fiäche verschwindend, (p, = 0), also: 

p, = tgh, 
bei dem offenen Manometer gleich dem in der freien Luft herr- 
schendenden p,, also: 

bei dem geschlossenen Manometer befindet sich über der Fläche (1) 
ein in ein verticales Rohr gefasstes Luftquantum, dessen Druck von 
dem Räume abhängt, der ihm gewährt ist. Setzt man die ganze 
Länge des Rohres von der XT- Ebene ab gleich H und den Drack, 
den das Gas ausübt, wenn es diesen Raum erfüllt, gleich ;>, so ist der 
Druck p„ wenn die Flüssigkeit in dem Rohr bis A, steht, 
H 

denn nach (39") sind bei gleicher Temperatur die Drucke, welche ein 
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Gasquantum aasübt, den eingenommenen Räumen indireet proportional; 
also folgt hier: 

f'-fT^ + 'l'-- 

Die Bequemlichkeit, welche das hierdurch erklärte Verfahren be- 
sitzt, Drucke durch die Höhe von Flüsaigkeitssäulen zu messen, hat 
zu einer zweiten technischen Dmckeinheit, der „Atmosphäre", ge- 
führt, welche von der oben erwähnten abweicht 

Da der mittlere Luftdruck im Meeresniveau durch eine Queck- 
silbersäule von 0" C. Temperatur und ca. 76 cm Höhe gegeben wird, 
so nennt man diese Grösse den Druck einer Atmosphäre. In wissen- 
schaftliehen Druckeinheiten ergiebt sich eine Atmosphäre, da die Dichte 
des Quecksilbers bei 0" C. gleich 13,6 zu setzen ist, 
p. = 13,6 . 981 . 76 = 1 014 000 . 

Sind in unserem obigen Beispiel die Drucke auf die beiden freien 
Oberflächen gleich, so folgt aus (44'): 

J t' dx = j t" dx. 

Sind nur zwei Plüssigkeiten 7on den constanten Dichten e, und t, 
in dem Gefass und ist in der Figur 37 a,6, ihre Grenze, so giebt dies 

6i (Ai ~ V) + «iV = ^xK, 
oder 

E,(fe,- V) = «.(*.- V)- 

Die Höhendifferenzen (fe, — A,') und {h, — A,') sind direct messbare 
Grössen, und ihre Beobachtung kann nach dieser Formel dazu dienen, 
das Terhältniss der Dichtigkeiten t,/e, zu berechnen, 

2. Wirkt auf die Flüssigkeit eine Centralkraft, die von einem 
ruhenden Attractionscentrum ausgeht, so sind die Flächen constanten 
Potentiales und daher die constanter Dichte und constanten Druckes 
concentrische Kugeln. 

Ist die Kraft eine Anziehung nach dem Newton'schen Gesetz, 
so ist 



= 



-^, 



wo M die anziehende Masse, r ihre Entfernung von der betrachteten 
Stelle und / die Constante des Newton'schen Gesetzes bezeichnet. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Flüssigkeit sei ein Gas von nahe 
constanter Temperatur und folge dem Gesetz 

£ = Cp, 
80 wird nach Gleichung (43") : 

Voigt, Elem. l[«ctuinlk. Sl 
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i'M-' + '-f- m 

Ist die anziehende Masse die Erde, deren Wirkung aaf äussere 
Punkte nach p. 268 dieselbe ist, als wäre ihre Masse in ihrem 
Centrum coneentrirt, und ist der Dmci an ihrer Oberfläche, d. h. für 

r = B, gleichen gegeben, so ergiebt sich, da fMjR' = g ist: 

also 

Dies ist das Gesetz, nach welchem der Druck in der ruhenden 
Erdatmosphäre mit wachaender Entfernung r vom Erdcentnim ab- 
nehmen würde, wenn man die vorhandenen Temperaturdifferenzen 
ignoriren dürfte. Letzteres wird nun allerdings in der Nähe der Erde 
nur auf kleine Entfernungen gestattet sein, aber von einem gewissen 
Abstände an kann man vielleicht die Temperatur als nahe gleich der 
im Weltenranm stattfindenden ansehen, und wenn man unter p„,g, R 
die für jene Stelle geltenden Werthe versteht, gilt die Formel 
auch dann. 

Das Wesentlichste ihres Inhaltes ist die Eröffnung der Möglich- 
keit, dass der Druck mit unendlich wachsendem r nicht unter jede 
Grenze hin abnimmt^ sondern sich einem definitiven Werthe 

i'» = J'.e''**^* (45") 

annähert Dies würde aussagen, dass die Erdatmosphäre keine Grenze 
hätte, sondern der ganze Weltraum mit sehr verdünntem Gase erfüllt 
sein müsste. Die Verdünnung, wie sie durch vorstehende Formel för p 
gegeben wird, ist so ungeheuer, dass von dieser Seite kein fänwand 
gegen die gezogene Eolgerung zu fürchten sein würde. 

Es ist nämlich die Constante C=tsjp,, worin &,, p^ zwei bei 
derselben Temperatur, wie e und p, einander entsprechende Werthe 
von Dichte und Druck bezeichnen; führt man die Dichte des Queck- 
silbers E, und die p, entsprechende Barometerhöhe K ein, so schreibt sich 

eine Zahl, die sich zwar nicht genau berechnen läset, da die Tempe- 
ratur des Weltraumes, auf die sich e» bezieht, unbekannt ist, die aber 
sicher 1000 weit übertrifft Eine solche Zahl, mit negativem Zeichen 
im Exponenten stehend, giebt ji„ einen so geringen Werth, dass er 
sich unserer Vorstellung völlig entzieht 
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Ist der Weltraam mit, gleichviel wie dünnem, Gase erfQllt, so 
kann man aus dem Druck an der Oberfläche eines Weltkörpers Schlüsse 
ziehen auf denjenigen an der Oberfläche anderer. In der Formel 
(45) ist hierfür nur an Stelle des Potentiales fMjr des einen Centmms 
dasjenige^ aller wirkenden Centren zu setzen, wodurch man erhält: 

Ton den Gliedern der Snmme giebt nun wegen der grossen gegen- 
seitigen Entfernung der Weltkörper für die Oberfläche des einen [Mt) 
von ihnen nur dasjenige einen merklichen Beitrag, welches dessen 
Masse als Factor enthält, nnd man wird daher, indem man die Formel 
das eine Mal auf die Oberfläche Ton M^, das andere Mal auf die von 
Mi anwendet und die Differenz bildet, das angenäherte Besultat erhalten 

worin für ;* auch gR'jM gesetzt werden kann, unter M und R Masse 
and Eadios der Erde verstanden. 
Man erhält so 

eine Formel, welche zeigt, dass schon bei ganz unbedeutenden Werthen 
der Differenz M^jE^ — MtjRt die Drucke Pi und pt sich sehr stark von 
einander unterscheiden müssen, also Weltkörper mit nur etwas kleineren 
oder grösseren Massen als die Erde sehr viel dünnere oder dichtere 
Atmosphären besitzen müssen, als diese. 

3. Wir wollen nun eine in einem Geföss befindliche tropfbare 
Flüssigkeit betrachten, die nnter der Wirkung der Schwere um eine 
verticale Axe derartig in Rotation versetzt ist, dass sie in allen Theilen 
eine constante Winkelgeschwindigkeit w besitzt. 

Beziehen wir dieselbe auf ein mit ihr rotirendes Coordinaten- 
sjstem, so können wir, weil alle ihre Theile relativ zu diesem System 
ruhen, nach dem p. 51 Entwickelten von der absoluten Bewegung 
abstrahiren, wenn wir zu den gegebenen Kräften die Wirkung der 
Centrifagalkraft hinzufügen. 

Da die Gentrüugalkraft eine Abstossungskraft darstellt, welche 
von der Botationsaxe hinweggerichtet ist und, auf die Masseneinheit 
bezogen, den Werth <o'e besitzt, falls e den Abstand der betrachteten 
Stelle von der Botationsaxe bezeichnet, also e* = x' + y" ist, so hat sie 
ein Potential von der Grösse —<o'&'l2, und wir können die Gleichung (43') 
schreiben, indem wir die2-Ase als Botationsaxe vertical nach oben legen: 

j> = c+/erf(^-?*). (47) 

21* 
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Sie Dichtigkeit e muss in den Fläfihen 

—--9^ = '=' (47) 

constant eein; dasselbe gilt vom Druck p. 

Diese Fläohen sind parallele Rotationsparaboloide mit der ^-Axe als 
Axe. Eine einzelne von ihnen bestimmt sich etwa durch die Coordi- 
nate des Punktes, in welchem sie die 2- Axe schneidet oder durch das 
Quantum der Flüssigkeit, welches zwischen ihi und dem Gefass liegen, 
oder endlich durch den Druck, welcher in ihr herrschen soll 

Für den Druck gilt, felis £ constant ist', die Formel: 

y_„ + ,(^-j,). (47") 

Die Gestalt des GeGisses, in welchem sieh die rotirende Flüssig- 
keit befindet, kommt in dieser ganzen Betrachtung nicht vor, die Form 
der freien Oberfläche ist also von ihr tmabhängig, und nur ihre Aus- 
dehnung wird durch das Gefass bestimmt, indem dieses aus dem un- 
endlichen Rotationsparaboloid das für das specielle Problem maass- 
gebende Stück ausschneidet 

Ist das gegebene Flüssigkeitsquantum so gross, dass es bei einer 
gegebenen Kotationsgeschwindigkeit nicht mehr zwischen der Wandung 
des Gefässes und einem der theoretisch gegebenen Rotationsparaboloide 
Platz hat, so wird die überschüssige Flüssigkeit über den Band ge- 
schleudert 

Sei z. B. das Gefäss ein C^Under vom Radius R und der Höhe 
R und sei dasselbe im Ruhezustand bis zur Höhe h mit Flüssigkeit 
gefüllt, sodass die vorhandene Masse 

M= ji6Ä'A 
ist. Dieselbe Masse hat während der Rotation un Abstand e von der 
Axe eine Tiefe x, sodass dann 



M= 2nejx-6de 



ist; für i; ist der "VVerth (m'e*/2 — c')/^ zu setzen, und in Folge dessen 
bestimmt sich aus 

die Constante 

c = — gh. 

Hiemach wird die Gleichung der freien Oberfläche: 
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an der Cylinderwand 



Diese ConstäDtenbestimmung hat nur so lange einen Sinn, als 
Zt<S bleibt; ist dieser Werth R erreicht, so müsa bei wachsendem co 
inunerfort x,= H sein, wodurch sich 



also die Gleichung des die freie 0ber3ä«he bildenden Faraholoides za 

f(ü'-0-j(ir-»)-o 

bestimmt. 

Die im Cylinder zurückgebliebene Masse if' ist dann: 

sie steht, wenn die Rotation aufhört, im Cylinder in einer Höhe 

ig 
4. Eine Flüssigkeit unter der Wirkung eines Attractionacentmms 
und der Rotation um eine durch dasselbe gehende Ase A steht unter 
einem Potential 

a'=-(f? + ^'); (48) 

den^emäss sind auch die Flächen eonstanter Dichte und constanten 
Druckes gegeben durch 

'-^ + f = .-. (48-) 

Ein rotirender Weltkörper, dessen flüssige Oberflächenschicht yer- 

schwindende Dichte gegenüber den dem Centrum nahen Massen hat, 
würde dieser Formel entsprechende Verhältnisse zeigen. 
Setzen wir e^rcos^), so wird die Gleichnng (48') zu 



fM = (c' — Y^ cos' ifij r; 



sie giebt für y = im Allgemeinen drei Wurzeln r, für <p = ji/2, d. h. 
für die Richtung der Drehungsaxe A, stets nur eine, nämlich 

r -CK. 

letztere kann also passend zur Bestimmung der Constanten benutzt 
werden. Während r. von Null bis UnendUch wächst, nimmt zugleich 
e von Unendlich bis Null ab. 
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Die ip = entsprechenden drei Wurzeln sind reell für Werthe 

eine dieser Wiirzeln ist immer negativ und kommt, da wir unter r 
die stets positive Entfemnng verstehen, nicht in Betracht. Für 

^ 8 '■ 

sind zwei Wurzeln complei, die reelle negativ, sodass die betreffenden 
Potentialflächen die E-Ase überhaupt nicht schneiden. 

Die Grenze zwischen beiden Gattungen von Flächen bildet die- 
jenige, für welche 

27 , , 

ist; sie giebt eine Doppel wurzel: 



Demgemäss wird das ganze System der Potentialflächen ein System 
von Meridianschnitten geben, wie es die Figur 38 verdeutlicht, der 
^ Punkt q entspricht der 

DoppelwurzeL Ober- 
flächen , für welche 
8ö'<27(»V.', oder aber 
unter Benutzung des 
Werthes von r. auch 
c" < 27 wT-äf ' ist, sind, 
da sie sich nicht im 
Endlichen schliessen, 
bei dem gegebenen 
Problem nicht mög- 
lich und erfordern, um 
die Bedeutung von Be- 
_ grenzongsflächen zu er- 

halten , feste Wände, 
welche die Flüssigkeit in einem Theil einschliessen. Hieraus folgt, 
dass, wenn man, was indess unzweifelhaft nicht erlaubt ist, annehmen 
dürfte, dass die Atmosphäre eines Weltkörpers bis in die fernsten Theile 
vollständig an dessen Botation Theil nehme, deren Ausdehnung jeden- 
falls innerhalb der durch c"= 27o}'f'M' gegebenen Oberfläche liegen 
mflsste. 

5. Zwei starre, in concentrischen Schichten homogene Kugeln, 
welche sich untfir einer gegenseitigen Anziehung in Kreisen um ein- 
ander bewegen und von denen entweder die eine oder jede von einer 
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Flüssigkeit umgeben ist, deren Masse verschwindend gegen die der 
festen Kerne ist, stellen eine Anordnung dar, die bis zu einem 
gewissen Grade der durch die Erde mit dem sie oberflächlich bedecken- 
den Meer und durch die Sonne oder den Mond gegebenen überein- 
stimmt und demnach eine gewisse Vorstellung über das Znstande- 
kommen von Ebbe und Fluth gewährt. 

Denken wir den Massenmittelpunkt des ganzen Systemes ruhend, 
so rotiren die Centren beider Kugeln mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit in constantem Abstand um eine durch ihn gehende Axe a; ruht 
die Flüssigkeit 
gegen ein mit 
ihnen rotiren- 
des Coordina- 
tensystem, wo- 
mit also eine 



Fig. 39. 




Rotation der 
beiden- Ki^eln 
um Aien durch 

ihre Centra 

ausgeschlossen ist, so kann man die Einwirkung der Bewegung 
durch die Einführung der Centrifugalkraft ersetzen und erhält als ge- 
sammtes Potential-. 



i>--f - 



- + ? 



(49) 



Die Flächen constanter Dichte und Constanten Druckes haben 
daher die Gleichung: 



f 



- + -. 



{49') 



Wir wollen sie untersuchen für Punkte, welche nahe der an- 
ziehenden Masse J/, liegen. 

Nach der P^r (39) haben wir 

r,'= r' + E'— 2r,EG0S(p, eosqo = cosi/zsin^, 
e' = 6,' + r' sin' & — 26,r, sin & cos yj, 

und darum folgt aus (49') durch Entwickelung bis auf die Glieder 
zweiter Ordnung in Bezug auf r.jE: 

+ T' (*'" + ^' ^^' '^ — 2e,r, cos tp) = c. 
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Da der Massenmittelpunkt ist, so gilt 
_ EM, 
^' Jtf,+Jtf.' 
und für die Wlntelgeachwindigkeit o> folgt aus der Gleichung {96') 
des ersten Theiles die Beziehung: 

,.._/2>rV_ ;^(Jtf. + 3f.) 
\T j ~ E' 
Setzt man dies ein und zieht die constanten Theüe links zur 
Constanten c rechts, so erhält man: 



Beschränkt man sich auf die erste Näherung und ignorirt die 
O-lieder mit r.'/JJ', so ist r, coustant und sind die Potentialflächen 
Kugeln; in zweiter Näherung kann man in den kleinen Gliedern r, 
als conatant = Ä ansehen und erhält so r, als gerade Function von <p 
und &, also eine in Bezug auf zu a, b, e par^ele Axen durch das 
Centrum der Kugel M, symmetrische Gestalt der Potentialfläelien. 

Die Halbaxen parallel diesen Richtungen Ä., ^, B. nehnien die 
Werthe an: 



i+- 



l)> 



. Die Differenz R, — Ri, würde bei einem um die zu a parallele Äxe 
durch sein Centrum rotirenden Weltkörper die Höhendifferenz zwischen 
Ebbe und Fluth an einem Punkt des Äequators darstellen; sie hat, wenn 
man 1/C" durch den mittlem Werth des Badius ausdrückt, den "Werth 

und beträgt, wenn man unter der Masse M, die Erde versteht, unter 
M, aher resp. Mond oder Sonne, nach den p. 246 angegebenen Zahlen 
0,55 m und 0,24 m. 
Berücksichtigt man, dass die Erdase gegen die Ebene der Bahn 
von Erde und Mond geneigt ist, so fallen die Zahlen noch etwas 
grösser aus. Da die Berechnung in diesem Falle etwas complicirter 
ist, so soll auf sie nicht eingegangen werden; die Besnltate stimmen 
angenähert mit der Beobachtung auf Inseln im Grossen Ocean, wo die 
Wirkung der das Meer begrenzenden Continente als unerheblich an- 
gesehen werden kann. 
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§ 29. HecliEuiik idealer Flüsiigkeiten ; Oeiammtdmcke ruhender 

FlösBigkeiteu gegen starre Körper. Schwimmen unter der Wirkung 

der Schwere. 

Befinden sich starre Körper in der Berähning mit einer Flüssig- 
keit entweder mit allen Theilen ihrer Oherfläche, im Palle sie in jene 
untergetaucht sind, oder nur mit einigen, im Falle sie nur eingetaucht 
sind oder aber Theile der sie umschliessenden festen Wand hilden, ao 
gehen die in der Massigkeit wirkenden Druckkräfte Veranlassung zu 
Componenten und Drehungsmoment«n, welche die Körper erfahren; wir 
wenden uns jetzt zu ihrer Untersuchung. 

I. Da der Druck normal gegen die Oböräächenelemente do des 
starren Körpers wirkt, so werden, wenn mit n die Normale zu do in der 
Richtung von der Flüssigkeit zn dem starren Körper bezeichnet wird, 
für die Componenten- nnd Moment«nsuminen, die ein beliebiges end- 
liches Stück seiner Oberfläche erShrt, folgende Gleichungen gelten; 

X' = fpcos{n,x)do, 

Y' = fpcos(n, y)do, 

Z' = j p cos {n, x) do, 

W (51) 

L' = fp(j/cos(n, x) ~- »cos(m, y)) do, 

<") 
M' = j p(z<if)S (n, x) — X cos (n, »)) do, 

N' = fp (x cos (m, y) — ycos {n, xf) do. 

(0) 

Wir wollen diese Integrale berechnen unter der Voraus- 
setzung, dasa die Anwesenheit des festen Körpers die auf 
die Flüssigkeit ausgeübten Kräfte nicht ändert, z. B. von ihm 
keine Ättraction auf dieselbe ausgeübt wird; in diesem Falle ist seine 
Oberfläche nichts als eine der Flüssigkeit gewährte Begrenzung. 

Ist die Oberfläche o geschlossen, also entweder diejenige eines die 
Flüssigkeit enthaltenden Geiasses oder aber die eines in sie unter- 
getauchten Körpers, so lassen sich die Oberflächenintegrale in solche 
über den von o umschlossenen Raum k verwandeln, obgleich im letz- 
teren Falle der Druck p für diesen Raum gar nicht deönirt ist. Da 
aber nach der Annahme die Anwesenheit des Körpers die auf die 
Flüssigkeit ausgeübten Kräfte nicht ändern soll, so kann man, wenn 
der Körper von der Flüssigkeit umgeben ist, doch mit demjenigen 
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Werthe p operiren, den der Drnct in dk besitzen würde, wenn 
an Stelle des Körpers sich ebenfalls FlüHsigkeit befände nnd 
alles Uebrige ungeändert wäre; dasselbe gilt Ton den Werthen 
der Dichte e und der Componenten der äussern Kräfte X, Y, Z. 

DemgemäsB können wir innerhalb des von o umschlossenen 
Kanmes, gleichviel ob derselbe wirklieh Flüssigkeit enthält oder nicht, 
die Beziehungen 






-•^, lf-'>-. S-<^ ("■) 



als gültig betrachten. 

Die Anwendung des Eülfssatzes (22) auf die OberÖäcbenintegrale 
(51) ist unter diesen Toraussetzungen gestattet; es ist aber ,zu be- 
merken, dass in jenen Integralen die Normale n, im Falle die Flüssig- 
keit sich innerhalb o befindet, die äussere auf A: ist, im Falle 
ausserhalb, die innere. Demgemäss erhalten wir unter Bücksicht 
auf die Beziehungen (51') folgende Werthe: 

Z'= ±fBXdk, r= ±fsT(lk, Z'= ±ftZdk, 

(k) (t) (*:) 

L'= ±fei3Z-xT)dlc, M' = ± f£{zX-xZ)dk, (52) 
(*) (fci 

N'== ±ft{xY~yX)dk. 
(*) 

Ist die Oberfläche von der Flüssigkeit erfüllt, so gilt das 
obere Vorzeichen und s ist die wirklich in dk vorhandene Dichte, 
X, T, Z sind die wirklich auf die Masseneinheit in dk wirkenden Com- 
ponenten; die Oleichungen (52) enthalten dann folgenden Satz: 

Eine geschlossene starre Oberfläche, die mit Flüssigkeit 
erfüllt ist, erfährt Componenten und Drehungsmomente, 
welche gleich denjenigen sind, die sich aus den auf die 
Flüssigkeit wirkenden Kräften berechnen würden, wenn die 
Flüssigkeit starr wäre. 

Ist die Oberfläche von der Flüssigkeit umgeben, so gilt 
das untere Vorzeichen und e, X, Y, Z sind die Werthe, welche in dk 
stattfinden würden, wenn die äussere Flüssigkeit sieb stetig dorcb den 
umschlossenen Kaum k fortsetzt«. Wir können daher folgendes ße- 
sultat aussprechen: 

Eine von einer Flüssigkeit rings umgebene starre Ober- 
fläche erfährt unter den gemachten Voraussetzungen Com- 
ponentensummeu und Drehungsmomente, welche entgegen- 
gesetzt sind denjenigen, welche sich aus den auf die ver- 
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dräogte Flüssigkeit wirkenden Kräften berechnen würden, 
wenn die Flüssigkeit einen starren Körper bildete. 

Dass in diesen beiden Fällen die Wirkungen entgegengesetzt 
gleich sein müssen, übersieht man am einfachsten, wenn man in einer 
im Gleichgewicht befindlichen Flüss^teit die Theilchen, welche eine 
geschlossene Oberfläche erfüllen, in starre Verbindung gebracht denkt; 
hierdurch kann das Gleichgewicht nicht geändert werden, die starre 
Oberfläche muss also von aussen und innen entgegengesetzte Wirkungen 
erfahren und dies überträgt sich anmittelbar auf den Fall, dass der 
äussere oder innere Baum mit einem starren Körper ausgefüllt ist, 
vorausgesetzt^ dass dieser, wie angenommen, seinerseits keine Wirkung 
auf die Flüssigkeit ausübt. 

Für den Fall, dass die Flüssigkeit nur der Schwerkraft unterworfen 
ist, muss sie in horizontalen Ebenen constante Dichte und constanten 
Druck besitzen, die verdrängte Flüssigkeit wird also dadurch er- 
halten, dass man das ausserhalb des Körpers stattSndende Gesetz der 
Dichte auch durch den vom Körper erfüllten Raum hindurch fort- 
gesetzt denkt. Da femer parallele Kräfte sich jederzeit durch eine 
Einzelkraft vollständig ersetzen lassen, so gelten folgende Sätze. 

Eine mit schwerer Flüssigkeit erfüllte starre geschlossene 
Oberfläche erfährt eine Kraft, welche gleich dem Gewicht 
der eingeschlossenen Flüssigkeit ist und durch deren Schwer- 
punkt geht 

Eine von schwerer Flü'Ssigkeit umgebene starre ge- 
schlossene Oberfläche erfährt eine Kraft, welche gleich und 
entgegengesetzt gerichtet ist dem Gewicht der verdrängten 
Flüssigkeit und durch deren Schwerpunkt geht. 

Dieser letztere Satz führt den Namen des Archimedischen 
Principes und die darin besprochene Kraft den Namen des hydro- 
statischen Auftriebes, 

Die Luft ist eine Flüssigkeit, innerhalb deren alle Körper sich 
befinden, mit denen wir gewöhnlich operiren; der von ihr herrührende 
Auftrieb giebt bei vielen physikalisclien Beobachtungen eine Fehler- 
quelle, welche Berücksichtigung verlangt. 

Bei Wägungen werden die auf die Waage ausgeübten Kräfte 
durch sie verringert. Bezeichnen wir Masse, Volumen und Dichte des 
zu wägenden, homogen angenommenen Körpers mit Jfi, Vi, und «», 
die der Gewichtsstücke mit M,, V„ und «„, die Dichte der Luft mit e,, 
so wird unter Voraussetzung gleicher Hebelarme die Waage ein- 
spielen, wenn 

F* (e* - £,) = F, (*, - e,} oder M, (l - -^) = M, (l - ^] 
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ist, aber nicht, wenn Mk = M, ist, ausgenommen, dass die Dichten der 
Gewichtsstücke und der Körper die gleichen sind. 

Das Grewichb eines Körpers im leeren Kaum Mi,g, vermindert um 
den Betrag des Auftriebes der Flüssigkeit, in welcher er sich befindet, 
nennt man das scheinbare Gewicht des Körpers in dieser 
Flüssigkeit Mit dem scheinbaren Gewicht der Körper in Luft^ d. h. 
mit der Grösse ^,.9(1 — «,/ts}, operiren wir bei Wägungen der Regel 
nach ausschliesslich. 

Das Drehungsmoment, welches die Schwere auf ein Pendel aus- 
übt, wird durch den Auftrieb der Luft verringert und erhält, falls der 
Schwerpunkt der Masse und der Schwerpunkt des Volumens in der- 
selben Ebene durch die Drehungsaxe liegen, s und s ihre Abstände 
von letzterer sind, (p deren Winkel gegen die Verticale ist, den Werth : 

JV"= ~ M^sgil — — jsinqp. 

Um diese und ähnliche Einflüsse in Rechnung zu ziehen, ist die 
Kenntniss der Dichte der Luft für die bei der Beobachtung statt- 
findenden Umstände, d. h. für die beobachtete Temperatur und den 

beobachteten Barometerstand, erforderlieh. Das Gesetz von Mariotte 
und Gaj-Lussac, welches lautet 



giebt diese Grösse für alle Verhältnisse an, wenn sie für irgend eine 
Temperatur &, und einen Druck jj» bestimmt ist. 

Ihre Bestimmung geschieht unter Benutzung des Auftriebes, in- 
dem man ein Gefass von bekanntem Volumen erst offen, dann ge- 
schlossen und evacuirt wägt. 

Ist das von der Substanz des Geßsses erfüllte Volumen v, ihre 
Dichte €, das Volumen des umschlossenen Hohlraumes V, die Dichte 
der umgebenden Luft bei der abgelesenen Temperatur und dem ab- 
gelesenen Druck s,, so wird das scheinbare Gewicht G„ im geöffneten 
Zustande sein 

G, = vg{i — e,), 

im geschlossenen und evacoirten 

(?i= vg{t—t,) —Vge,; 
die Differenz beider bestimmt «,. 

Den Gewichtsverlust, welchen starre Körper in tropfbaren Elüssig- 
keiten erleiden, benutzt man, um ihre eigene Dichte oder, wenn diese 
bekannt ist, die Dichte der Flüssigkeit zu bestimmen. 
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Die Wägung des Körpers in Luft giebt das schembare Gewicht 

in der Flüssigkeit von der Dichte e^ 

Ans diesen zwei Beobachtungen kann man zwei Grössen bestimmen, 
z. B. Bt und V, falls e, und «/ bekannt sind; es gelten die Gleichungen: 

Haben die Stacke des Gewichts- oder besser des Massensatzes, 
welche die scheinbaren Gewichte G, und 0, ergeben, durchweg gleiche 
Dichte, so ist das Verhältniss Gj{G, — G,) vom Auftrieb der Luft 
unabhängig, nämlich gleich dem Verhältniss der durch die Bezeich- 
nung der Gewichtsstücke direct gegebenen Massen M,l(M, — M,). Das 
Verhältniss [G, — G^jg hingegen ist yon dem Auftrieb auch unter dieser 
Voraussetzung abhängig und hat den Werth (Jlf. — Jf,)(l — «,/e,). 

Bei diesen Beobachtungen ist der Einfiuss, den Temperatur- 
änderungen auf alle Dichten und den Druekänderungen auf die Dichte 
der Lnft ausüben, nach dem früher p. 313 Gesagten in Rechnung zu 
ziehen. — 

n. Ist die Flüss^keit in ihrem untern Theile tropfbar, im obem 
gasförmig, so gelten die Sätze p. 331 unverändert; ignorirt man dabei 
die Dichte des Gases neben derjenigen der Flüssigkeit, d. h. betrachtet 
den mit Lnft erfüllten Theil als leer, so ist die Gestalt des obem 
Theiles der geschlossenen Oberfläche ganz ohne Einfluss. Derselbe 
kann auch ganz fehlen, wie bei einem Gefass, das oben offen und mit 
Flüssigkeit erfüllt ist; trotzdem findet sich der Verticaldruck, den das 
letztere durch die Schwere erleidet, gleich dem Gewicht der in ihm 
enthaltenen Flüssigkeitsmenge. Ein auf der Oberflache einer tropf- 
baren Flüssigkeit schwimmender Körper erleidet aus dem gleichen 
Grunde einen Auftrieb gegeben durch das Gewicht der von ihm ver- 
drängten tropfbaren Flüssigkeit, welcher in deren Schwerpunkt angreift 
Diesen specielleren Satz legt man der Theorie des Gleichgewichtes 
oberflächlich schwimmender Körper zu Grunde. 

Schwimmende Körper stehen also unter der Wirkung ihres Gewichtes, 
das im Schwerpunkt ihrer Masse, und des Auftriebes, der im Schwer- 
punkt der verdrängten Flüssigkeit angreift Nach den im zweiten 
Theile angestellten allgemeinen Betrachtungen ist zum Gleichgewicht 
nothwendig und hinreichend, dass diese in entgegengesetzten Richtungen 
wirkenden Kräfte einander gleich sind und die Verbindungslinie ihrer 
Angriffspunkte ihrer Richtung parallel ist Der Körper wird also so 
tief einsinken, dass der erzielte Auftrieb seinem Gewicht gleich ist. 
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tiDd eioe solche Lage eümehmen, dass die Yerbmdungslinie beider 
Scliwerpankte vertical steht Er wird untersinken, wenn auch bei 
ToUständigem Eiotauehen der Auftrieb dem Gewicht nicht gleich 
kommt 

Ton besonderem Interesse ist hei schwimmenden Körpern die 
Frage nach der Stabilität des Gleichgewichtes. 

Das Gleichgewicht ist absolut stabil, wenn bei jeder anendlich 
kleinen Bewegung des schwimmenden Körpers gegen die Flüssigkeit 
Kräfte entstehen, die dieser Bewegung entgegenwirken. Die Ter- 
rücknngen, welche die Lage des Körpers gegen die Flüssigkeit ändern, 
sind ausschliesslich verticale Verachiebungen und Drehungen am hori- 
zontale Äien; horizontale Verschiebungen und Drehungen um verticale 
Aien ändern dieselbe ersichtlich nicht 

Man erkennt nun leicht, dass, die singulären Fälle ausgenommen, 
wo durch tieferes Eintauchen des Körpers dem Eindringen der Flüssig- 
keit Hohlräume im Körper geöffnet werden, die Menge der verdrängten 
Flüssigkeit, und daher auch der Änftrieb, durch eine verticale Ver- 
schiebung nach unten immer zunimmt, bei einer nach oben ab- 
nimmt, während das Gewicht des Körpers ungeändert bleibt, dass 
demnach gegenüber yerticalen Verschiebungen das Gleichgewicht 
immer stabil ist. 

Es handelt sich also nur am die Wirkungen von Drehungen um 
horizontale Axen, die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit in die 
Flüsslgkeitsobeiääche legen können; denn die Drehung um eine andere 
horizontale Ase kann stets nach p. 139 
durch Zufügung einer parallelen Ver- 
schiebung in diese verwandelt werden. 
Stelle in der Figur 40 die Gerade 
ab die Ebene normal zur Figur dar, 
in welcher bei der Gleichgewichtelage, 
von der aus die Drehung stattfindet, 
die Flüssigkeitsoberfläche den schwim- 
menden Körper schneidet, sei s der 
Schwerpunkt des Körpers, tr der des 
verdrängten Volumens Flüssigkeit, dann 
ist nach dem Früheren sa normal 

Pig. 40. ^ «''■ 

Die Drehung des Körpers ans der 
Gleichgewichtslage heraus finde in negativer Richtung um die Axe statt, 
welche im Punkte A normal zur Ebene der Figur steht; der unend- 
lich kleine Drehungswinkel sei >% Nach der Drehung schneidet dem- 
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gemäss die Flflssigkeitegrenze den Körper in einer durch dh' dar- 
geatellten Ebene normal zur Figur; es ist also ein keilförmiges Yolamen 
Ä:. ans der Flüssigkeit, ein anderes K dnreh die Drehung in die 
Flüssigkeit gekommen. 

Nennen wir für ein Element dg des Querschnittes die Coordinate 
normal zur Axe A in der Ebene der FlQssigkeitsgrenze r, so sind diese 
Tolxmüna resp. 

fc,= -d-Jrdq, k,= +&-Jrdq, 

(a.) (ft) 

vo das erste Integral aber die linke, das zweite über die rechte 
Qneischuittshälfte genommen ist; ersteres ist mit negativem Zeichen 
zu nehmen, denn auf der linken Seit« ist r < 0. 

Die Drehung verändert das eingetauchte Tolumen nicht, wenn 

&.= *,, d. h. Jrdq^O 

ist, oder wenn die Ase durch den Schwerpunkt des Querschnittes q 
gelegt ist; in diesem Falle haben wir also eine rein drehende Wir- 
kung, erhalten also auch keine verticale Kraftcomponente, sondern nur 
ein Moment um die Axe A. 

Sei das Giewicht des Körpers O, das der verdrängten Flüssigkeit 
r, and denken wir ersteres in «, letzteres in a angreifend, so geben 
beide zusammen ein Moment, welches g^nüber den wirklich statt- 
findenden um die Wirkung des Keiles k, zu gross, um die des Keiles k, 
zu klein ist, denn t, ist aus der Flüssigkeit aus-, k, in dieselbe ein- 
getaucht 

Bezeichnet man den normalen Abstand der Schwerpunkte s und a 
von ab mit s und a und die Entfernung des Fusspunktes p von A 
mit l und beachtet, daas & ein unendlich kleiner Winkel sein soll, 
so ist das Moment von G 

No=-i-&(l + s&), 
das von F 

Nr=-r(l + <T&), 
das von k. 



JV;= +ge&fr'dq. 

r dieser Momente ü 
nziehen, das von k, i 

N=(G{a-<T)+geJr' 



Die Eesultante aller dieser Momente ist unt«r Rücksicht darauf 
dass da^'enige von k, abzuziehen, das von k, zuzuaddiren und = r ist: 
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Wenn der Factor von & grösser als Nnll ist, so wirkt das ent- 
standene Moment der Drehung, die in negaÜTem Sinne angenommen 
ist, entgegen, so ist also das Gleichgewicht tüi eine Drehung um 
die Axe A stabil; ist der Factor kleiner als Null, so ist es labil, ist 
er gleich Null, indifferent. 

Das Gleichgewicht ist absolut stabil, wenn für jede 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes q, in welchem die 
freie Flüssigkeitsoberfläehe den Körper schneidet, gelegte 
Axe die Beziehung gilt: 

G{s-a) + ffef7'dq>0. (53) 

(a) 
Führt man das Volumen V der verdrängten Flüssigkeit ein und 
bedenkt, dass 

ist, so schreibt sich diese Bedingung auch: 

r(s-ff)+/r'rf3>0. {53') 

(9) 

Das Integral hat die Bedeutung des Trägheitsmomentes des Quer- 
schnittes q um die Axe A und ist eine stets positive Grösse. 

Man erkennt, dass das Gleichgewicht stets stabil ist, falls 
s > a 
ist, also der Schwerpunkt des Körpers tiefer liegt als derjenige der 
verdrängten Flüssigkeit 

Dieses findet bei homogenen Körpern aber niemals statt In- 
dessen ist, auch wenn der Schwerpunkt des Körpers höher liegt, stabiles 
Gleichgewicht noch möglich, wenn der Abstand tr — s vom Schwer- 
punkt der verdrängten Flüssigkeit der Ungleichung genügt: 



-ff< 



ypdq. 



Diese Ungleichung lässt sich noch anschanlicher machen, wenn 
man aus dem Volumen der verdrängten Flüssigkeit einen Cylinder 
bildet von einer Grundfläche, welche gleich dem Querschnitt q ist, in 
welchem die Flüssigkeit den festen Körper schneidet; derselbe besitzt 
eine Höhe X gegeben durch 

V=qX. 
Führt man dann noch den Trägheitsradius x des Querschnittes q 
durch die Gleichung 

fr'dq = jx* 
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ein, so lautet die Bedingung des stabilen Gleichgewichtes: 

k(<7-s)<x'. (53") 

Das Gleichgewicht einea unter der Wirkung der Schwere 
schwimmenden Körpers ist absolut stabil, wenn für jede 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes q gelegte Axe das 
Quadrat des Trägheitsradius grösser ist als das Bechteck 
gebildet ans dem Abstand (ff — s) des Schwerpunktes der 
verdrängten Flüssigkeit von demjenigen des Körpers und 
aus der Bülfsgrösse A. 

Wir machen von diesem wichtigen Gesetz nunmehr eine An- 
wendung. 

Sei der Körper ein homogener gerader Kreiscylinder von dem 
Badius B und der Länge L, dann besteht nach Figur 41 die Beziehung 



und gut also 

L a . 
^_« = „__, 

dagegen ist direot gegeben 

.=! + .. 

Für einen kreisförmigen Querschnitt ist nach 
Formel (40) des zweiten Thelles 



1- 



und die Bedingung der Stabilität wird daher zu 

f >(?-'•)■ 

Hierin bestimmt sich s durch das Yerhältniss der Dichtigkeiten t 
iee EöTpfxs und s' der Flüssigkeit; denn* aus der Bedingung 

a = r 

wird hier 
es gilt also: 



L.- 



oder 



_ L(2f 



0. 



Hiemadi wird die obige Ungleichung zu 



Voigt, Blmn. HMbuik. 
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Der beginnenden Instabilität entspricht ein Werth des Verhält- 
nisses ß/L gegeben darch 

Die Dichten von Kork und Wasser verhalten sich etwa wie 1 : 4, 
ein Cylinder Ton Kork wird also aufrecht im Wasser sohwimmen, 
wenn das Verhiütniss von Badius zu Höhe grösser ist als y3/8, d. h. 
grösser als ca. 0,6. Für Eis und Wasser, wo e : e' = 9 : 10 ist, muss 
entsprechend (Ä/i)' > yo,I8, d. h. > 0,42 sein. 

Setzt man ejt' = ß, so lautet die obige Ungleichung 

(|)">2/?{1-^), 

wobei 0<^<I sein mnss; die reohte Seite, als Function von ß be- 
trachtet, nimmt einen grössten Werth an für /? = 1/2, einen kleinsten 
für j? = oder ß = 1. Da die Stabihtät um so grösser ist, je mehr 
die linke Seite die reohte an Grösse überwi^, so giebt der Werth 
ß = 1/2 ein Dichtigkeitsrerhältniss an, für welches die Stabilität des 
Sehwtnimens ein Wininmm ist; sehr grosse und sehr kleine Werthe 
von ß sind Tortheilhafter. 

Eine homogene Kugel oder ein homogener Kreiscylinder mit 
horizontaler Äse schwimmt, wie die directe Aoschaaung lehrt, bezüg- 
hch einer Drehung stets im indifferenten Gleichgewicht; soU das unsere 
Formel ausdrücken, so muss sie, auf diese Fälle angewandt, 

A (ff — s) = x' 
ergeben. In der That lässt sich durch eine einfache Rechnung er- 
weisen, dass dies stattfindet. 

III. Der erste der p. 330 angegebenen Sätze lässt sich, speciell auf 
die Wirkung der Schwerkraft angewandt, in der Form aussprechen: 

Eine geschlossene, mit Flüssigkeit erfüllte Oberfläche 
erfährt unter der Wirkung der Schwere Druckkräfte, deren 
verticale Coraponenten die Summe gftdk über das um- 
schlossene Volumen und deren horizontale Componenten die 
Summe Null ergeben. 

Wir wollen ihn anwenden, um Folgerungen über den Druck 
gegen nicht geschlossene Flächenstücke zn ziehen, indem wir 
diese in geeigneter Weise zu geschlossenen Flächen ergänzen. Dabei 
ist es TOrtheühaft, zu beachten, dass die gegen die eine Seite o einer 
in einer Flüssigkeit befindlichen Oherfiäche ausgeübten Drucke gleich 
und eni^gengesetzt sind denen, welche die andere o' erfähit. 
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Um die TerticalcompoQeiite Z„ des Dnickes zu bestimmen, den die 
nicht geschlossene Fläche o (Figur 42) erfahrt, oonstruiren wir ober 
ihrer Randeurve einen verticalen Cylinder cö, der ans einer willkür- 
lichen Horizontalebene durch OX, in welcher der Druck p^ herrsche, 
das Stück a ausschneidet. 

Bezeichnet man das zwischen o und 
o> liegende Volumen mit k, so ergiebt der - 
obige Satz, da die auf die Cylinderfläche 
wirkenden Drucke keine verticale Com- 
ponente liefern: 



(*) 
Kun ist aber 

Z„= — a>pa, 



also findet sich 



= mp^ + g 



ftdk, 



(54) 



(54') 



Fig. 42. 



und dies enthält einen Satz, der sich leicht in Worte &ssen lässt 

Schneidet die Oberfläche o den verticalen Cylinder, so sind die 
ausserhalb liegenden Toluinina (in der Figur J^) mit negativem Vor- 
zeichen einzufahren, denn für sie ist die Iläche o die äussere Fläche 
und der Druck gegen diese giebt . als Kesultante einen Auftrieb 



Ist die Flüssigkeit nur in ihrem unteren Theil tropfbar, in ihrem 
oberen gasförmig, so legt man a> passend in die. Grenzwache beider 
Theile; p„ ist dann der Oberflächendruck der Flüssigkeit. 

Um eine horizontale Gesammtcomponente, z. B. diejenige parallel 
derX-Aie, von den Drucken zu bestimmen, welche o erßhrt, eonstruiren 
wir parallel der X-Riehtong über der Eandcurve von o einen Cylinder 
bis zu einer beliebigen zur X-Axe normalen Ebene, z. B. der FZ- Ebene, 
welcher ans dieser die Fläche o), ausschneide. Der obige Satz ei^ebt 
dann auf das. zwischen o und w, liegende Volumen k, angewandt 

X, + X^ = oder X, = + X„,., . (54") 

was ebenfalls einen einfachen Satz enthält 

Es mag schliesslich noch ausdrücklich hervorgehoben werden, dass 
die Drucke, welche auf ein nicht geschlossenes Fläohenstück wirken, 
im A%emeinen nicht zu einer einzigen £raft zusammensetzbar sind, 
sondern auch noch Drehungsmomente ergeben, für welche analoge ein- 
fache Sätee, wie die vorstehenden, durch dieselben Mittel zu er- 
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Eag^l oder ein Cylinder in einer nnendliohen inoompressibeln 

FIÜBiigkflit 

I. Wir wenden ans nonmehr zu der Betnebtong einiger Be- 
vegangserscheinnngen, welche ideale, i. h. reibungsfireie Flüssigkeiten 
zeigen können. Die allgemeinen Gesetze derselben aind in den G-lei- 
chnngen (87) bis (40) enthalten; wir wollen sie in der Weise benatzen, 
dasa wir in ihnen die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w sia Func- 
tionen TOD x,y,z und t ansehen, also nicht ein jedes Mßasentheilchen 
anf seinem Wege verfolgen, sondern untersuchen, was fOx eine Be- 
wegung za beliebiger Zeit an beliebiger Stelle stattfindet 

Alle Betrachtungen, welche wir in § 26 über anendlieh kleine 
stetige Yerrflckungen angestellt haben, werden jetzt direct anf die 
Bew^^nng der Flüssigkeit anwendbar, falls wir die Yerrückongscom- 
ponenten Sx, Sy, Sx als die in der unendlich kleinen Zeit 3t während 
der Bewegung wirklich stattfindenden deuten, also setzen 

^fl: = W^(, Sy = v3t, dz = wdt, 

und dementsprechend die Deformationegesohwindigkeiten; 

a«_ , sr ^ , d«_ , 

de , Sw , dw , du , Su , S« 

ei + ei-"" te + K=»-' ei + si"^ 

einführen. 

Die in den Bewegongsgleichungen (37) anftietendai ToUständigeo 
DifferentialqaotieDten dujdt, dvjdt, dwjdt, welche für ein gegebenes 
Flüss^keitetheilchen die in Folge der Zeit- und Ortsänderung statt- 
findenden Beschleun^ungen darstellen, sind nach unserer Annahme in 
die den einzelnen Ursachen entsprechenden TbeUe zu zefLsgen, und 
wir erhalten, indem wir nach dem Schema 

d» _ fly , flu dx 6» dp By d* 
dt~ dt'^ dm dt "^ 09 dt '^ H dt' 

^ dt +"5ic+''öy ^""a» 
verfahren, fOr die Eaupt^leichangen (97) die folgende Enler'sche Form: 



Bv , 8v , dv „ \ dp ,~., 

dw , du , $m r, 1 flp 
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Die GoDtüiiiitätebedmgnng (88) läset sich unter Anwendung der- 
selben Iteclmang aaf dejdt sohmben: 

Die Dichte e wollen wir nur als Function des Druckes betrachten 
und ersetzen daher die Fonneln (38') bis (39'") durch die eine 

B = Fip), (55") 

oder, was dasselbe bezeichnet, Batzen 

pj- = ni,,), (55'") 

^rorin II eine Function von p allein bezeichnet. 

Wm die Oberflächenbedingungen angeht, so werden wir ans haupt^ 
s&^lioh anf die Fälle beschränken, dass die Begrenzung dei FlQssig- 
kät durch starre, aber mit den (Jwchwindigteiten u», «», w» belieb^ 
bewegte FUchen geschieht; es gilt an Jetztereu dann die Qleichang 

[u — Wi) 008 na; -i- (ii — Vt) cos ny -{- {w ~ Wi) oos «a; = 0, (66) 

während der Dniok daselbst jeden Werth annahmen kann. Sind die 
Oberflächen hingegen, was nur bei txopf baren Flöseigtoiten möglioh ist, 
Oiensen gegen den leeren Baom oder ^gen ein Oas, in welchem der 
Druck als constant angesehen werden kann, so tritt noch die Be- 
dii^ng hinzu, dass in der Oienze p den gegebeneu eonsbmten Werth 

P^P. {56') 

annehmen muss. 

Der Behandlung dieser Gleichungen schicken wir noch folgende 
Definitionen voraus. Eine Curve, welche an jeder Stelle der Flüssig- 
keit mit ihrer Tangente in die Richtung der dort stattfindenden Ge- 
schwindigkeit V &llt, heisst eine Stromlinie; ihre Differential- 
gleichangen sind: 

dx:dy:dx = w.v.w. 
Ein Canal, wacher durch die Stromlinien erfüllt wird, die normal 
durch ein beliebiges Quersohnittselement q hindurc^ehen, heiset ein 
Stromfaden. 

Ist die Bew^ung stationär, d, h. ändert sich an jeder Stelle 
des Baumes u, v, w, s und p mit der Zeit nicht, so muss für alle 
Qnersclmitte eines Stromfitdens die Geschwindigkeit F dem Querschnitt q 
indiieot proportional sein; dwin da die Strömnng nach der Definition 
des Stromfodens niiAt durah die Wände desselben hindurch stattfindet, 
80 muss dieselbe Menge M^qeV, welche durch mnen Querschnitt in 
der Zeiteinheit eintritt, durch einen folgenden aastreten, damit sich der 
Znstand zwischen beiden nicht mit der Zeit ändere. Ein solcher Strom- 
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faden ksnD dann in der Flüssigkeit nicht anf hören , denn sein Quex- 
schnitt Terschwindet nach dem eben Gesagten nar, wenn die Geschwin- 
digkeit in ihm unendlich ist, und diesen Fall, der nach (57) auch unend- 
lichen Drnek oder unendliche äussere Kräfte verlangen würde, schliessen 
wir als practisch unmöglich ans. Ein Stromfaden kaon also bei statio- 
närer Bewegung nur in sich zurücklaufen oder muss aus dem Unend- 
lichen kommen und in*a Unendliche gehen. Dabei kann, da nach dem eben 
Gesagten ein^r verschwindenden Geschwindigkeit ein unendlicher Quer- 
schnitt des Stromfadens entspricht, die Flüssigkeit im Unendlichen ruhen. 

Für viele Zwecke ist es bequem, nur einen Theil der ganzen 
Flüssigkeitsbewegung zu betrachten, die Flüssigkeit also ausser durch 
Flächen, längs deren die Bedingungen (56) und (56') erfüllt sind und 
längs deren die Strömung stattfindet,, welche also durch Stromlinien 
.gebildet sind, für die Betrachtung auch noch durch solche Flächen- 
stncke zu b^renzen, durch welche hindurch Flüssigkeit eintritt oder 
austritt Man kann die ersteren kur? als Eintritts-, die letzteren als 
Austrittsflächen bezeichnen. Bei jeder stationären Bewegung mnss 
die in jedem Zeitmoment eintretende Menge gleich der austretenden 
sein, weil sich sonst im Gegensatz zur Definition der Zustand zwischen 
jenen Flächen mit der Zeit ändern würde. 

Wir gehen nunmehr zur Behandlung der Gleidiungen (55) und 

(56) über. 

Ein wichtiger speeieller Fall ist der, dass die wirkenden Kräfte 

.X, Y, Z ein Potential <1> besitzen. Dann nehmen die Eauptgleichnngen 
die Form Mi: 

fl« , du , du , du e(* + ff) 

dw öw Sw öi£__ di-P+JT) 

8t '^^dx'^'^dy '^^dx ~ dx ' 

und man kann ihnen genügen, indem man u,v,w gldch den partiellen 
Differentialquotienten einer und derselben Function qo von x, y, %. 

und (, also 

u^'^, v-"-^, »-?? (OTT 

macht Diese von Lagrange eingeführte Function heisst nach v: Helm- 
holtz das Geschwindigkeitspotential der Flüssigkeitsbewegong. 
In der That, setzt man diese Beziehungen in die erste Gleichung 

(57) ein, so nimmt dieselbe die Gestalt an: 

yy , 3»9V , d<f d'9 ö*>_e^ a('g + ji) 

Btdo! "^ bxdx' "*■ dydxSy '^ ö«öiö* ~ dx 
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oder aber 

Ä[fe+i((fe)V(U)V(|^)-)] = -5^t^'. (5n 

Aehnlieh laaten die aadern und mau gelang wenn man sie mit 
den Faotoren dx, dy, dz zusammenfasst und integrirt, zn dem Be- 

snltat, dass 

l? + i((a'+(lf)'+(li)><^ + "='^ (») 

sein mnss, worin T eine willkürliche runction der Zeit ( bezeiehnet^ 
welche bei der Integratdoii na«h x, y, x statt einer Integrationseon- 
stanten auftritt. 

Führt man das GesehwindigkeitßpotentiaJ anch in die Bedingungen 
(55') und {56} ein, so lauten dieselben 



Sy , 



= 



oder 
und 

(fe - "') ™^ <"' "^^ + (§f - "') ™^ ^"' J'^ + (fe - «'>)*'0s(»,*) = (58") 
oder ^ = Nt, 

wenn iV, die Geschwindigkeit des starren Oberflächenelementea in der 
Biebtnng seiner Normalen bezeichnet. 

Durch die Einführung des Geachwindigkeitspotentiales wird die 
Anzahl der Unbekannten in den Gleichungen (55) bis (55'") von fünf 
auf drei herabgesetzt; von ihnen kann e überdies durch die Beziehung 
(55"') sogleich elimlnirt werden, sodass in den neuen Gleichungen (58) 
bis (58") nur qo und 77 übrig bleiben. 

Ist, wie wir weiterhin voraussetzen werden, die Bewegung von 
der Art, dass jedes Massentheilchen während derselben seine Dichtig- 
keit unverändert beibehält, obwohl sie für verschiedene Theüchen ver- 
schieden sein kann, so wird de/rff gleich Null, und die Gleichung (58') 
enthält nur noch y> und bestimmt diese Grösse, wie sich durch eine 
besondere Untersuchung zeigen lässt, mit der Grenzbedingung (58") 
bis auf eine additive Constante. Die Gleichung (58) ergiebt dann das 
dem gefundenen cp entsprechende 77+0 und dadurch das Gesetz 
für Druck und äussere Kräfte, welches erfüllt sein muss, damit die 
durch go deönirte Bewegung stattfinden könne. 
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Dieser Fall begreift den noch speeielleren der stationären Be- 
wegung in aioh und geht in ihn über, wenn q>, + II und s von 
der Zeit unabhängig sind. 

Ist das GeschwindigkeitspoteDtial <p irgend welchen gestellten Be- 
dingungen entsprechend gefunden, so bestimmen sich nach (57') die 
QeschwindigkeitBcomponenten m, w, w für jede Stelle and ra jeder Zeit, 
und ans ihnen findet sich die Grösse und Riehtnng der resnltirenden 
Geschwindigkeit Soll die Geschwindigkeit überall endlich bleiben, so 
muss ^ eine stetige Function des Ortes sein. Die Gleichungen der 
Stromeurren finden sich duiGh Int^ratioQ der Differentialgldt^angen 

Anschaulich erhält man, aiu^ ohne diese BeehDOHg auBznföhren, 
ein Bild des Bewegungsznstandes zu einem beliebigen Zeitponki; mit 
Hülfe der Oberflächen 

g> = Const; 
denn da die Geschwindigkeitscomponenten bis auf das Torzeichen 
ebenso durch das Gesehwindigkeitspotential <p deönirt sind, wie die 
Kiaftcomponenten durch das Kräftepotential 0, so kann man, die p. 91 
und 92 für letztere gegebenen Sätze übertragend, Folgendes ans- 
sprechen: 

Construirt man das ganze nnendliche System der Poten- 
tialflächen <p = C für Werthe der Gonstanten, die sich um 
denselben unendlich kleinen Betrag SC unterscheiden, so 
giebt an jeder Stelle die Richtung der Normalen von kleineren 
zu grösseren Potentialwerthen die Bichtung der dort statt- 
findenden Strömung und bildet die Länge des Noimalen- 
elemeotes dN zwischen den beiden benachbarten Fotential- 
flächen durch ihren reciproken Werth das Maass für die 
Grösse der ebenda stattfindenden Geschwindigkeit, gemäss 
der Beziehung 

SN 

Die DeformatioiisgescliwiodigkeiteD gewiimea bei Existenz eines Ge- 
schwindigkßitspotenüales die Werthe; 

»■-ä"» „•_«'• ,■_«'• 

"^-S^" »-«F' '--e^' 

„.• = 2/1-, «.--2/1-, <-2/?- 

Die Lage der Hauptdilatationsaien ist nach p. 287 dadurch de- 
finirt, dass die auf sie bez(^nen Werthe y.', «;,', xj Tersch winden; dies 
gestattet, ihre Lage in unserem Fall bequem zu benrtheilen. 
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Beschränken vir uns nämlich auf das p. 277 definirte Bereich B 
■eines beliebigen Punktes, so kann man ^ jederzeit in die Heihe ent- 
-wickeln 

in welcher mit den Ctliedem zweiter Ordnung abzubrechen ist 

INe Oberflächen ip = Const sind dann innerhalb B Oberflächen 

zweiten Orades und ihre Äxen liegen paraUel denjenigen Riditui^n, 

für welche 

-^ = -^ = -^ =0 
BySz d%dx d'xdy 

ist. Hieraus folgt der Satz: 

Die Hauptdilatationsaxen sind an jeder Stelle p parallel 
de>i Hauptasen derjenigen Fläche zweiten Oradea, mit wel- 
cher die Oberfläche ip=C innerhalb des jenem Punkte zu- 
gehörigen Bereiches B zusammenfällt 

Was die Darstellung der Begrenzung der Flüssigkeit durch das 
System der Potentialflächen anbetrifft, so ergiebt die Gleichung (68'), 
dass fOr eine feste Wand nur die Bedingung d^/dn = zu erfQllen - 
ist, welche aussagt, dass die Potentialflächen sie überall senkrecht 
schneiden mässen. Demnach kann jede die Potentialflächeu überall 
normal durchsetzende Fläche als eine feste Begrenzung der Flüssigkeit 
gewählt werden. Im allgemeineren Falle einer ihrerseits bewegten 
Wand bleibt die Bedingung dfpjdn = Ni, bestehen. 

Für eine freie Oberfläche moss p einen constant gegebenen Werth 
besitzen, also auch II constant sein. Die G-leichung (58) liefert daher 
■eine Bedingung, welche die an der Oberfläche BtatfeB,udende Geschwin- 
di^eit V (oder aber den normalen Abstand benachbarter Fotential- 
flächen, von welchem der letzte Satz redet) in Verbindong bringt mit 
4eni Potential der äussern Kräfte und der Äenderung des G&- 
schwindigkeitepotentiales mit der Zelt d<pjdi. Die Erfüllung dieser 
Bedingung bietet grosse Sobwierigkeiten dar. Fehlen die äussern Kräfte 
und ist tp von der Zeit unabhängig, so hat die f^eie Oberfläche die 
Bedingungen zu erfüllen, dass die aof ihr liegenden Schnittcurven mit 
4em durch SC gegebenen System von Potefttialflächen überall gleiche - 
normale Abstände haben müsseiL 

Die Bedingungen dafür, dass ein Geschwindigkeitspotential ßa 
eine gegebene Bewegung existirt, sind aus den Gleichungen 

^ ~ 8x' ""dy' ^ ~ 8t 
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duTCh Elimmatioa von tj> leicht zu bilden und lauten: 

öl_öi?, ^_ö«, l!?_^. fisö'i 

dx~dy dx ~ dx. Sy'^dx ^''^ > 

Hiermit combiniren wir das System der Formeln (4"), in welches 
wir, wie schon früher die StrömungBgeschwindigkeiten u, v, w 
dorch die Beziehungen 

8x = u St, Sy = V St, 8x = w St, 
jetzt such die Kotationsgeschwindigkeiten X, n, v durch die Be< 
ziehangen 

SX = X St, Sfi = fi St, Sv = vSt 
einzufahren haben; dieselben nehmen dadnrch die Form an: 

^- 2[ey dx) ' 

l [du dlc\ ,an\ 

^~ 2[Bx By) ' 

Man erkennt bei der Vergleichnng von (59') mit (6ü) den Satz: 

Eine gegebene Flüssigkeitsbewegnng besitzt ein Ge- 
schwindigkeitspotential nur soweit und solange, als in der- 
selben keine Rotationen oder nach dem gebränchlichen 
technischen Ausdruck keine Wirbel stattfinden. 

Wir werden im nächsten Abschnitt nachweisen, dass, wenn eine 
Flüssigkeit, welche unter der Wirkung von Kräften steht, die ein 
Potential haben, zu irgend einer Zeit nirgends Wirbelbew^ungen ent- 
hält, sie auch nie dergleichen annimmt Daiaas folgt dann auch, dass, 
wenn eine solche Flüssigkeit zu irgend einer Zeit nioht rotirt, ihre 
Bewegung zu alier Zeit ein Geschwind^keitspotential besitzt Dies 
gut ebenso gut &a die ganze Ausdehnung einer Flüssigkeit, als für 
einen TheU derselben; in der That werden wir uns welter unten mit 
solchen Fotentialbewegungen beschäftigen, welche in einem Theil einw 
Flüssigkeit bestehen in Folge von Wirbeln, welche den andern erfüllen. 

Dabei ist zu betonen, dass ein Wirbel nicht identisch ist mit dem, 
was man gewöhnlich unter Rotation versteht, und demgemäss keines- 
wegs jede Bewegung, bei welcher alle Theilchen einer Flüssigkeit Kreis- 
bahnen um dieselbe Axe besehreiben, eine Wirbelbewegung ist; das 
Characteristische für letztere liegt, wie die Formeln (60) zeigen, über- 
haupt nicht in den absoluten Geschwindigkeitswerthen, soadem 
in dem Gesetz, das deren Aenderung mit dem Ort und < 
die Deformation des einzelnen Volnmenelementes befolgt. 
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In der That ergiebt sich aaa dem Ansatz 

y = 3arctg(|-) (61) 

nach (57') 

u^^^, v^4^,, w^O, (61') 

und diese Gomponenten stellen eine Bewegung dar, welche mit der 
Geschwindigkeit 

' ^ x' + y' ^ ' 

an allen Stellen senkrecht za dem Eadiuevector nach der 2-Axe statt- 
findet, die Theilchen also in Kreisen um dieselbe herumfQhrt. Da die 
Geschwindigkeit in der Z-Axe unendlich gross wird, kann diese nicht 
innerhalb der Flüssigkeit liegen; die letztere könnte aber, durch einen 
Kreiscjlinder um die Z-Äie begrenzt, sehr wohl eine diesem Potential 
entsprechende Potentialbewegung annehmen. 

Umgekehrt werden wir weiter unten Bewegungen kennen lernen, 
bei welchen alle Theilchen in parallelen Geraden fortschreiten und 
welche trotzdem Wirbel enthalten. 

Der obige speeielle Werth von y giebt Anlass za einer Bemerkung, 
die sofort einleuchtet, wenn man sich daran erinnert, dass die Be- 
wegung immer in der Richtung wachsender Potentialwerthe stattfindet: 

Eine Potentialbewegung, bei welcher die Flüsaigkeits- ■ 
theilchen geschlossene Bahnen beschreiben, erfordert ein 
mehrwerthigea Geschwindigkeitspotential. 

Wir schliessen solche Potentiale im Folgenden zu- 
nächst aus. 

n. Um die Schwierigkeiten zu vermeiden, welche die Behandlung 
der Grenzbedingungen mit sich bringt, betrachten wir zunächst eine 
nach allen Kichtungen sich in's Unendliche erstreckende 
Plflssigkeit nnd wollen dieselbe vorerst von unveränderlicher Dichtig- 
keit annehmen. Die Gleichung (58'), welche jetzt die einzige für yi 
geltende Bedingung ist, erhält wegen dBJdt = die Form: 

wofür wir kurz schreiben: 

jede ihrer Lösungen giebt innerhalb eines Bereiches, in welchem sie 
stetig und eDdlich ist, eine mögliche Flüssigkeitsbewegung.; Punkte, 
in welchen sie unendlich wird, sind durch passend gewählte Ober- 
flächen auszuschhessen, welche, soweit sie nicht Eintritts- oder Ans- 
trittsflächen für die Flüssigkeit geben, als deren Begrenzungen zu 
dienen haben und demgemäss von Stromlinien erfüllt sein müssen. 
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Ans jeder Lösung der Gleichung (62) kann man, da deren Dif- 
ferenüalquotienten sowohl als jede in ihnen lineare Function die Glei- 
chung gleichfalls erfüllen, unendbch Tiele weitere bilden. 

Unter diesen Lösungen sind die anschaulichsten und einfachsten 
diejenigen, welche nur von zwei Coordinaten abhängen, für welche also 
die Potentialflächen Rotations- oder Cjlinderfläohen, die Strom- 
linien also ehene Gurren sind. 

Wichtige Geachwind^teitspotentiale der ersten Art erhalten wir, 
wenn wir berücksichtigen, daas, wie leicht durch die Eeohnnng zu er- 
weisen, dag Kewton'sehe Potential eines oder mehrerer, ruhen- 
den oder bewegten Massenpunkte eine Function ist, welche der 
Hauptgleichung (62) genügt, und dase deshalb Gleiches von dessen Dif- 
ferentialquotienten gilt. 

Nehmen wir demgemäss in beliebigen Punkten x^,yt,»,i willkür- 
liche Massen ms an und setzen, da es sich nur um Bildung einer der 
Gleichung (62) genügenden Function handelt, die Conetante f des 
Newton'schen Gesetzes gleich Eins, so erbeten wir als einen sehr 
al^emeinen Ansatz für das Geschwindigkeitspotential: 

y=-2^' (62') 

worin 

r»' ={x- x,y + (j - 3/»)' + (* - ^y 
ist. Die Biditung Ton n rechnen wir, wo dieselbe in Betracht kommt, 
von dem supponirten Massenpunkt fth hinweg. 

Je nach dem Vorzeichen ron m^ wird (p an den Stellen x^, y,,, x» 
gleich ± oo; wir müssen also, da if innerhalb der Flüas^kät stetig 
sein muBs, diese Punkte irgendwie, etwa dnrch unendlich kleine um 
einen jeden von ihnen gelegte Oberflächen o^, z. B. £ugeln, aus dem 
Bereich, für welches wie tp in der Bedeutung eines G«sohwiudigkeits- 
potentiales anwenden, anssehlieesen. 

Da längs der Normalen »i auf denselben (f bei den einen überall 
wächst, bei den andern abnimmt, eo findet eine Strömung dur<dt diese 
Flächen statt; jene sind also resp. Eintritts- oder Austrittsflächen. 
Wir müssen uns daher die Vorstellung bilden, dass innerhalb der 
ersteren dauernd Flüssigkeit zugeführt oder erzeugt,' innerhalb der 
letzteren dauernd abgeführt oder vernichtet wird — eine VorsteUnng, 
mit welcher wir, obgleich sie in dieser Form practisch nicht realisir- 
bar ist, doch vortheilhaft rechnen können. 

Punkte, in der beschriebenen Weise von unendlich kleinen Flächen 
umschlossen, von denen aus Flüssigkeit in den Raum eintritt^ nennen 
wir Quellen oder Quellpunkte, Punkte, nach welchen bin Flüssig- 
keit austritt. Senken oder Senkpunkte. 
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Das välinnd der Zeit £ins durch eine dieser unendlich kleinen 
Oberflächen, z. B. o„ in den Kaum einströmende Müssigkeitsvolumen 
nennen wir die Ergiebigkeit des umschlossenen Punktes m^ und be- 
zeicbnen sie mit Mt. 

Um sie zu berechnen benatzen wir, dass die G-eschvindigkeit in 
der Eicbtung der äussern 14'ormalen n^ auf der Oberfläche o^ gleich 
d^jÖTit, and daes demgemäss das ganze aus der Oberfläche o« aas- 
tretende Yolumen Mt gegeben ist durch 

Setzt man hier den Werth von tp ein, so findet sich: 



welche über alle Massei 
1 aus, welches sich auf 



Aus dieser Summe, welche über alle Massenpunkte m« zu nehmen 
ist, sondern wir das Glied aus, welches sich auf den Punkt mt bezieht, 
and schieibeo 



K) (0.) 

wo nun die Summe über alle h, mit Ausnahme tod A = fc, za er- 
strecken ist 

Diese Summe lässt sich nach dem Hül&satz (22') umformen, da 
innerhalb des von Ot umschlossenen Baumes keines der r„ zu Null 
wird, and giebt in Eäcksieht auf ^(llr) = selbst NulL Die letzte 
Oleiahong läast sich nun schreiben 

J rt'ötii 
oder wegen der geometrischen Bedeutung von drtldnt auch 

Hierin ist aber der Ausdruck unter dem Integral nach der p. 362 
geg»b«ien Definition nichts anderes als die Oeffnung dwt des 
vom Funkte «h nach do^ gezogenen Elementarkegels, und die 
Integration über die ganze geschlossene Oberfläche giebt demnach die 
Grösse der Ei^elHg^eit 

jai=4«m,; (63") 
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positive mt entsprechen also den Quellen, negative den 
Senken, wie dies atioh direct einzusehen ist 

Liegt ein System von Quellen und Senken auf der Z-Axe in den 
resp. Abständen s„ vom Coordinatenanfang, so ist 

9' = -2^' "°^ r»' = (« - i,)* + e", 

felis e den senkrechten Abstand des betraohteten Punktes von der 
Z-Axe bezeichnet, also 6*= x*+ y" ist 
Hieraus folgt: 

and wenn man die Geschwindigkeit parallel mit e durch s bezeichnet: 

^ r,* ' 
Die Fotentialdächen sind Botatlonsäächen und daher die Strom- 
linien ebene Curven. Ihre Differentialgleichung ist: 

dx-.de = ^ '">(^7^'> :^^, (64-) 

oder anders geschrieben 

<,*'■»' 
Multiplicirt man diese Gleichung mit e, so erhält man auch 



^i/^^m" 



und hieraus durch Integration als die Gleichung der Stromcurven: 

„^■y /"*(»Z-^ =v {64") 

worin «r knrz den Werth der Summe bezeichnet 

Führt man den Winkel &s zwischen dem Badiusveotor r^ und der 
positiven Z-Axe ein, so achreibt sich die letzte Gleichmi^: 

ff =2«KC08r*» = c'. (64'") 

£in besonders wichtiger Fall ist der, dass zwei Quellpnnkte ±m 
von ent^gengesetzt gleicher Ergiebigkeit einander unendlich nahe li^en 
und, wie wir sagen, ein Quellpaar oder einen Doppelpunkt bilden. 
Ihren Abstand a, positiv von der Senke zur Quelle gerechnet, 
bezeichnen wir als die Axe des Paares. 
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Für Punite in endüclier Entfernung hat das von einem solchen 
Paar herrührende Geschwindigkeitspotential den Werth 

äi „ äJ- 

Torin 

r- = (x - xY + Cs - yj +{z- zj 

ist und x, y, *' die Coordinaten des Paares bezeichnen. 

Der Differentialijuotient nach der Richtung der Axe s ist ebenso 
zu verstehen, wie p. 349 der nach der Richtung der Normalen n»; ist die 
Sichtung der Ase einer Coordinatenaxe parallel, so tritt an seine Stelle 
der Differentialqnotient nach der bezüglichen Coordinate des Quell- 
paares, oder aber, da die <d, y', ^ nur in der Verbindung (a: — sc'), 
iy — y'), (* — «') in r vorkommen, der negative Differentialquotient 
nach der bezüglichen Coordinate des Punktes, auf welchen das 6e- 
scbwindigkeitspotential sich bezieht 

Demnach sind die negativen ersten Differentialq[uotienten 
des Newton'schen Fotentiales nach den Coordinaten als die 
Creschwindigkeitspotentiale von Quellpaaren gedeutet, deren 
Axen den betreffenden Coordinatenaxen parallel liegen. 

Analog lassen sieb die höheren Differentialquotienten 
als die complicirteren Verbindungen von Quellen und Senken 
entsprechenden Potentiale betrachten. 

Liegt das Quellpaar auf der Z-Axe, mit seiner Axe dieser Richtung 
parallel, und setzt man wieder a:* + 1/" = e*, so wird r* = (x — *'}* -j- e' 
und 

S — 
y'= + ^a^ = - ^'5^ = _ ^cos*; (65-) 

der ihm entsprechende Antheil <t' der Summe in der Gleichung (64"') 
der Stromcurven berechnet sich ebenso zu 

und giebt, für sich allein gleich <^ geseist, die Gleichung der einem 
Quellpaar entsprechenden Stromcurven. 

Ein noch einfocherer FaU ist der zweier Quellponkte von ent- 
gegengesetzt gleicher Ergiebigkeit in unendlicher Entfernung, oder der 
eines Quellpaares von unendlicher Axe. Wir wollen hierför die 
Buchstaben m' resp. M' nnd a' anwenden und erhalten unter der 
Voranssetzung, dass a' in die + 2-Axe fiUlt, durch eine einfache 
Kechnong für das Geschwind^keitspotential , welches diesem Paar 
entspricht: 
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^„ __!*._ jgg^ 

hingegen för den betreffenden Antheil a" an der Snmine in (64'"): 

ff" = - 2W /l - ^1) ■ (66'> 

Sind beide Paare zasammen Torhanden, das erstere im Goordi- 
natenanfang, also x' = 0, so entspricht ihnen als Qeachwindigkeits- 
potentäal , ,, 

,, = ,,-+,,"_-«(i! + !ij, (67) 

und, wenn man 2m' in die Conatante d hineinzieht, 

ff = ff- + ff" = + e' (^' - ^) = fl- (67'> 

als Gleichung der zugehörigen Stromcnrven. 
Setzt man 

^=B-, (67") 

und fahrt eine neue Conatante C ein, so erlilUt man ans (67'): 

.•(l_J")-C. (67"') 

Diese Formel zeigt, dass anter dem System der Stromcnrren, die man 
duroh wechselnde Werthe von C eriiMt, eine Schaar, nämlich die CT = 
entsprechende, zusammengesetzt ist aus der Z-Axe nnd dem Kreis Tom 
Badius R um den Coordinatenan^g, Da nan die Stromcnrven rings 
um die Z-Axe gleichmäseig verlaufen, so erfällt diese Schaar eine 
Kngeloberfläche, welche, wie jede von Stromlinien gebildete Fläche, 
auch als Begrenznng der Flüssigkeit gewählt, nämlich durch fflne 
starre Wand ersetzt werden kann, ohne die Strömung zu beeinflussen. 

Die Werthe der Öeschwindigkeitscomponeuten folgen aus (67) 

%maz% 8way» _f»o/3*' A 8»»' , 

«- ^ ' v=x ^ , w-^^^ Ij ^,. ( 

und ergeben für r = oo : 

"»=0, «»«,= 0, »„= -^J (< 

die Flnssifkeit bewegt sich also in unendlicher Entfernung vom Co- 

ordinatenan&ng nnd der begrenzenden Kugel mit der Gesdiwindigkeit 

— 8m'/a'* parallel der Z-Aie. 

Die Weithe von R nnd w« kann man benutzen, um m, m', 

ans den Formeln zu entfernen; suHi erhält dann: 
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Die vorstehenden Ausdrücke geben für r > R den Ein- 
flass an, den eine mit ihrem Centrnm im Coordinatenanfang 
iahende Kugel auf einen parallel der Z-Ase mit der Ge- 
schwindigkeit w^ fliessenden Strom von sehr grossem Quer- 
schnitt ausübt 

Hierbei ist noch besonders hervorzuheben, dasa, weil die Hanpt- 
gleichang (62) nur die Differentialquotienten von qo nach den Coordi- 
naten enthält, die Constanten der Lösungen, in unserem Falle also 
die Coordinaten und Ergiebigkeiten der Quellen und Senken, beliebige 
Functionen der Zeit sein können. Jede Aenderung äussert ihre Wir- 
kung 'augenblicklich auf alle Theile der unendlichen Flüssigkeit; 
dies ist eine Folge der angenommenen Incompressibilitat. 

Ertheilen wir dem ganzen System eine positive Geschwindigkeit 

so wird dadurch die Flüssig-keit im Unendlichen zur Kühe gebracht, 
aber die Quellen und Senken und daher auch die um das im End- 
lichen liegende Paar construirte Kugel werden die Geschwindigkeit m* 
erhalten. 

In diesem Falle ist: 

ihnen entspricht ein Gesohwindigkeitspotential: 

r bezeichnet hierin die Entfernung von dem mit der Geschwindig- 
keit + ß auf der Z-Axe fortschreitenden Ki^elcentrum, z die auf 
dasselbe bezogene Z-Coordinate; das Gesehwindigkeitspotential ist also 
nach (65') identisch mit demjenigea, welches von dem mit der Ge- 
schwindigkeit ü fortschreitendem Quellpaar herrührt. 

Man überzeugt sieh direot davon, dass eine mit der Geschwindig- 
keit ii fortschreitende starre Ki^el die Grenze dieser Flüssigkeits- 
bewegung sein kann, indem man die Gleichung (58") flir die feste 
Wand benutzt. Dieselbe wird hier, da «» = u^ = 0, m^i = ß ist: 

ficos(r, z) = «cos(r, x) + vcos(r, y)+wcos{r, x), 
oder, da 

cos (r, x) = —} COS (r, j,) = X , cos (r, x) = — 

ist — = ^^'^ • 

fät r = R werden die beiden Seiten in der That identisch, 

Voigt, Elcm. UHhBDllc. 23 
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Ein mit der Geschwindigkeit G in der Riclitung seiner 
Axe a geradlinig bewegtes Quellpaar von der Ergiebigkeit if 
bewirkt in einer im Unendlichen inhenden Flüssigkeit eine 
Bewegung, die sich durch eine um das Paar constrnirte 
starre Kugel rom Kadius 

begrenzen lässt, also auch die Strömung darstellt, welche in 
der Flüssigkeit durch die mit der Geschwindigkeit ß gerad- 
linig fortschreitende Kugel erregt wird. 

III. Zur Bestimmung des Druckes in der Flüssigkeit dient die 
Gleichung (58), welche lautete: 

|^ + :j: + «, + ff=r; 

darin war das Potential der äussern Kräfte, femer war 



"=ri 



gesetzt und es bezeichnete T die statt einer Integrationsconstanten 
auftretende willkürliche Function von (, 

Nehmen wir an, dass die Dichte constant ist und äussere Kraft« 
nicht wirksam sind, so ergiebt sie: 

ist überdies die Strömung stationär, also fp von der Zeit unabhängig, 
80 findet sich, da nun T zur Integrationsconstanten C wird: 



der Druck wird also um so grösser, je kleiner die Geschwindigkeit ist. 
Die Constante C findet sieh dadurch, dass, um das Problem voll- 
ständig zu bestimmen, für irgend eine Stelle der Druck gegeben sein 
moss; sind die sich daselbst entsprechenden Werthe p„ und Vi,, so folgt: 

P~P~=Y(K'-y'). (70') 

Befindet sich ein starrer Körper in der Flüssigkeit, so erfährt 
derselbe von ihr Drucke, deren Componenten parallel der Z-Aie die 
Summe geben 

Z = Jpcos (n, x) do, (70") 

worin die Normale n in das Innere des Körpers hinein positiv ge- 
rechnet ist 

In unserem Falle einer in der Flüssigkeit befindlichen Kugel 
föllt die negative Normale mit dem Kadiusvector zusammen; es wird 
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also, wenn man dessen Winkel mit der Z-Axe wiederum & nennt, 

•C08(», »} = — C08i9- und do = R^d-^Bind-dd- setzt, nach (70): 



= ~2nR'flc 



dt 



■^eos&smd-dd-. (70'") 



Da die Geschwindigkeit V an zwei den Winkeln & und n — & 
entsprechenden Oberfläehenelementen gleiche Grösse, cosd'sini?- aber 
gleiche und entgegengesetzte Werthe besitzt, so ist der Werth dieses 
Integrales für den stationären Znstand, d. h. für dfpjdt = 0, gleich Null, 

Eine ruhende Kugel erfährt von einem mit constanter 
Geschwindigkeit fliessenden Strome einer idealen Flüssig- 
keit Druckkräfte, deren Componenten nach der Bewegungs- 
lichtung die Summe Null ergeben. 

Dasselbe gilt begreiflicher Weise, wenn die Kugel sieh gleich- 
förmig bewegt und die FIflssigkeit im Unendlichen ruht; das Ge- 
schwindigkeitspotential 

enthält hier zwar die Zeit, deon x und r sind gegen ein bewegtes 
Coordinatensystem gerechnet und es ist daher 

2 = s, - iit, r'=e'+{^,~ iit)% 

vorin x, sich auf einen festen An&ngspnnkt bezieht; aber 

dt ~ 2 ir» r' ) dt 

ist eine gerade Function yon & nnd giebt, in das Integral (70'"} 
eingesetzt, abermals den Werth Null, 

Anderes gilt, wenn die Geschwindigkeit ß mit der Zeit variirt-, 
denn dann kommt zu dem obigen Werth von dtpjdt noch das Glied 
R'xdn 
2}^ dt ' 
welches nach EinfQfaning in das obige Integral (70") 

.= _-«.- (71, 



ergiebt. 

Beachtet man, dasa 



. M, 



gleich der Masse der von der Kugel verdrängten Flüssigkeit ist, so 
erhält man den Satz: 

Eine unendliche und im unendlichen ruhende ideale 
Flüssigkeit, welche keinen Kräften unterliegt, übt auf eine 
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geradlinig bewegte Eugel Druckkräfte aas, deten Compo- 
nentensumme nach der Bewegungsrichtnng gleich dem Pro- 
duct ans der halben Masse der Terdrängten Flüssigkeit iu 
die Beschleunigung der Kugel igt und der Bewegung ent- 
gegenwirkt 

Die übrigen Componenten und die Drehungsmomente 
sind nach der Symmetrie nothwendig gleich Null. 

Wirken Kräfte auf die Flüssigkeit, so addirt sich der 
von ihnen herrührende hydrostatische Druck zu der Ein- 
wirkung der Strömung. 

Da wir sonach tliß Einwirkung der Flüssigkeit anf die Kugel 
kennen, so können wir auch ihre Bewegung unter der Wirkung einer 
beliebigen Kraft bestimmen; sie ist nämlich dieselbe, als befinde sich 
die Kugel im leeren Kaume und wäre ihre träge Masse am die Hälfte 
der verdrängten Flüssigkeit und die wirkenden Kräfte nm den hydro- 
statischen Druck vermehrt. 

Wirkt z. B. auf die Kugel yon der Dichte «i und die Flüssigkeit 
von der Dichte « die Schwere, so findet die verticale Bewegung der 
ersteren nach dem Gesetz statt 

Eine von der Geschwindigkeit abhängige Widerstands- 
kraft findet die Kugel in einer idealen Flüssigkeit nicht. 
Zu einer solchen führt erst die Berücksichtigung der innem Keibung^ 
die wir bisher ausdrücklich vernachlässigt haben. 

IV. Dem vorstehenden Problem, bei welchem die Potentialäächen 
Rotationsflächen waren, entspricht in allen seinen Theilen ein anderes^ 
bei welchem die Potentialfiächen Cylinderflächen sind und das wir 
der grossen Aehnlichkeit wegeu nur kurz andeuten wollen. 

Ist eine ideale incompressible Flüss^keit zwischen zwei sehr nahen 
unendlich grossen ebenen Platten enthalten, die parallel der XF- Ebene 
liegen mögen, so findet eine Bewegung parallel der Z-Axe im Allge- 
meinen nicht statt, tp ist also nur eine Function von x und y\ die 
Hauptgleichung, welche es erfüllen muss, lautet dann: 

was wir hier und später abkürzen in A'tp = 0. 

Dieser Gleichung genügt eine Function, die in der Ebene ganz 
dieselbe Stelle einnimmt, wie das Newton'sehe Potential im Kaume, 
nämlich das sogenannte Logarithmische Potential 

9= +2"^'W. ('20 
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worin m», eine im Punkte x^, y„ angebrachte Masse bezeichnet und, 
wie öräher, auch weiterhin 

V=(rc-x.)'+(y-y,)- 
ist; 6» rechnen wir positiv von der Stelle x*, y^ nach x, y hin. Je nach 
dem Voneichen von m^ wird tp an den Stellen ic», y* gleich ± oo, was 
andeutet, dass dort entweder Quellen oder Senken anzuuehmen sind; 
diese kann man in unserem Falle leicht practisch herstellen, indem 
man in der einen, die Flüssigkeit begrenzenden Platte, Bohrungen an- 
bringt, durch welche der Zu- oder Abfloss geschieht Natürlidi mnas 
man dann die diesen Stellen unmittelbar benachbarten von der Be- 
trachtung ausschliessen, da in ihnen die Bewegung nicht, wie oben 
angenommen, parallel der XT-Ebene geschieht; man kann etwa die 
Senken oder Quellen mt durch unendlich kleine Curven «i umgeben und 
durch diese die Strömung bestimmter Volumina, den Ergiebigkeiten Jf» 
gleich, stattfindend denken. 

Nach dem p. 349 angewandten Verfahren' findet sich hier für 
die, wie früher, durch 

^*=/fe/^* (72") 

definirte Ergiebigkeit der Werth: 

M^ = 2'!tm^. (72'") 

Um die Stromcurven zu bestimmen ist die Gleichung 

dx:dy=^m,''-^:y^mj-^f (73) 

zu integriren. Dieselbe lässt sieh schreiben: 

■^ " i.r - xuY + ly - y„f ' 

was identiBch ist mit 

U - xj 

Hierana folgt durch Integration: 

ff = ^m,Arc%g(^l^^=o', (73") 

wo die Reihe kurz gleich ö- gesetzt ist; dies lässt sich auch schreiben: 

ff=2w.*, = c', (73"') 

felis &i den Winkel zwischen e, und der X-Axe bezeichnet 

Für ein Quellpaar ±m, dessen unendlich kleiner Abstand, positiv 
gerechnet von der Senke (—m) zur Quelle (-f-m), wieder gleich a sein 
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möge, wird das Geschwindigkeitspotential, wenn b den Abstand ron 
dem Paar bezeichnet, 



me) ^ Ma dm . 



(74) 



in dem Falle, dasa a in die + ^-Blditiing fällt lind 

ist, unter x' die X-Goordlnate des Paares verstanden, schreibt sich dies 
in der oben benutzten Bezeichnnng gemäss dei Fonnel (65'): 

Der hiervon herrührende Antheil der Summe a ia der Gleichung 
(73'") lautet, entsprechend (65"): 

ff'= -ma||= +^= +i^sinÖ-. (74"> 

Haben wir ein Qnellenpaar ±m' mit unendlicher Axe a', 
so wird, wenn die 4- X- Richtung mit der Axe zusammenfallt, das 
ihm entsprechende Geschwindigkeitspoteutial: 

*"=-'?' ('S) 

der Antheil an der Summe a: 

„"_+„• (._!?). (76') 

Sind beide Paare zusammen vorhanden, das erstere im Coordinaten- 
anfeng, also s^=(i, so entspricht dem ein Geschwindigteitspotential: 

,p = 9>'+y"^-^(^ + *-J^'), (76) 

während die Gleichung der Stromeurven lautet: 

<,_,-+„"= + ,(^»-Lf)_o, (76') 

WO in e' die Constante m'n hineingezogen ist 
Setzt man 

l~"' = -ß' (76"> 

und führt eine neue Constante C ein, so erhält man aus (76'): 

j/(l-^)=C'.- (76'") 

Die Diseussion dieser mit (67'") sphr ähnlichen Formel zeigt, dass 
die C = entsprechende Stromcurve aus der X-Axe und einem Kieis 
vom KadiuB R um den Goordinatenan&ng besteht, dass masi also die 
Flüss^keitsbewegung durch eine feste Kreislinie begrenzen kann. 
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Aus dem Geschwindigkeitspotential (76) folgen die Gesehwindig- 
keitscomponenten 

" = ^(^-l) -'■?■' v-?^ii; (77) 

in unendlicher Entfernung r wird also «„ = 0, u^ = — 4m' ja', sodass 
sich auch schreiben lässt: 

y = ^"» (? + ^) ■ ("') 

Man erkennt daher leicht Folgendes. 

Die im Vorstehenden untersuchte Plüssigkeitsbewegung 
lässt sich dahin deuten, dass sie den Einfluss angiebt, wel- 
chen ein mit seiner Äxe in der 2-Axe liegender starrer 
Kreiscjlinder auf einen parallel der X-Ase fliessenden 
Strom von sehr grossem Querschnitt ausübt. 

Demgemäss kann man auch das ganze System von Folgerungen 
aus den erhaltenen Formeln ziehen, welches oben aus den entsprechen- 
den für eine Kugel In einem Flüssigkeitsstrome gewonnen ist. 



§31. Keohanik idealer FlÖHigkelten; AoaflntB ans einem EeierToir; 
S«actioii and Stou eines Strablea. 

Nur eine kleine Zahl von Problemen der Hydrodynamik gestattet 
die vollständige und strenge Lösung in der im Vorstehenden ent- 
wickelten Weise, und hierunter wiederum nur der kleinste Theil mit 
elementaren Hülismitteln ; alle diese haben aher so gut wie keine ex- 
perimentelle Bedeutung. Für die Zwecke der Beobachtung begnügt 
man sich zumeist mit unvollständigen Auflösungen oder gewissen 
Kegeln, die aus der Gleichung (58) 

|^-h-^ + * + n"=T (78) 

abzuleiten sind. Diese Formel setzt voraus, dass die Flüssigkeit als 
eine ideale betrachtet, also die innere Reihung vernachlässigt werden 
könne und die Bewegung eine Fotentialbewegung, also eine von Wir- 
beln freie sei. 

L Wenden wir sie auf die stationäre Strömung einer Flüssigkeit 
von unveränderlicher Dichte an, so lautet sie: 

T + '^ + T = '- 
"Wirkt von äussern Kräften nur die Schwerkraft parallel der posi- 
tiven 2-Axe, so nimmt dies die Form an: 



^-)' + ^-o.. (78-) 

D„ii„.db,Go(5glc 
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Nun sei ein Qe^ss mit FlQssigkeit gegeben, aus welchem letztere 
durch eine Oefi&ning in der Wand ausfliesat, deren Dimensionen wir 
ala verschwindend gegen die Dimensionen des Gefasses ansehen. Wird 
der Stand der FlOss^keit in dem Geßss constant gehalten, so ist der 
stationäre Zustand als streng, sinkt er nur langsam, so ist er als an- 
genähert erreicht anzusehen. In der freien Oberfläche, Ton der' aus 
wir X rechnen wollen, sei der Druck p, und die Geschwindigkeit 
nahezu constant; dann nimmt für eine beliebige Stelle in der Tiefe x 
anter dem Niveau die letzt« Formel die Gestalt an: 

i:^i-,. + t_*-0; (78") 

daraus folgt für eine Stelle der freien Oberfiäche des austretenden 
Strahles in der Tiefe «,, auf welche der äussere Druck p, wirken und 
in der die Geschwindigkeit F, stattfinden mag: 

r; - v; = 2gz, + ^{p,- ?,). {78'") 

Wäre im Querschnitt q, der Ausflussöffnung der Druck constant 
gleich p„ so müseten auch alle Theilehen mit gleicher Geschwindig- 
keit r, anstreten; die Beobachtung zeigt aber, dass dies nicht der Fall 
sein kann. Unmittelbar vor der Oeffnung verjüngt sieh nämlich 
der Strahl innerhalb eines Weges, der bei kreisrunden OefFnungen 
nur etwa ihrem Radius gleich ist, in sehr auf^liger Wdse um nahe 
drei Zehntel seines Querschnittes, und man erkennt leicht, daas dies 
nicht möglich wäre, wenn alle austretenden Theile gleiche Geschwin- 
digkeit hätten. 

Constmirt man nämlich in der Oeffnung q, eine alle Stromlinien 
normal schneidende Oberfläche und nennt ihre Grösse o,, eine zweite 
im Contrahirten Querschnitt q' von der Grösse o' und nimmt in beiden 
constante Geschwindigkeiten V, und V an, so sind die in der Zeit- 
einheit durch sie strömenden Volumina o,V^ und o'V nothwendig ein- 
ander gleich. Zugleich ist aber die Geschwindigkeit in der Ober- 
fläche des Strahles, des dort stattfindenden constanten äussern Druckes 
p, wegeu, jedenfalls für beide Querschnitte gleich. Also kann V und 
demnach auch p aof o, nicht constant sein. Es zeigt sich aber, dass, 
wenn man den Strahl horizontal aus dem Ge^ss austreten lässt, von 
der oben als contrahirt bezeichneten Stelle an sein Querschnitt sich 
zunächst nicht weiter ändert, und man schliesst dwaoa, dass doft die 
Geschwindigkeit und also auch der Druck über den ganzen Querschnitt 
hinweg einen nahe constanten Werth und die Stromlinien parallele 
Bichtungea besitzen werden. 
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Man wendet daher aaf jede Stelle des contrahirten QuerBChnittes q 
die Formel (78"') 

an und setzt die in der Zeiteinheit ansfliessende Menge 

Da diese Menge U bei stationärem Znstand in der Zeiteinheit auch 
durch den Querschnitt 5, innerhalb des Gelasses gehen muss, in wel- 
chem die. Geschwindigkeit V, nahe constant ist, so gilt die Beziehung 

y^i = Kq«, 
und man erhält dadurch schliesslich: 

25t, _ — (p, ^ p,) 
r,' = '—rr . (79) 

9. 

Ist der Druck in d^r Oberfläche des Strahles derselbe, wie der in 
der freien Oberfläche im Geßss, also p, = p„ und ist q so klein 
neben q,, dass man {q'jq^* neben Eins Temachlässigen kann, so 
resultirt 

r:='igx.., (79') 

was, verglichen mit der letzten Formel (35) des ersten Theiles, den von 
Torricelli herröhrenden Satz ausspricht: 

Die Geschwindigkeit, mit welcher die Theilchen einer 
Flüssigkeit, die ausschliesslich unter der Wirkung der 
Schwerkraft steht, durch eine kleine Oeffnung aus einem 
Behälter austreten, ist dieselbe, die sie beim freien Fall von 
der Höhe des Niveaus bis in diejenige der Oeffnung erlangen 
würden. 

üeberwiegt in der Formel (79) das von der Druckdifferenz her- 
rührende Ghed erheblich die Einwirkung der Schwere, so findet sich 
für kleines q'jq^'- 

r,' = \{p,-P,). (79") 

Findet der Ansfluss nur unter dem Einfluss einer Dif- 
ferenz der innerhalb und ausserhalb des Gefässes auf die 
Flüssigkeit wirkenden Drucke (p„ — i»,) statt, so ist das 
Quadrat der Äusflussgeschwindigkeit gleich der doppelten 
Druckdifferenz dividirt durch die Dichte der Flüssigkeit 

Haben im Strahl die Theilchen eines jeden Querschnittes gleiche 
nnd parallele Geschwind^keiten, so wirken sie bei der Bewegung 
nicht auf einander ein, sondern bewegen sich wie &eie Massenpunkte, 
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beschieibea also je na«h der L^e der Ausflussöffiitmg Tergchiedene 
Theile einer Parallel, deren Gestalt man benutzen kann, nm aus ihrer 
Beobachtung die Aasflussgeschwindigkeit V^ zu berechnen. Die Mes- 
sungen haben, wenn der Ausfluss durch eine Oeffimng in einer dönnen 
Wand geschah, eine befriedigende Uebereinstimmung mit den ohen 
gefundenen Formeln ergeben und dadurch die Berechtigung der ge- 
machten Vernachlässigungen erwiesen; Ansat^öhien Termindem die 
Ausflossgeschwindigkeit. 

Wild das Niveau in dem Flüssigkeitsbehälter nicht constant er- 
halten, so ist seine Tiefe ^ unter einer beUebigen Anfangsposition ver- 
änderlich nach dem Gesetz, das» 

«.g - 9'r„ (80) 

also bei einz^er Wirkung der Schwere nach (79) 

'•'i-u/^r -(801 

ist. Da das obere Niveau die veränderliehe Tiefe ^, die Ausflnss- 
öönung die constante Tiefe h unter dem Anfangsnivean hat, so ist 
(A — $} an die Stelle von x., getreten. In dieser Formel wird, wenn 
das Geiäss nicht cylindrisehe Gestalt hat, auch q, von ^ abhängen. 
Durch Integration erhält man die Stellung des Niveaus zu jeder Zeit 
Damit das Niveau mit constanter Geschwindigkeit ß sinkt, muss 

(80") 



.■f^¥^- 



sein. Hieraus kann man eine Kegel zur Construotion einer Wasser- 
uhr ablesen, bei der gleichen Zeiten gleiche vom Niveau zurückgelegte 



Schreibt maa die Formel (78") 

^-J'.+ e)7~-|{F'-r,'), (81) 

so giebt sie an, um wieviel sieh der Druck während der Bewegung, 
der sogenannte hydraulische Druck, in einer beliebigen Tiefe vom 
hydrostatischen, der durch die beiden ersten Glieder angegeben 
wird, unterscheidet. Man sieht, dass der erstere um so mehr kleiner 
als der letztere ist, je mehr die Geschwindigkeit V an der betrachteten 
Stelle die im Niveau stattfindende V, überüdfFt; es ist sogar möglich, 
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das8 der hydraulische Druck kleiner ala der Oberflächendruck p„ wird. 
Um dies zu erkennen, fQhren wir ein, dass 



Vq = V,q,= V,q 
Zgh - ~ (p, - Po) 



ist; dadurch wird obige Gleichung zu: 



(81') 



Wirkt nur die Schwere, ist also p, = p„ und ist femer sowohl q 
als q' sehr klein neben q„ so wird sehr einfach 



P^P'.-i- ^glx'- 



(81") 



Diese Formel ist tod Daniel BeraouUi. auf- 
gestellt und an Geffissen von nebenstehender Form 
geprüft worden; der Druck an der verengten Stelle q 
wurde durch das Manometer m bestimmt. 

n. Ueber die Wirtungen von FIüssigkeitsstraMen 
lassen sich noch aus allgemeinen mechanisohen Frin- 
cipien einige Folgerungen ziehen, welche, ob sie gleich 
mit den hydrodynamischen Gleichungen nichts zu thun 
haben, hier angefügt werden mögen. 

Wir wollen uns ein mit Flössigkeit gefülltes Ge- 
fäsa, aus welchem unter der Wirkung der Schwere 
ein Strahl in horizontaler Eichtung austritt, reibungs- 
frei auf einer horizontalen Ebene verschiebbar denken 
und auf dieses System die Gleichungen für die Be- 
wegung des Schwerpunktes anwenden. 

Sei M die Masse des gefüllten Gelasses und U 
seine horizontale, unendlich klein angenommene Geschwindigkeit, m die 
Masse .der bereits ausgetretenen Flüssigkeit, welche die horizontale 
Geschwindigkeit V, besitzt, so muss 

MU+mV, 

einen von der Zeit unabhängigen Werth haben; denn die Schwere 
^ebt keine horizontale Componente und ein etwa vorhandener allseitig 
gleicher Oberfläehendruck desgleichen. Es muss daher 




Fig. 43. 
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«^ + c^+" 



oder, wenn man U als Terschwindend klein und die Aosänsegescliwin- 
digkeit V, als sehr nahe constant annimmt, anch 

ifl^ + >;^ = (82) 

sein. 

Kun ist dmjdt, d. h. die in der Zeiteinheit austretende Flüssigkeits- 
menge, gleich q'eV„ nnd MdUfdl ist die Kraft K, welche der Masse M 
dieselhe horizontale Beschleunigung zu ertheilen vermag, die sie in 
Folge der austretenden Flüssigkeit erhält; daher kann mau 

K= -q'tv: (82') 

auf&ssen als die Kraft, welche der austretende Strahl auf das gefüllte 
Oeßss ausübt 

Steht die Flüssigkeit in demselben nur unter der Wirkung der 
Schwere, so ist V'=2gh, unter A die Höhe des Niveaus über der 
Oeffnung verstanden, es gilt demnach: 

K= --2gksq'; (82") 

steht sie nur unter dar Wirkung eines üeberdruekes (p« — p,), so ist 
17= 2(p„ — p,)/« und es gilt: 

K= -2q'ip,~p.). (82'") 

Dividirt man K durch g', so erhält man den auf die Flächen- 
einheit des Contrahirten Querschnittes bezogenen ßeactionsdruck des 
Strahles und kann daher den folgenden Satz aussprechen: 

Der Keactionsdruck des aus einem Reservoir austreten- 
den Strahles einer incompressiheln Flüssigkeit ist gleich 
dem Product aus deren Dichte in das Quadrat der Strahl- 
geschwindigkeit; in dem speciellen Falle, dass der Strahl 
nur durch die Wirkung der Schwere auf die Flüssigkeit im 
Beservoir getrieben wird, bestimmt sich dies näher gleich 
dem doppelten hydrostatischen Druck in der Oeffnung — in 
dem andern, dass nur ein Ueberdruck auf die Oberfläche im 
Reservoir treibend wirkt, gleich dem Doppelten dieses Üeber- 
druekes. Die Gesammtkraft, welche das Gefäss durch den 
Strahl erleidet, ist gleich dem Product des Ueactionsdruckes 
in die Grösse seines contrahirten Querschnittes und hat die 
dem austretenden Strahl entgegengesetzte Richtung. 

Durch eine ähnliche Betrachtung lässt sich auch ein Schlnss 
über den Druck — uneigentlich Stoss genannt — ziehen, welchen 
ein Flüssigkeitsstrahl gegen einen starren Körper ausübt, den er trifft 
(Figur 44). 
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Iq einem Querschnitt a bewege sich dei Strahl in allen seinen 
Theilen mit der gleichen Geschwindigkeit V,, es mnss also der Druck 
daselbst auch überall gleich dem auf die Oberfläche wirkenden sein. 
Weiter werde der Strahl durch die Einwirkung des starren Körpers 
zertbeilt und verlasse ihn in eine 
kegelartige Fläche ausgebreitet. Haben 
in b alle Theile desselben Querschnitts- 
elementes wieder dieselbe Geschwindig- 
keit Tt, so muss hier auch der Druck - X 
im Innern wieder oonstant und, da der- 
selbe dem in a herrschenden gleich ist, 
überdies 

v, = v, "'Sy"^ 

sein. Y 

Wir wollen die Gleichungen für Fig. a. 

die Bewegung des Schwerpunktes an- 
wenden auf das Massensystem, welches aus dem starren Körper k und 
der zur Zeit t zwischen a und b befindlichen Flüssigkeit besteht Sei M' 
die Masse des ersteren, dm ein Massenelement der letzteren und seien 
U', V, W und M, V, w die betrefi'enden Geschwindigkeitscomponenten 
und A, B, C Constanten, so lauten die hier geltenden Gleichungen für 
die Bewegung des Schwerpunktes, wenn wir tou der Einwirkung der 
Schwere absehen: 

M'U' + Judm = A, 

M' V +Jvdm. = B, (83) 

M-W + Jwdm=: C'. 

ü', V, W betrachten wir als ausserordentlich kleine Grössen. 

Differentiiren wir diese Gleichungen nach der Zeit, so ist zu be- 
denken, dass während dl das betrachtet« Flflssigkeitsvolumen sich längs 
des Körpers verschiebt, etwa die Position zwischen a' und b' erreicht, 
wo dann 

äa'=V„dl, bb'=V^dt ist. 

Zwischen a' und b bleibt Masse und Geschwindigkeit, da die 
starre Oberfläche eine nur unendlich kleine Geschwindigkeit besitzt, 
ungeändert; die in den Gleichungen (83) auftretenden Summen er- 
leiden sonach nur dadurch eine Äenderung ihres Werthes, dass der 
sieh auf die Masse zwischen bb' beziehende Term additiv, der sich auf 
die Masse zwischen aa' beziehende subtractiv zu dem Anfangswerth 
hinznsufflgen ist Demnach giebt die Ausführung der DifTerentiation : 
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M'^ + Bfvudq-Efvudq =0, 

M'^-i- bJfv dq - sfvv dq = 0, (83') 

(H (") 

M''^ + ejvivdq - sfvwdq = 0. 

m (-) 

Nehmen wir an, die Strahlrichtung in a sei parallel der + X-Ase, 

die Bewegungsrichtung in dq hingegen unter Winkeln gegen die Co- 

ordinatenaxen geneigt, deren Cosinus resp, a, ß, y sind, so können 

wir für die Componentensuniinen X', Y', Z' der Drucke, welche die 

starre Oberfläche durch den Strahl erleidet und welche durch M'dü'jdl, 

M'dV'jdt, M'dW'jdt gegeben sind, fönende Werthe schreiben: 

X'=,Jv^dq~tJv'adq, 

(«) C'i 

r= -ejr-ßdq, (83") 

Z'= ^ejr'ydq. 

(tl 
Jedem Querschnittselement von q^ entspricht eines von g» in der 
Weise, dass durch das letztere dieselben Flü^gkeitstheilchen passiren, 
■wie durch das erstere; da überdies nach Obigem V, = Vi constant ist, 
so kann man vorstehende Formeln einfacher schreiben: 

X'^tT'J(l-«)dq, 

Y-^-BV'Jßdq, (83-) 

Z' = -BV'Jrdq. 

w 

Um diese Integrale auszurechnen, bedarf es noch der Kenntniss 
des Zusammenhanges zwischen «, ß, y und dq^ der im Allgemeinen 
die vollständige Lösung des hydrodynamischen Problemes verlangt 
und demgemäss nicht angebbar ist. In dem speciellen Falle, dass 
■die starre Oberfläche eine Rotationsfläche ist und der auffallende 
Strahl mit seiner Axe in ihrer Axe liegt, muss sich nach Symmetrie 
die Flüssigkeitsmenge rings um die X-Axe gleichmässig vertheilen und 
daher werden: 

X' = £r'g„(l-ß), Y'= Z'=0. (84) 

Ist noch die Form der Oberfläche eine solche, dass die Richtung, 
in welcher sich die Theilchen der Flüssigkeit bewegen, nachdem äe 
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die Fläche verlaesen haben, auch ohne vollständige Theorie angebbar 
ist, so läsat sich X' nach (84) berechnen. Derartige Formen sind ins- 
besondere Xegel von so grosser Seitenlänge, dass die Flüssigkeit ihnen 
parallel weitergeht, nachdem sie dieselben verlassen hat 

Degenerirt der Kegel zu einer normal zur X-Axe liegenden nicht 
zu kleinen Scheibe, so kann man a = setzen und erhält 

X'=%r'q„ (84') 

also den Druck gleich der Reaction desselben Strahles, was an sich 
einleuchtend ist, da, wenn man sich das Ge^s und die gestossene 
Oberfläche zu einem festen System verbunden denkt, dieses durch das 
senkrecht zur X- Äxe abfliessende Wasser keine Beschleunigung parallel 
der X-Axe erfahren kann. 

Die Resultate der letzten Betrachtung fassen wir zusammen in 
den Satz: 

Die Kraft, welche eine Rotationsfläche von einem axial 
auftreffenden Strahl einer incompressibeln Flüssigkeit er- 
fährt, ist gleich der in der Zeiteinheit durch den Strahl- 
querschnttt strömenden Masse multiplicirt mit der Differenz 
der der Axe parallelen Geschwindigkeiten der i'lüssigkeit 
vor dem Erreichen und nach dem Verlassen der Rotations- 
fläche. 

III. Um die vorstehenden Betrachtungen auf Gase auszudehnen, 
gehen wir wiederum von der Gleichung (78) aus, welche lautete 



l^ + ? + «'+/f = ''. 



und führen den Zusammenhang zwischen « und p ein, der dem Problem 
entspricht 

Wir betrachten zunächst den Ausäuss aus einem Gelasse, in wel- 
chem durch andauerndes Zupumpen der Zustand constant erhalten 
werden mag, sodass das Geschwindigkeitspotential y und demgemäss 
.auch T als von der Zeit unabhängig angesehen werden kann; den 
Einöuss der Schwere ignoriren wir und haben den^emäss einfach: 

Ist die Einrichtung angemessen getroffen, nämlich die Ausflass- 
öflnung klein und der TIeberschuss des innem Druckes über den 
äussern gering, sodass der Ausfluss langsam stattfindet und die Tem- 
peratur lies ausfliessenden Gases in allen Theilen als constant an- 
gesehen werden kann, so ist nach (39") b = Gpta setzen, woraus folgt: . 

|! + ^i(rt = »., (85-) 
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Wendet man diese Formel einmal anf das Innere des Beserroiis 
an, dann auf den freien Raum, in welchen der Ausfluss stattfindet; 
und bezeichnet man die bezüglichen Werthe mit V„ p„ und V,, p„ so 
erhält man 

worin die Constante C der herrschehden Temperatur und der benatzten 
Gfasart individuell ist, z. B. gilt C= e^jp, = ejp,. 

Da der Zustand stationär sein soll, so mnss die Beziehung statt- 
finden 

welche ausdrückt, dass durch den, wie p. 360 besprochen, contrahirten 
Querschnitt q, in welchem die Dichte «„ die Geschwindigkeit V, ist, 
in der Zeiteinheit dieselbe Masse geht, wie durch den Querschnitt q„ 

wo «„ und K stattfindet; wegen s„IPa = s,lp, kann man dafür auch 
schreiben: 

q'p,V, = q^PoV,. 

Hierdurch lässt sich die Formel (85") in die geeignete Gestalt bringen, 
um V, zu bestimmen, sodass sie lautet: 

■-■('-(SD-^t'e;)- '«^T 

Findet das Ausströmen in den leeren Baum statt, ist also p, = 0, 
so ergiebt die Formel T^ = co, was zeigt, dass unter diesen Umständen 
die gemachte Annahme vollständiger Ausgleichung der Temperaturen 
jedenfalls nicht zulässig ist. 

Im zweiten extremen Falle so grosser Ausfinssmengen, d. h. so 
grosser OeSnung und so grossen Ueberdruckes, dass man die Wärme- 
leitni^ ganz vernachlässigen kann, gilt nach {39'") «"= C,p; also wird: 

oder 

Angewandt wie die Formel (85') und unter Berücksichtigung, 
dass hier aus 

q'fX = ?.«oK, 
folgt 

q'p'"v, = q^Pt K, 
giebt dies 
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Hieraus erhält man für p,= 

also auch für das Ausströmen in den leeren Baum eine endliche 
Geschwindigkeit, 

Beide oben verfolgte Annahmen geben darin Uehereinstimmung, 
dass das Quadrat der Ansflussgeachwindigkeit bei gleichen Druek- 
verhältnissen der Dichtigkeit des benutzten Gases indirect, das Quadrat 
der ausgeflossenen Masse ihr also direct proportional ist. 

Die Beobachtung kann an die Ausflussgeschwindigkeit unmittelbar 
natürlich nicht anknüpfen, die ausgeströmte Menge lässt sich aber, 
wenn man das Gas durch eine Flüssigkeit verdrängt und Sorge trägt, 
den Druck im Reservoir eonstant zu erhalten, durch die Volumen- 
ändemng des Gases im Gasometer oder durch die zugeführte Flüssig- 
keitsmenge messen. Auch lässt sich die bei constantem Volumen in 
Folge des Ausflusses eingetretene Druekänderung im Reservoir in 
dieser Hinsicht verwerthen, wenn der Ausflnss so langsam stattfindet, 
dass man in jedem Moment die für den stationären Zustand gültigen 
Gleichungen anwenden kann. 

Die Formeln für diese Druckänderung lassen sich nur angenähert 
integriren, und es bietet einen Vortheil, diese Annäherung von vorn- 
herein einzuführen. 

Wir erhalten aus (85") und (86") für einen beliebigen Querschnitt, 
in dem die Werthe V, p, e stattflnden, und für die behandelten beiden 
extremen Fälle die allgemeinen Formeln: 

I. r.-r.. = ^v(fc) 

und 

Nimmt man an, dass die Druckdifferenz ;?„ — ji so klein neben 
dem gesammten Druck p ist, dass man {p^ — p)lp neben Eins vernach- 
lässigen kann, so erhält man durch Entwickeluug und Beschränkung 
auf das niedrigste Glied aus (I) und (II) dieselbe Formel 

P'-K=^{p.-P), (87) 

also auch dasselbe Gesetz, wie für eine incompressible Flüssigkeit, 
welche nur unter der Wirkung einer Druckdifferenz steht. 

Auf den ausfliessenden Strahl angewandt glebt die Formel, wenn 
man die Geschwindigkeit im Gasometer gegen die Ausflussgeschwindig- 
keit versehwindend annimmt: 

>'.'=4(J'.-?,)- (81') 
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Die in der Zeit dt ausfliessende Masse ist gleich V.eq'dl; sie ver- 
riQgert die Masse M im Gasometer, sodass also 
rf J/ = - ?' y2i(j)„-j),) dt 
ist Nennt man das Volumen Gas im Gasometer ii, so ist- M = iit, 
und wir erhalten allgemein 

£2d€ + sdii = - 5' y2t{p,-p,) dt. (87") 

Hierin ist, wenn man annimmt, dass die Temperatur des Gases 
im Gasometer constant erhalten wird, de = Cdp„- zu setzen; e selbst 
ist als constant zu behandeln, da oben Glieder von der Ordnung 
(«0 — *.)/«, neben Eins vemachläss^ sind. 

Hat das GefSss constantes Volumen, ist also dß = 0, so folgt: 

-Ji^^P^=-dt, 
oder 

Ist der Änfangswerth von p, gleich p/, so erhält man für i}ie 
Zeit, welche bis zur Erreiehnng des Werthes p„ verflossen ist, die 
Formel: 



'-M(V 



(87») 

in welcher p ein beliebiger mittlerer Werth des Druckes und « die ihm 
entsprechende Dichte ist 

Drückt man in Formel (87) Fund V, durch die Ansflussgesehwin- 
digkeit aus und setzt constante Temperatur voraus, so nimmt dieselbe 
die Gestalt an: 

oder durch Einführung Ton (87'): 



(»■ 



m- 



Diese Formel giebt den hydraulischen Druck innerhalb des Gas- 
stromes an. Ist der Querschnitt 9, des Stromes im Gasometer gross 
gegen den eontrahirten Querschnitt q' des austretenden Strahles, so gilt 
einfacher: 

P.-P = {P.-P,){'^)'- (88-) 

Wir werden nur innerhalb der oben eingeführten Annäherung 
bleiben, wenn wir hierin rechts pjp mit Eins vertauschen, aus- 
genommen den Fall, dass das Verhältniss q'jq sehr stark von Eins 
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und daher nach der Forme] auch (p, — p) sehr stark von (y„ — j»,) 
verscMeden ist, ein Fall, den wir ausschliessen. Es wird dann 
einfacher: 



P.-P = {P,-P.)[(fj-ij- 

Man erkennt, dass, wenn (?'/?)' > 1 ist, dann p<p, wird ; in Fo^ 
dessen muss, wenn in dem Querschnitt q durch eine OefFnung in der 
Wand des Canales, innerhalb dessen das Gas strömt, eine Verbindung 
mit dem Äussenraum, in welchem der Dmck p, herrscht, hergestellt 
wird, die Luft von aussen in den Canal hineingetrieben werden und 
eine Art von Saugwirkung entstehen. Die Druckdifferenz p, — p 
lässt sich durch ein in der OetFnung angebrachtes Manometer 
beobachten. 

Für die Reaction und den Druck eines Gasstrahles gelten inner- 
halb der benutzten Annäherung die Formeln (82') und (84) 

§ 32. Heohanik idealer FlnsBlgkeiten; Wirbelbewegungen. 
Während in dem vorigen Abschnitt vorausgesetzt war, dass die 
Componenten der Kotationageschwindigkeit oder die Wirbelcomponenten 

'' ~ 2[dt, dxj' 

* 2 [dx dy) 
innerhalb der bewegten Flüssigkeit überall und zu jeder Zeit ver- 
schwinden, und demgemäss, wie aufführt ist, ein Geschwindigkeits- 
potential existirt, soll nun der entgegengesetzte Fall näher untersucht 
werden. 

I. Wir gehen dabei aus von den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen (55), die sich unter Annahme der Existenz eines Poten- 
tiales <f> für die Kräfte schreiben Hessen: 

du , du , ÖM , 8 
dv dp St 8 



a(*+jr) 


dx 
8(0 +71) 


Sy ' 
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dazu trat die Beziehung 



"-It 



(89") 

und, wenn die Dichte jedes Massentheilchens während der Bewegung 
ungeändert bleibt, noch die andere 



Eliminiren wir *l> + 11 aus diesen Formeln, etwa indem wir die 

zweite nach z, die dritte nach y differentiiren und erstere von letzterer 
abziehen, so erhalten wir: 



) + (S 



■^ \dx öy dxdxl "^ Vßj, By dy'Bx' 
Schreiben wir die letzten beiden Klammem in der Form 



dy \8y 
') identisch ist mit 



8x1' 



und f 



hinzu, so erhalten wir: 

8X , 81 , ex , dl , Bti 8u öu „ 

dt ' dx ' By ' dx. 8x '^ 8y Bx, 

Die ersten vier Glieder geben die vollständige Aenderung, welche 
far ein gegebenes Massenelement die Rotationscomponente X mit der 
Zeit erleidet, and wir können also, indem wir der ersten Gleichung 
zwei ebenso abzuleitende hinzufügen, das System aufstellen: 

dl -.Bu , Bit , Bu 

57 = ^1^ + ^5^- 

d* ,öw , e-- 



(90) 



Ein diesem äquivalentes erhält man, wenn man zu dem Aus- 
druck, von dem wir ausgingen, 

I 8r die dp 8w 
"BzJ^ 



hinzufügt, nämlich: 
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d). 
ii 


,3« 


+ ''a^ + 


8w 


d^ 
dt 




+ "1 + 




dy 

dt 




+ "1^ + 





Diese Formeln sprechen einige fundamentale Eigenschaften der- 
Wirbelhewegungefl aus, zu deren Ableitung wir jetzt übergehen wollen. 

Sind zu irgend einer Zeit für ein Massenelement der Flüssigkeit 
alle drei Rotationageachwindigkeiten gleich Null, so sind es auch seine 
Rotationsbeschleunigungen ; hieraus folgt aber, dass die Rotationa- 
gesehwindigkeiten in diesem Falle überhaupt immer gleich Null bleiben. 
Denn eine Aenderung dieses Werthes würde eben eine von Null Ter- 
schiedene Beschleunigung verlangen. 

Ein Massenelement oder ein endliches Quantum Flüs- 
sigkeit, welches zu irgend einer Zeit nicht rotirt, nimmt 
unter der Wirkung von Kräften, welche ein Potential haben, 
niemals eine Rotationsbewegung an. 

Hierzu lässt sich noch ein speciellerer Satz fügen, der sogleich 
aus den Formeln (90') abzulesen ist 

Sind zu irgend einer Zeit Rotationen nur um eine Axe, 
z, B, die Z-Ase, vorhanden und findet die Bewegung in einer 
dazu normalen Ebene statt, so behält ein jedes Theilchen 
auch die Rotationsgeschwindigkeiten A = ^ = und i' = Const. 
dauernd bei. 

Sind beliebige Rotationen vorhanden, so kann man für jede Stelle 
X, y, X nach den Betrachtungen auf p. 136 und 137 eine resultirende 
Eotationsgeschwindigkeit r bilden durch 

-r'=V+^'+v\ (91) 

welche in positivem Sinn um eine Ase a stattfindet, deren Winkel 
gegen die Coordinatenaxen gegeben werden durch 

C08{a, cc) = — j C03(«, j) = — ' cos(a, s) = — 1 (91") 

wenn r hierin steta positiv gerechnet wird. 

Nehmen wir zu jedem x, y, % einen Nachbarpunkt r,, j,, %^, der 
auf der Richtung der Axe k um eine Länge pr entfernt liegt, worin p 
«ine unendlich kleine Grösse bezeichnet, dann haben diese Nachbar- 
punkte die resp. Geschwindigkeiten 
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, f. du , du , eu\ 

denn (iX, qh, ^v sind hier die relativen Coordinaten des Punktes 
X,, y„ *, in Bezug auf a;, y, s. 

Obiges ist aber nach (90) identisch mit 

, dl , d^ , d, 

■woraus fo^: 

(«, — m) rfi = p rfA, (v, — t>) rfi = (> dfi, («1, — w) rf( = p rf». 

Hierin stehen links die Aenderungen, welche die Projectionen der 
Entfernung zwischen den Punkten x,, y„ x^ und x, y, x, rechts die- 
jenigen, welche die Frojection der Länge ^r während dt erleidet; 
dass beide gleiche Werthe haben, sagt ans, dass die beiden Funkte, 
welche anfangs auf der Ricbtiing der Kotationsase lagen, nach deren 
Verschiebung wiederum daraufliegen, und dass ihre Entfernungen in 
beiden Zuständen den jedes Mal stattfindenden Botationsgeschwindig- 
keiten proportional sind. 

Fähren wir den Namen der Wirbellinie für eine Curve ein, die 
an jeder Stelle in die Richtung der dortigen Eotationsase fallt, so er- 
giebt sich aus dem Vorstehenden der weitere Satz: 

Eine jede Wirbellinie geht dauernd durch dieselben 
Flüssigkeitstheilchen; bei einer Bewegung ändert sich die 
Rotationsgeechwindigkeit für jedes Linienelement in dem- 
selben Terhältniss wie der Abstand zweier auf demselben 
befindlichen Flüssigkeitstheilchen. 

Als Wirbelfaden bezeichnen wir eine Röhre, welche erfüllt 
wird von den Wirbellinien, die durch die Punkte einer unendlich 
kleinen Fläche gehen und denen demgemäss sehr nahe gleiche Rota- 
tionsgeschwindigkeit entspricht. 

Da nach unserer Annahme jedes Massentheilchen seine Dichte 
ungbändert beibehalten soll, so kann das Volumen des Abschnitt«3 
eines Wirbelfadens, welcher immer dieselben Theilehen enthält^ während 
der Bewegung nicht variiren. Die Rücksicht auf den vorigen Satz 
ergiebt daher das Resultat. 

Für jede Stelle eines Wirbelfadens bleibt das Prodact 
aus Querschnitt und Rotationsgescbwindigkeit während der 
Bewegung constant 
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MultiplJciien wir endlich die aus (89) folgende identische Be- 
ziehong 

mit dem Banmelement dk an der Stelle x, y, x ond integriien über 
einen beliebigen Raum k, innerhalb dessen die Botationsgeechwindig- 
keiteu stetige Functionen der Coordinaten aind, so erhalten wir durch 
Anwendung des Hülfssatzes (22): 

J [X&}&{n, x) + [ioo8{n, y) + wcos(n, x))do = 0, (92') 

das Integral ausgedehnt über die Obeiääche des Baumes k, was sich 
unter Rücksicht auf (91) und (91') auch schreibt: 

/TCOS(a,M)rfo = 0. (92") 

Wählen wir als Ranmtheil k den zwischen zwei normalen Quer- 
schnitten q, und q, liegenden Theil eines Wirbelfadens, so versehwinden 
im Integral alle Theile, die sich auf die Mantelfläche beziehen, denn 
för jene ist cos («, n) = 0, da dort die Normale n senkrecht zur Rota- 
tionsaie steht. Von den beiden Querschnitten q, und 5, giebt der 
eine den Betrag q,z„ der andere — 5,r„ da für den einen die Nor- 
male in die Botationsaxe fällt, fSr den andern ihr entgegengesetzt 
iiegt. Demgemäss resultirt 

q.r.^q.T,, (92'") 

was sich, da beide Querschnitte in demselben Wirbelfoden aber ganz 
beliebig liegen, in folgendem Satz ausspricht: 

Für alle Stellen eines Wirhelfadens hat zu gegebener 
Zeit das Product aus der Grösse des Querschnittes in die 
Eotationsgeschwindigkeit denselben Werth. 

Hieraus folgt, dass kein Wirbelfaden innerhalb der Flüssigkeit 
endigen kann, denn verschwinden kann die Botationsgeschwindigkeit 
nach Vorstehendem in einem solchen nur, wenn sein Querschnitt un- 
endlich wird; die Wirbelfäden müssen also entweder in sich zurück- 
laufen oder aber in der Oberüäche der Flüssigkeit endigen. 

Für einen geschlossenen Wirbelfaden gilt, falls man das Integral 
ober den von dem Wirbelfaden eingenommenen Raum erstreckt, die 
Beziehung: 

Jkdk = /^rffc = Jvdk = 0; (93) 

(k) (ft) (t) 

denn man kann z. B. das erste Integral schreiben: 

j 3^ cos {s, x) äs, 
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WO nun nach dem letzten Satz qi längs des Fadens constant ist, also 
Tor das Integral gezogen werden kann; 

Jcos(s, x)ds 

ist aber ersichtlich für jede geschlossene Curve gleich Null. Nennt 
man das Product aus dem Volumeaelement in die ihm zugehörige 
Rotationsgeschwindigkeit um eine Coordinatenaxe das Rotations- 
moment dieses Volumens um die betreffende Richtung, so kann man 
also sagen: 

Das Eotationsmoment eines geschlossenen AVirbelfadens 
ist um jede Axe gleich Null. 

IL Specielle Fälle von Wirbelbewegungen kann man, wie oben 
solche von Potentialbewegungen, dadurch bilden, dass man innerhalb 
einer unendlichen Flüssigkeit die Wirhelcomponenten, soweit die 
Bedingung 

dies gestattet, willkürlich festsetzt und die Geschwindigkeiten aufeucht, 
welche ihnen entsprechen. Es ist hierzu die Integration der G-lei- 
chungen (89), unter Rücksicht auf die Bedingung 

erforderlich; ist dieselbe durchgeführt, so kann dann jedes Sj-stem von 
Stromlinien in eine starre Begrenzung der Flüssigkeit verwandelt 
werden. 

Jene Gleichungen lassen sich auf bekannte Formen reduciren, 
durch die Einführung von drei neuen Functionen U, V, W, welche 
wir Wirbelfunctionen nennen wollen; dies geschieht durch die 
Substitutionen 

"~öy 03^' ^ ~ dx Bx' "' ~ dx du' ^ ' 
welche der letzten Bedingung identisch genügen. Die erste der Glei- 
chungen (89) wird nach Einsetzung dieser Werthe: 

9J _ S'V d'Ü S'U d'W _ d (BV ,dV dW\ .., 
"^^^ dxÖy df dx' '^ dxex~ dx[dx "*" öy + eZJ ~^"5 

fügt man also den obigen Formeln noch die Bedingung 

zu, 80 ergeben sich für die Wirbelfuuctionen die Gleichungen; 

/)£.'= -2J, AV=-2ii, jr--2«.. .(94'") 



(94") 
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Diese Bedingungen allein bestimmen die U, V, W nicht voll- 
ständig, lassen also unendlich riele Lösungen zu. 

Hat man ein ihnen entsprechendes System U, V, W gefunden, so 
sind dadurch auch die Strömungen in dem Zeitpunkt, für -welchen die 
X, (i, V gelten, bestimmt. Die Veränderung des Systemes mit der Zeit 
lässt sich nach dem System (90} oder bequemer nach den im A'or- 
stehenden daraus abgeleiteten Sätzen, welche jenes ersetzen, beurtheilen. 
Da die Wirbelfäden immer aus denselben Theilchen gebildet werden, 
so geben die gefundenen u, v, w mit der Bewegung der letzteren zu- 
gleich die der ersteren; mit der Teränderung der Länge der Fäden 
hängt dabei die der Rotationsgeschwindigkeit zusammen. 

Aus den gefundenen «, v, w ist endlich nach (89') der Werth 
Ton (0 + n) zu bestimmen, welcher ihnen entspricht und daraus bei 
gegebenem äussern Potential (/> das Gesetz des Druckes in der mit 
"Wirbeln erfüllten Flüssigkeit, Die Gleichungen (89'), mit den Factoren 
dx, dy, d% zusammengenommen, müssen auch auf der linken Seite ein 
vollständiges Differential nach den Coordinaten geben, wenn man die 
Beziehungen (90) oder (90') benutzt; es ist aber nicht möglich, das 
Integral in U, V, W allgemein auszudrücken, 

Die Behandlung der obigen Gleichungen ist nur in wenigen Fällen 
mit elementaren Mitteln durchführbar. 

Ein besonders einfacher Fall möge allen übrigen vorausgeschickt 
■werden. Ist im ganzen Raum ?. = /t = 0, v = q, d. h. constant, so 
kann man dem genügen durch 

U=V=0, IF=-|(x-+/), (95) 

woraus folgt 

u=-qy, v= + qz, w = 0. (95') 

Diese Werthe stellen eine Bewegung dar, bei welcher die ganze 
Flüssigkeit wie ein starrer Körper um die, übrigens willkürliche, Z-Äie 
rotirt; eine solche Bewegung erfüllt also den ganzen Raum mit 
parallelen Wirbelfäden constanter Eotationsgeschwindigkeit 

Weiter wollen wir uns auf solche Fälle beschränken, bei welchen 
J., (i, V proportional mit einem Differentialquotient-en von 1/r oder le, 
d. h. von dem Newton'schen oder logarithmischen Potential, nach 
einer Coordinate sind, wobei, wie früher, stets 

x" + y + a' = r% a:' + !/• = e' 
gesetzt ist. 

Hier kann man leicht Lösungen finden mit Hülfe einiger Be- 
ziehungen, die aus den Fundamentalgleichungen 



= 0, zJ'(/e) = 
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folgen. Man erhält nämlich leicht: 



^4-2^. 



J'(«!.)-2^", J'(!,ie) = 2|i?, (96-) 

und hieraus durch Differentiation auch 



(96") 



u. B. £, ebenso 



Von diesen Beziehungen werden wir vielfachen Gebrauch macheo. 
1. Der Gleichung (94) zu genügen machen wir den Ansatz: 



was identisch ist mit 

1__M, ^=+25. . = 0. 

Diese Werthe zei^n, dass der ganze Baum erfiillt ist mit Wirbel- 
fäden in der Form von Kreisringen parallel der Xy-Ebene, deren 
Centra auf der iJ-Axe liegen. Die Rotationsgeschwindigkeit r ist durch 

gegeben; r versehwindet also im Unendlichen und wird unendlich im 
Coordinatenanfang, der deshalb ausserhalb der Flüssigkeit liegen muss. 
Die Gleichungen (94'") lauten unter Benutzung von (97): 

man gewinnt nach (96) Lösungen, welche, wie erforderlich, auch (94") 
genügen, wenn man setzt 

demgemäss liefert (94') die Endresultate: 
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(97") 



Da u:v = x:y ist, liegen alle StromoiiiTen in Ebenen durch die 
Z-Axe; ihre Gestalt bestimmt sich ans dei Differentialgleichung 

oder 

ex,dx — (e'+ 2x,')de = 0, 

worin ffieder e' = a:* + y, r'= e' + x' ist. 

MulÜplicirt man diese Öleichang mit a und setzt e' = ij, z'=i f , 
so folgt: 

fldC~(v + 2C)df} = 0, 
was durch Division mit ^' integrabel wird und auf 



^ + ^ = « (97») 

als Gleichung der Stromlinien fährt. 

Diese Curven schneiden wegen des Werthes von dejdx sämmt- 
lich denselben Radiusvector unter dem gleichen Winkel, sie besitzen 
einen Wendepunkt fax 6Jx = ±^2 und sind für — 'J/^ < e/« < + y2 
eonvex gegen die Z-Axe, ausserhalb dieser Grenze concav. 

Bilden wir die Componente ^ der Geschwindigkeit nach dem 
Badiusrector r, so erhalten wir: 

ux + vy + wx , 2% 

e = - — ,^~ = +"p- 

Dies zeigt, dass eine Kugelfläche vom Badins R diese Flüssigkeita- 
bewegung begrenzen kann, wenn man sie mit der Geschwindigkeit 

parallel der Z-Axe verschiebt; denn unter diesen Umständen erhält 
jedes Oberflächentheilchen die angegebene N'ormalgeschwindigkeit g. 

Wir haben hierdurch also eine zweite Bewegung einer 
im Unendlichen rahenden Flüssigkeit erhalten, welche durch 
eine mit beliebiger Geschwindigkeit geradlinig fortschrei- 
tende Kugel begrenzt werden kann. 
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2. Ein anderer Ansatz för l, fi, v, der (94) genügt, ist: 



die Wirbellinien sind die orthogonalen Trajectorien des Systemes der 
Flächen d{\lr)jdx = c, welche oben p. 351 besprochen sind. Aus 
den Gleichungen 

d'— d'— d' — 

AU=-2q-^, JV=-2q^^> JW=-2q^-^ 

schliessen wir: 

dabei ist in W das Glied 2j/r, welches in JW verschwindet, zugefügt, 
um der Gleichung (94") zu genügen; die ersten Glieder geben näm- 
lich, in AW eingesetzt, nach (96) den Werth —2qd{l jr)jdx, und 
dieser ist zu Null zu ergänzen. Die eigenthümliche Form der U, V, W 
lässt in u, V, w nur das Glied 2gjr übrig bleiben, und man erhält so 

n, + l/-^=^y. .--2/4=+^, »-0, (98-) 

die Bewegung der Flüssigkeit geschieht in Kreisbahnen um die Z-Ase, 
und zwar so, dass die Winkelgeschwindigkeit gleich 2qjr% also nur 
von r abhängig ist, im Unendlichen verschwindet und im Coordinaten- 
anfang unendlich wird. 

Man kann demnach die nach (98") bewegte Flüssigkeit 
durch eine beliebige Rotationsfläche um die 2-Axe, welche 
den Coordinatenanfang umschliesst, begrenzen. 

3. Weiter setzen wir 

, Sie qy - die 01 

* = ««? = ?' "^-IJi'-T 
was Wirbelfäden in Form von Kreisen um die 2-Ase ei^ebt, und 
folgern daraus gemäss (96'): 

U=-qyU, V^Jrqxle, IF=0 



= 0, (99) 



und 

« = ^■ = 0, w = q{2lt^\). (99') 

Wir haben hier also den Fall einer im ganzen unend- 
lichen Raum parallel der Z-Axe stattfindenden Strömung, 
welche trotzdem eine reine Wirbelbewegung darstellt; w wird 
in der Z-Ase unendlich, diese ist also durch irgend eine sie um- 
> Cylinderfläehe e 
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4. Endlieh Bei noch 

, Ble qx die qy -. ,, .-, 

es liegen also die Wirbelföden parallel mit e. Wir schliessen daraus 
nach (96"), um auch (94'") zu erfüllen, 

U= -qxle, r= -qyle, W =^ q%{2le Jf V, + F{x, y), 

worin F der Gleichung 

A'F=Q 
genügen muss, also z. B. F= q'le gesetzt werden fcann. Dann resultirt 

M= +{2qx+q-)^, V= - {2qx -{- q')^, M7 = 0. {100') 

Die Stromeurven sind Kreise um die Z-Axe in Ebenen parallel 
zur zr- Ebene. 

Wir haben hier eine Wirbelbewegung, bei welcher 
Wirbel- und Stromlinien in derselben Ebene liegen. 

§ 33. Mechanik idealer Fl&uigkeiten ; Fotentialbewegungen 
in Folge von Wirbeln; combinirte Bewegungen. 

Wir baben uns im vorigen Abschnitt ausschliesslich mit solchen 
Wirbelbewegungen beschäftigt, bei denen die Rotationsgeschwindigkeit 
im Endlichen überall von Null verschieden, also der ganze Raum mit 
Wirbelfäden erfüllt war. Wie aber früher schon bemerkt, ist dies 
nicht der einzig mögliche Fall, und wir wenden ans jetzt zu der Be- 
trachtung von Vorg^gen, wo die Wirbel auf abgeschlossene Räume, 
hauptsäehhch auf einzelne unendlich feine FSden beschränkt sind. 

I. Ausserhalb des von Wirbeln erfüllten Raumes gelten nach 
(94") und (94'") die Formeln 

AU=0, AV=0, AW=(i, || + |E; + |E'=o (101) 

als die Bedingungen für die durch die Wirbel erzeugte Potential- 
bewegung. 

Das Problem der letzteren hat, zumal wenn man die Wirbel- 
räume unendlich klein denkt, eine grosse Äehnliehkeit mit dem einer 
durch Quellen und Senken erzeugten Potentialbewegung, ü, V, W erfül- 
len jede für sieh die Hauptgleichung des Geschwindigkeitspotentiales tf, . 
und man möchte daher vermuthen, dass man unmittelbar die früher 
benutzten Lösungen für tf hierher übertragen könnte. Um dies weiter 
zu übersehen, integriren wir die Gleichungen (94"') über den von 
Wirbeln erfüllten Raum k und erhalten leicht unter Benutzung unseres 

n 
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f^do = -2fldk, f^do = -2ffidk, f^do = -2fvdk, (101-) 

worin o die Uberfläohe des Raumes k und n die äussere Normale 



Ist der Raum k rings von Flüss^keit uneben, reicht er also 
nirgends an die Oberfläche and ist er demgemäss nur mit ge- 
scbloBsenen Wirbelfäden erfällt, so wird dies System nach (93) za: 

(o) (.) W 

Wählt man also fäi U, V, W Geschwindigkeitspotentiale, wodurch 
die YOFstehenden Integrale die Bedeutung der durch o hindurch- 
strömenden Volumina erhalten, so mflssen innerhalb o Quellen liegen, 
welche zusammen die Ergiebigkeit Null haben. Solches leisten für 
unendlich kleine Bäume k nach p. 351 die Quellpaare, für deren 
Geachwindigkeitspotential wir in (65) die Perm 

r _ Ma r 

erhalten haben, vorausgesetzt, dass M die Ergiebigkeit und a den Ab- 
stand der beiden Quellen bezeichnete, und der Differentialquotieut in 
der Richtung von der negativen zur positiven Quelle genommen wurde. 
Mittelst solcher Quellpaaren können wir leicht folgendes System 
der U, V, W bilden: 

al al 

-U = C-^-B—-, 



(102) 






welches mit der Gleichung (94") in Uebereinstimmung ist und unter 
Rücksicht auf die Beziehung J (!/*■) = die Form annimmt: 



(1O20 



Setzt man 
A = OT'a'cos(a',3;), B= )n'a'cos(o',s), C= m'a' 608{a',x), 
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SO giebt dies: 

ö — 

(p = -m'a'-^> (102") 

und man erkennt, dass unsere Verfügung uns zu der frülieren Flüss^- 
keitsbewegung zurückführt Darin liegt der folgende auch direct ein- 
leuchtende Satz: 

Ein Quellpaar ist für Paukte in endlicher Entfernung 
jederzeit äquivalent mit einem unendlich kleinen ebenen 
Wirbelring, dessen Axe mit derjenigen des Paares zu- 
sammenfällt 

Während die Verwendung des Newton'schen Potentiales Ton ein- 
faclien oder Doppelpunkten auf die durch abgeschlossene Wirbel hervor- 
gebrachte Potentialbewegnng uns nicht zur Kenntniss neuer und 
characteristischer Erscheinungen geführt hat, liefert das logarithnüsche 
Potential deren eine grosse Zahl 

Wir betrachten dazu eine von zwei der X Y- Ebene parallelen Ebenen 
begrenzte unendliche Flüssigkeit, welche sich so bewegt, dass w = ist 
und M, V von x unabhängig sind. In einer solchen sind nur Wirbel- 
nden parallel der Z-Axe vorhanden, denn es ist X = ti — und * nur 
eine Function von x und y\ wir genügen demgemäss den Gleichungen 
{94') bis (94'"), indem wir U= V= und W gleich einer Function 
von X und y setzen. Es bleiben sonach nur folgende Bedingungen übrig. 

Für jede Stelle der J?'!'- Ebene ausserhalb des von Wirbeln er- 
füllten Flächenstückes f muss gelten : 

^ + ^ = 0, d-kJ-W^O, (103) 

und falls man die Grenze von f mit s bezeichnet und unter v die 

dem Fläehenelement df entsprechende Botationsgescbwindigkeit versteht. 



J^ ds=~ 2 J* df=~ 2v, (103-) 



wobei v' die Abkürzung des Flächenintegrales ist, welches hier dem 
Kotationsmoment entspricht 

Die Strömungsgeschwindigkeiten sind 

die Gleichung der Strömungslinien ist wegen 
dx:dy = u:v, 



was hier identisch ist mit 
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allgemein angebbar und lautet: 

tr=e'. (103'") 

Das der Bewegung entsprechende Geschwindigkeit''potential (p er- 
hält man durch Integration der Gleichung: 

Besteht f nur aus einer Anzahl von unendlich kleinen Flächen- 
Stücken /j,, d. h. sind nur discrete, unendlich dünne Wirbeliaden vor- 
handen, so giebt das negative logarithmisehe Potential 

W=-^n,Je, (104) 

einer auf jedem ^ liegenden Masse m^ eine Lösung, wenn man gemäss 
dem Umstand, dass 2c' an Stelle der Ergiebigkeit einer Quelle steht^ 

w, = ^ (104-) 

setzt 

Die Strömungslinien, d. h. die Curven constanter Werthe von W 
lassen sich in einfachen Fällen leicht discutiien. Für einen AVtrbel- 
faden sind es Kreise um den Ort des Fadens als Mittelpunkt, für 
zwei entgegengesetzt gleiche Wirbelfäden sind es Kreise, welche 
das System der durch die beiden Wirbel zu legenden orthogonal 
schneiden, für zwei gleiche sind es Cassini'sche Gurren. 

Bildet man nach (103""} das zu dem obigen W gehörige Ge- 
schwindigkeitspotential, so gelangt man zu der Form 

— da = d(f, 
worin a die auf p. 357 so bezeichnete Summe bedeutet. Daher er- 
halten wir unter Weglassung einer Integrationsconstanten: 

-ff= -2™''arctg(f^) = -2'"'.^. = 'P, (104") 
und können sogleich den Satz aussprechen: 

Die Probleme punktförmiger Quellen und einzelner 
Wirbel fäden in der unendlichen Ebene sind insofern reciprok' 
zu einander, als, wenn man die Quellen so mit Wirbelfäden 
vertauscht, dass die Ergiebigkeit der ersteren und die Rota- 
tionsmomente der letzteren einander proportional sind, die 
Potentialcurven des einen Systemes zusammenfallen mit den 
Stromeurven des andern und umgekehrt. 

Für ein Paar von WirbelMen von entgegengesetzt gleichem 
Rotationsmomenfc v,'=nm, und einem unendlich kleinen Abstand a„ 
den wir positiv von dem negativ zum positiv rotirenden Faden rechnen, 
haben wir: 
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W »«,0,1^^ (105) 

zn setzen, was, im Falle das Paar an der Stelle y der F-Äxe liegt 
and seine Axe «, in die + F- Richtung fallt, wird zu: 

TT' = + m,a. ^=+ "'"■g"^'^ - (1050 

Das ihm entsprechende Geschwindigkeitspotential fulgt aas (103"") 



dies führt wegen 

d'U ÖWe 

sogleich zu: 

?)' = - m. a. -^ = - ^ cos ,^ (105") 

Vergleicht man dies mit der Formel (74') und berücksichtigt die 
Bedeutung von ma dort und m,a, hier, so erkennt man den Satz: 

Bei Bewegungen in der unendlichen Ebene ist ein 
Wirbelpaar mit einem normal dazu liegenden Quellpaar 
äquivalent, wenn das Product aus der Axenlänge in das 
Rotationsmoment für das Erstere gleich ist dem halben Fro- 
duot aus der Axenlänge in die Ergiebigkeit für das Letztere. 

Da in einem unendlich dünnen Wirbelfaden bei einem end- 
lichen Werth des Rotationsmomentea t^ die Rotationsgeschwindigkeit 
unendlich wird, so kann ein solcher Faden, streng genommen, in 
Wirklichkeit nicht existiren, und es ist, um ein endliches Rotations- 
moment zu geben, auch ein endlicher Querschnitt erforderlich. Man 
kann aber die obigen, wie auch die folgenden Sätze als eine An- 
näherung betrachten, die den Voi^ang bei dem möglichen Falle end- 
licher Querschnitte der Wirbeliaden um so genauer wiedergiebt, je 
weiter die betrachtete Stelle von dem Wirbelfaden abliegt 

II. Aus dem Wertbe (104) 

folgen die Geschwindigkeiten an jeder Stelle 

zu welchen jeder einzelne Wirbelfaden einen Antheil 

— wt> " ~.^* und + wi-t ^" - /'' 
beiträgt Dies ergiebt wegen m^^v^jn den Satz: 

Voigt, GKm. Mcchaulk. 2S 
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Ein Flüssigkeitstheilchen erhält von einem jeden gerad- 
linigen Wirbelfaden eine Geschwindigkeit mitgetheilt, welche 
normal zu dessen Abstand und im Sinne von dessen Bota- 
tionsriobtnng liegt, nnd mit dessen Botationsmoment vi 
direct, mit der Entfernung e^ indirect proportional ist 

Wir betrachten nnn die Punkte x, y eines um den Wirbelfaden 
vii an der Stelle x^, y^ constmirten unendlich kleinen Bereiches nnd 
schreiben für dieselben die obigen Formeln: 



Hierin beziehen sich die Summen auf alle Werthe von A mit 
Ausnahme von h = k^ und es ist 

ii ={x- xif -v{$ — yO't "^Ji' = W — 1^*)' + fei. — yi?, 
da in letzterem Ausdruck das unendlich kleine (x — x^ resp. (5 — 3/1) 
neben dem endlichen (ar, — x^ resp. (yi — y^ vernachlässigt werden kann. 

Die ersten Glieder in den Werthen von (m») und («j) geben eine 
Kotation des Bereiches um m^ mit einer vom Abstand e^ abhängigen 
Geschwindigkeit, die zweiten eine Rotation mit constanter Geschwin- 
digkeit. Die dritten enthalten x und y nicht nnd stellen daher eine 
parallele Verschiebung des Bereiches dar, deren Geschwindigkeit die 
Componenten hat 

1 «** -TT e»* ^ ' 

und zu der ein jeder Wirbelfaden, mit Ausnahme von m, selbst, einen 
Antheil giebt 

Wir schliessen hieraus, dass ein Wirbelfaden an der 
Stelle Xt, yi von einem andern an der Stelle x^, y^ Trans- 
lationsgeschwindtgkeiten mitgetheilt erhält von den Be- 
trägen 

worin nmj, = vi das Rotationsmoment des Fadens an der 

SteHe x^, j» bezeichnet. 

Diese Geschwindigkeiten geben eine Resultante F*» von 

der Grösse 

F»* =— > 

deren Richtung normal zu der Verbindungslinie e», und im 
Sinne der Rotation von m» liegt 
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Wir haben demgemäas, um die gesammte wirklich staUfiodeade 
Bewegung unter alleinigei Einwirkung von Wirbeliäden zu erhalten, 
in dem Ansatz 

W= --^mje, 

die Massenpnnkte m, mit den Geschwindigkeiten «„, «» parallel den 
Cooidiuatenasen bewegt nnd e« auch von diesen bewegten Funkten 
gerechnet zu denken. 

lieber die Bewegung der Wirbelladen lassen sich noch einige 



Multiplicirt man die obigen Grieichungen (106) mit m^ und summirt 
sie über alle WirbelfMen m^, so ergieht sich, da in der Summe jedes 
Glied von der Form m^mi{Xi — x^)jeii' resp. m^mi{yt — y^je^t zweimal 
mit enl^gengesetztem Vorzeichen Torkommt: 

2*».w» = 0, 2"»'^* = 0- (106') 

Der Schwerpunkt der supponirten Massen punkte, den 
man passend den Wirbelmittelpunkt nennen kann, bleibt an 
seinem Ort 

Multiplicirt man die erste Gleichung (106) mit m^v^, zieht sie 
von der mit miu^ multiplicirten zweiten ab und bildet die Summe 
über alle m,,, so erhält man: 

2"** 2^ (*''(*« — ?'») + M((3^i — a:j)) = 0, 

was sich auch schreiben lässt: 

^^((••--■Hv.-!*) + («.-«.)(«.-«.)) = (>; 

daraus folgt durch Integration, da 

ist: 

2»»jm,ie„t = e. (106") 

Das logarithmische Fotential der Wechselwirkung zwi- 
schen den supponirten Massen bleibt bei der Bewegung 
constant 

Multiplicirt man die erste Gleichung (106) mit m^x,,, die zweite mit 
■nityi, addirt sie und bildet die Summe über alle m„ so erhält man: 

^ ra, {x,u, + y,v,) = _ ^ m.. ^ ^ {x^ (y, - y^) - y, [x^ - x^)) 

- -S~7 {{x.-x,)[y.-y.)-lji.-y.){x,-x,)) = 0. 
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HieraTis folgt durch Integration, indem man V + y; = e/ setzt 
und berücksichtigt, dass die EntfemuDg et von dem ganz beliebigen 
Coordinatenanfeng gerechnet ist: 

^m»e/=«'. (106'") 

Daa Trägheitsmoment der Bupponirten Massen um eine 
beliebige Axe normal znr XT-Ebene ist constant 

Mnltiplicirt man endlich die erste Gleichung (106) mit miyt, 
die zweite mit mtx,, subtrahirt nnd bildet die Smnme über alle m,, 
so resultirt: 

oder nach der Bedeutung von e^i und unter Einführung der Flächen- 
geechwindigkeit iit um den willkürlichen Coordinatenanfang: 

22"«*^*= -\-y,nwm.. (106"") 

Die doppelte Summe der Flächenmomente der suppo- 
nirten Massen um eine beliebige Axe ist gleich der Summe 
über die Combinationen aller dieser Massen zu je zwei 

Sind nur zwei Wirbelfaden vorhanden, so lässt sich deren Be- 
wegung auf Grund der vorstehenden Sätze leicht angeben. 

Nach (106') können sie nur um ihren ruhenden Schwerpunkt 
rotiren, nach (106") bleibt ihre gegenseitige Entfernung, und daher 
auch die jedes einzelnen von ihrem Schwerpunkt constant. Wählen 
wir diesen Punkt zum Coordinatenanfang, so einlebt (106""}, dass die 
Rotationsgeschwindigkeit constant ist; Formel (106"') enthält bei nur 
zwei Fäden kein neues Kesultat 

Nehmen wir zunächst zwei Fäden mit gleicher Botationsricbtnng, 
also auch gleichem Vorzeichen von m, dann liegt der Schwerpunkt 
zwischen den beiden Funkten; nennt man die Winkelgeschwindigkeit 
der Verbindungslinie 6„=e um den Schwerpunkt m, die Entfernungen 
der supponirten Massen wi, und m, vom Schwerpunkt resp. e, und e„ 
so liefert die letzte Gleichung das Resultat: 

(wi,e,' +»i.e.') « = »».«'.■ 

Nun ist nach der IXeSnition des Schwerpunktes 

' ~ m, 4- m, ' ' ~ m, + m, ' 
und daraus folgt: 

= " '■ + *"» . 
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Besitzen die beiden Wiibelfaden entgegengesetzte Botationsricfa- 
tung, 80 sind die supponirten Massen von entgegengesetztem Vor- 
zeichen; ihi Schwerpunkt fallt ausserhalb ihrer Yerbitidungslinie und 
r^ckt nm so weiter nach dem Unendlichen hin, je mehr sie gleiche 
absolute Werthe erhalten. Die Rotation Tenrandelt sich also für zwei 
entgegengesetzt gleiche Wirbelfäden in eine geradlinige Fortschreitung 
mit der Geschwindigkeit V= mj2e. — 

ni. Allgemeinere Bewegungen, als bisher betrachtet, erhalten wir 
durch Superposition von Potential- und Wirbelbew^angen ; die hierdurch 
resultjrenden nennen wir combinirte Flflssigkeitsbewegungen. 
F<s lässt sich ze^en, was wir hier aber unterlassen müssen, dass diese 
combinirten Bewegungen die allgemeiasten überhaupt möglichen dar- 
stellen. In Bezug auf sie ist ganz allgemein Fönendes zu bemerken. 

Die Continuitätßbedingung (89'") ist in m, *, w homogen linear; 
sie wird also stets erfüllt, wenn, wie bei der combinirten Bewegung, 
M, V, w je gleich einer Summe von Theilen sind, die einzeln dieser 
Bedingung genügen. 

Die Gleichungen (89') sind m u, v, w und ihren Differential- 
quotieut«n nicht homogen linear; also tritt, wenn wir u, v, w ans 
einer Potential- nnd einer Wirbelbewegung eombiniren, in ihnen auf 
der rechten Seite ein anderer Werth (0 + i7) auf, als die Summe 
der den beiden Theilen entsprechendeo Ausdrücke ergiebt; die Super- 
position der Geschwindigkeiten hat also nicht eine Superposition der 
äussern Kräfte und der innem Drucke zur Folge. Dies findet viel- 
mehr nur dann statt, wenn die Geschwindigkeiten u, v, w und ihre 
Differentialqnotienten so klein sind, dass man die Glieder, welche ihre 
Producte enthalten, gegen die übrigen vemachlässigen kann. In diesem 
speciellen Falle wird ans (89'): 

ÖM _ __ dj't'-i-Jl) dv^ d(<l> + jr) flw fl(tf' + JI) 

et ~ dx ' et ~ dy ' dl ~ ö» ' 

und dies zeigt, dass dann die combinirte Bewegung entweder ein Ge- 
schvrind^keitspotential besitzen oder aber stationär sein muss; im 
letzteren Falle ist dann -|- /7 im ganzen Kaume constant 

Der allgemeinste Ansatz für eine combinirte Bewegung wird nach 
(57') und (94') lauten 

dV 



„ 




+ 


aw 


- 


' 


er 


+ 


du 


- 


w 


St 


+ 


ev 


_ 



(107) 



T¥' 



D„ii„.db,Go(5glc 



390 Mechdiiik nichtslJirrer Körper. 

worin, wenn die Dichtigkeit constant ist und wenn die Wirbelcom- 
ponenteo überall gegeben sind, nach (62), (94") und {94'") 9?, U, V, W 
folgenden Bedingungen zn genügen haben: 

A(p = Q, JU=-2X, JV=-2(i, JW=—2v, 

Z^'-^^'-^-O- (107-, 

Sind die Wirbelcomponenten nicht gegeben, so haben U, V, W 
nur die letzte Gleichung zn erfüllen und sind im TJebrigen willkür- 
lich, wenn die Flüssigkeit unbegrenzt ist; im andern Fall bestimmen 
sie sieh durch die Grenzbedingungen. 

Wir betrachten sehliessücb noch ein einfaches Beispiel für die 
oombinirte Bewegung. 

Auf p. 3T9 haben wir gesehen, dass 

» = +"-?■ •=+T' «'-+»(? + i) 

eine "Wirbelbewegung darstellt, welche von einer mit der Geschwin- 
digkeit £3' parallel der Z-Äse fortschreitenden Kugel vom Radius R 
begrenzt werden kann, wenn mau 

Ä'Ä 



Dagegen stellen nach p. 353 die aus <p= ^ ji// folgenden 
Componenten 

eine Potentialbewegung von der analogen Eigenschaft dar, wenn 



Combinirt man diese beiden Bewegungen, indem man £1 = 
oder q = —nR* setzte so erhält man durch 



eine sehr eigenthümhche Bewegung gegeben, welche im Unendlichen 
verschwindet und durch eine ruhende Ki^elfläche vom Radius R be- 
grenzt werden kann, denn die Geschwindigkeitseomponente q parallel 
dem Radius erhält den Werth: 

(.--^",'(i-?V 
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für eine zur gegebenen concentiische Kngel vom Radius 

wird 

« = 0, v = 0, w = -^- 

die Stromcurven, welche jene Kugel schneiden, liegen also in derselben 
der Z-Ase parallel. 

Einige andere combinirte Flüssigkeitsbewegungen werden wir in 
den beiden nächsten Abschnitten behandeln. 

§ 34. Hecbanik reibender FläBaigikeites; Potential- und Wirbel- 
bewegung; Strömung in Spalten und Röhren. 

Die Mechanik idenlei Flüssigkeiten oder die gewöhnliche Hydro- 
dynamik bot zu den in den ersten Abschnitten dieses Theiles ange- 
stellten allgemeinen Betrachtangen nur ein sehr äpecielles Beispiel, 
insofern die gemachten Voraussetzungen allein Druckkräfte zuliessen, 
welche stets normal zu dem Flächenelement stehen, gegen weiches 
sie wirken. Anders verhalten sich die wirklichen Flüssigkeiten. 

Beginnt ein mit einer solchen gefülltes Geßss, das die Gestalt 
einer Rotationsfläche hat, sieh um seine Axe zu drehen, so bemerken 
wir, dass die Flüssigkeit allmählig an der Bewegung mehr und mehr 
Theil nimmt; die äussern Schichten werden tou dem Geiass, die innern 
von den äussern milgeführt Hört die Rotation des Gefasses plötzlich 
au^ so kommt die Flüssigkeit von den äussern zu den innem Schichten 
fortschreitend ebenfalls allmählig zur Ruhe. 

Dieser einfache Vorgang zeigt, dass bei den wirklichen Flüssig- 
keiten noch andere Druckkräfte vorhanden sind, als die bisher be- 
trachteten, und dass dieselben auch tangentiale Componenten ergeben. 
Wir bezeichnen diese innem Kjäfte mit dem Namen der Flflssig- 
keitsreibung und wenden uns nunmehr ihrer Betrachtung zu. 

I. Die Flnssigkeitsreibung ist eine Kraft, welche nur 
auftritt, wenn innerhalb der Flüssigkeit Geschwindigkeits- 
differenzen vorhanden sind; sie ist anmerklich, wenn sich die 
Flüssigkeit wie ein starrer Körper bewegt, also auch wenn sie ruht. 
Dies ist dadurch erwiesen, dass sich alle Gesetze der gewöhnlichen 
Hydrostatik mit der Beobachtung an reibenden Flüssigkeiten toU- 
ständ^ in üebereinstinimaDg eigeben haben. 

Die Gesetze der Flüssigkeitsreibung durch das Experiment aufzu- 
suchen, wie das für die Reibung zwischen starren Körpern möglich 
war, verbietet sich durch die grosse Gomplication der maassgebenden 
Verhältnisse. In diesem, wie in ähnlichen Fällen entwickelt nxan die 
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Theorie aus einein System von Annahmen, welche nach Wahrechein- 
hchkeit gewählt werden, und prüft dieselben durch die Vergleichung 
apecieller von der Theorie gelieferter Folgerungen mit der Beobachtung. 

Von solchen Annahmen legen wir folgende zwei der Theorie der 
Flössigkeitereibung zu Grunde. 

1. Die Ursachen der Flüesigkeitsreibuug sind moleculare 
Wirkungen, daher hängen die innerhalb eines unendlich kleinen Be- 
reiches B erregten Dniekkräfte nur von dem Zustande dieses Bereiches 
ab. Jede Bewegung eines niehtstarren Körpers stellt sich nun, wie 
wir im ersten Abschnitt dieses Theiles gesehen haben, innerhalb des 
Bereiches B als die Superpositioti einer parallelen Verschiebung, einer 
Drehung und einer Dehnung nach drei zu einander normalen Bich- 
tungen dar. Da nach dem Vorausgeschickten eine Reibung im Innern 
einer als Ganzes bewegten Flüssigkeit nicht stattfindet, so können die 
erst«n beiden Antbeile einen Einüuss auf die Reibung nicht besitzen. 
Da femer im Ruhezustande keine innere Reibung auftritt, so können 
nicht die absoluten Werthe der Deformationen, sondern nni ihre 
Aenderungen mit der Zeit, die Deformationsgeschwindigkeiten, 



Die D^formatlonsgeschwindigkeiten innerhalb des Bereiches B zer- 
legen sich nach dem Inhalt von § 26 in die Geschwindigkeiten der 
Äxendehnungen: 

du , dr . d«> , 

und die der Axenwinkeländerungen: 

von diesen Grössen allein müssen also nach dem Vorstehenden auch 
die von der inoem Reihung herrührenden Druckkräfte abhängen. 

Auf die Art der Abhängigkeit der letzteren von den ersteren 
bezieht sieh die zweite Annahme, die wir vorausschicken. 

2. Die Druckcomponenten der Flüssigkeitsreibung sind 
lineare Functionen der Deformationsgesohwindigkeiten. 

Das hypothetische dieser Festsetzung leuchtet ein, wenn man be- 
denkt, dass die Deformationsgeschwindigkeiten keineswegs unendlich 
kleine Grössen sind und es demnach von vornherein keinesw^ er- 
laubt ist, eine Heihenentwickelung der Dmckcomponenten nach Potenzen 
jener Unabhängigen mit den niedrigsten Gliedern abzubrechen. In- 
dessen wird die gemachte Annahme in jedem Falle um so näher er- 
flillt sein, je kleiner die vorkommenden DefondationsgesehwiBd^keiten 
sind, und die abzuleitenden Resultate werden, seihst wenn sie sich 
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onter Umatändeii nicht bewähren sollten, als Grrenzwerthe, denen man 
bei kleinen Geachwindigkeiten sich nähert, Bedeutang behalten. 

Ueberdies ist ersichtlich, dass von den nächsten G-liedern einer 
Eeihenentwickelnng erst diejenigen dritter Ordnung in Betracht 
kommen würden, weil die zweiter nicht mit dem Vorzeichen der 
Dilatationsgeschwindigkeiten das ihrige umkehren; die Annäherung 
erscheint hierdurch also noch bedeutender. 

Da sechs Deformationsgesch windigkeiten und sechs Dmckcom- 
ponenten vorhanden sind, so wird die allgemeinste homogene lineare 
Beziehung zwischen beiden 36 Constanten enthalten. Diese Anzahl re- 
ducirt sich aber durch fönende Ueberiegung sogleich auf neun. 

Wir haben im ersten Ahsohnitt dieses Theiles gezeigt, dass für 
jedes System Ton Deformationen innerhalb des unendlich kleinen Be- 
reiches B ein Coordinatensystem X°, Y°, Z\ das sogenannte Haupt- 
dilatationsaiensystem, existirt, in Bezug auf welches die Winkel- 
iinderungen y°, %°, x° und demnach auch ihre Geschwindigkeiten 
(y'°)'i (*»°)'j (V)' verschwinden, womit zusammenhing, dass die Defor- 
mationen sich symmetrisch um dieses Axensystem gruppirten. Wir 
haben in dem zweiten Abschnitt für ein beliebiges System von Span- 
nungen inperhalb des Bereiches B ein Asensystem X,', Y,', Z,' kennen 
gelernt, das System der Hauptdrnekaxen, in Bezug auf welches 
die tangentialen Dnickcomponenten Y,", Z°, X,' verschwanden, womit 
zusammenhing, dass die erregten Spannungen sich symmetrisch um 
dieses System ordneten. 

Haben wir eine Flüssigkeit vor uns, bei weloher jede Richtung 
physikalisch gleichwerthig ist, so muss für jedes System von Defor- 
mationsgeschwindigkeiten und dadurch hervorgerafenen Druckkräften 
nach Symmetrie das Hauptdilatations- und das Hanptdnickaxensystem 
nothwendig zusammenfallen. 

Dies giebt die Folgerung, dass bei Einführung dieses Goordinaten- 
systemes X-, Y", Z' nur drei lineare Kelationeu mit drei Unabhängigen 
aufzustellen sind, welche also nur neun Constanten enthalten. Wir 
schreiben sie, indem wir den von der Geschwindigkeit unabhängigen 
Theil der Druckkräfte, der bei verschwindender Reibung allein übrig 
bleibt, mit jj» bezeichnet, hinzufügen: 

V -T.- («„ M + «,. W + «. M'). 

Y;=P. - (»..(x.-)' + a,{),-) + a.M'), (108-) 

2.* - J>. - («., M' + <h. (»,•)' + «.■ W), 

wobei das negative Vorzeielien auadrückt, dass bei positiven Werthen o.i 
die Kräfte den Deformationen entgegenwirlien. 

Diese Formeln veieinfiichen sich noch sehr, wenn wir benutzen, 
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da83 die drei Coordinaten^en nutereinander gleichwerthige Kichttingen 
sind, and dass demgemäss eine VertaTtschung der Coordinaten die Glei- 
ohongen nicht ändern dar£ Denn ein System (1) von Deformations- 
geschwindigteiten , welches gegen das System X, T, Z ebenso liegt, 
wie ein System (II) gegen das System Y, Z, X, rnnss auf ein System 
(I') von Drucken fQhren, welches sieh in dem Axenejstem XYZ ebenso 
ausdrückt, als das durch (II) erregte System Drucke (II') i° ^^^ 
Axensystem Y, Z, X 

Hieraus folgt, dass zwischen den neun Constanten a^„ und den 
drei p^ die Beziehnngen stattfinden müssen: 

o„ = ffl„ = a„ = 2a + a', p,=p,=p,= p, 



worin p, a und a' neue Bezeichnungen sind. Die Formeln (108) 
werden hierdurch, wenn man noch die Abkürzung &' für die Ge- 
schwindigkeit der räumlichen Dilatation einführt, also 



ä»" 



(108-) 



X;=p-(2a{x.-)-+a{,r)-), 
T,--p-{2a{,j.J + „-m'), ■ (108T 

Z,'=„-(2oM' + .-(.n)- 
Indees setzen diese Gleichungen ein eigenart^es Axensystem vor- 
aus, das weder im Voraus bekannt, noch selbst innerhalb der ganzen 
betrachteten Flüssigkeit von gleicher Lage ist, da es ja nur durch 
deren Verhalten innerhalb des Bereiches B der Stelle x,y,x definirt ist 
Für die Anwendung müssen daher die obigen Formeln {108'") noch 
auf ein beliebiges Coordinatensystem transformirt werden und zwar 
in ihren beiden Seiten. 

Dies geschieht sehr leicht mit Hülfe der Formeln (17) und (36), 
wenn man darin benutzt, dass für das System X', Y\ Z° sowohl 

W, M, W als Y.\ Z,\ X: 
versehwinden, und dass d-' in allen rechtwinkligen Coordinatensystemen 
sich in derselben Form ausdrückt Man erhält so als schliessliches 
Resultat: 

X^ = p~{2ax:+ayy), 
- {2ay; + a'&'), 



Z.=p-{2ax:^-a:&'), 



(109) 



y. = — ay.', Z^= — ax^', X,= — ax^. 
Die beiden Constanten a und a' heissen die Eeibungscoefficienten 
der Flüssigkeit; beachtet man die Dimensionen der Druckcomponenten 
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nach (19"') nnd der DeformatioDsgeBchwiadigkeiten Dach (108), so 
findet man für ihre Dimension den Werth: 

{a] = [a'] = [ml-t-^]. 
Ist die reibende Flüssigkeit ineompressibel, also auch &'=0, so 
hängt ihre Bewegung nur von a allein ab. 

Setzt man die erhaltenen Resultate in die Bewegungsgleichungen 
(25) ein, so erhält man folgendes System: 

du V dp , , , I , ',3*' 

_ÖP _ ^_, 

^__ ^_L„^,„ j./«^V\^'. 

Zu diesen Formeln tritt noch weiter, als für jeden Punkt im 
Innern der Flüssigkeit geltend, das Gesetz, welchem die Dichtigkeit « 
folgt, also im Falle dieselbe nur eine Function des Druckes ist, die 
Gleichung: 

t = F{j)), oder f^ = n, (HO') 

ferner die Gleichung der Continuität: 

S+?, + £ + 7S-» »*■• *' + 7S = ''- ("«"> 
II. Die Bedingungen für die Oberfläche der Flüssigkeit 
bilden wir unter der VorausBetzung, dass dieselbe von einer zweiten 
Flüssigkeit begrenzt wird; dieser Fall umschliesst den einer festen 
Wand, wie auch den, dass die Grenze den Abschluss gegen ein Gas oder 
den leeren Baum hin bildet. Haben die Elemente der beiden Flüss^- 
keiten (A) nnd (A) an der Stelle x, y, x die Geschwindigkeitscomponenten 
Uh, Vm, tOk und Ut, V,, Wt, so folgt ans (18") zunächst die Gleichung 

(«»— Mi)cos(»t,a;) + (r»- Vt)cos(n, y) + {w^- w,)eos(n, *) = 0. (111) 
Weiter kommen die in (27') enthaltenen Bedingungen für die 
Druckkräfte zur Anwendung, und zwar einmal für ein Volumenelement 
innerhalb der Flüssigkeit (A), einmal für eines innerhalb %. 

Flüssigkeiten, welche innere Eeibung besitzen, reiben sich auch 
an einander oder an einer festen Wand; in Folge dessen wirken in 
der Grenze zwei Kräfte, welche den Theilen der X, . . . oben in (109) 
entsprechen, ein normaler Druck j).« und eine Reibungskraft J^ti welche 
man in Analogie zu der Reibung zwischen zwei starren Körpern der 
relativen Geschwindigkeit entgegen wirkend annimmt. Die relative 
Geschwindigkeit F»» von (A) gegen (ft) hat die Compooenten 

«»— M., Ü» — l^, W,- U!u 
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und demnacb eine reaultirende Grösse 

Kk = y («j. — M»)' + K — Wi)' + (wt — tOt)'; 
demgemäss hat die Reibung ß»,, welche die Flüssigkeit (h) erßhrt, 
die Componenten 

-R.-^:-^, -R.^:^, -R. "-!"' , 
F., C„ n, 

und Analoges gilt für die auf [k) wirliende. Daher folgen aus den 

Gleicliungen {27') die Systeme: 

(X). +R.cos(«., X) - R."'j^_"' - 0, 
I.Y.\ + f.,mtin„ n) - 
(Z.). +p.. cos (».,-,) - 
(.YJ, +»,(!«»(»., i)- 

(Z.).+ft.cosK,)-R.i!^ = 0. 

»t bezeichnet hierin die äussere Normale anf der Flüssigkeit (h), 
ebenso m» auf (k). 

Nach dem Satz von der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung ist pm und pt^, fit» und Ä»*, and nach ihrer Definition F"»» 
und Fi„ gleich und entgegengesetzt gerichtet; die Summe der ent- 
sprechenden Formeln beider Systeme fuhrt also auf (27) zurück. 

Die Reibung in der Grenze verschwindet nach der Beobachtung 
im Zustande der Bnhe, sie muss also eine Function der relativen Ge- 
schwindigkeit Vit sein, nnd die ein^hste Annahme, welche obenein 
dei über die innere Reibung gemachten entspricht, ist die, sie mit F.i 
proportional zu setzen. Schreiben wir den^en^as 

Jk, = äKk, tili") 

so ist ä, die Gonstante der äussern Reibung, eine nur von der 
Nator der beiden zusammentreffenden Körper abhängige Grösse; ihre 
Dimension ist nach den Beziehungen, durch welche sie eingeführt ist: 
[ä] = iml-t-]. 
Tritt an Stelle der Flüssigkeit {k) ein fester Körper, so wollen 
wir für dessen Geschwind^keitscomponenten im Oberflächenelement do 
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die Bezeichnung u„ v,, w«, für diejenigen der Flüssigkeit u, v, w 
beibehalten; die Kräfte, welche die Flächeneinheit des Körpers seitens 
der Flüssigkeit erfährt, seien X, Y, Z, wo dann also nach (27'): 

X=- (X)*, r = - ( r.)., Z = - (Z,)^ 
ist; X,, r., Z^ seien die Drucke in der Flüsa^keit 

Dann folgern wir ans den Gleichungen (111) bis (111") die Be- 
dingungen : 

(m — Ml) cos {«,3:) + (w — Vi) eos (m, y) + (mj — w,) cos (», t) = 0, (112) 

X= -^X, ^, cos (n, a;) +ä{M -«,.): 

F= + ¥„ = -p,W6{n, y)+~i{J> -«.), (112') 

Hierin bezeichnet n die äussere Nonuale auf der Flüssigkeit; 
nehmen wir dazu eine Richtung s parallel der relativen Geschwindig- 
keit Fi der Flüssigkeit gegen den Körper und eine Richtung l normal 
zu diesen beiden und bezeichnen die auf sie bezogenen Kraftcomponeoten 
resp. mit N, S, L und N„ S«, Z.,, so erhalten wir aus (112') mit 
Hülfe der Factoren cos (», a;), eos («, y), cos {«, x,) und cos («, x), 
GOä{s,y), <nis(s,z) und cos{l,x), cos{/, y), cos(i, s) die Gleichungen: 

N=N„ p,, S=S.^ +än,- L= L. = 0, (112") 

deren Richtigkeit sofort einleuchtet 

Beachtet man die Werthe der Componenten X^... nach (109) 
und bezeichnet mit n„', s„', l,' dieselben Ausdrücke für das System 
N, S, L, die für das System X, Y, Z durch xj, yj, »/ gegeben sind, 
so erhält man auch: 

iV=^-2a<-a'.r=-^, S=-a^'=+ön, i=-a/7=0; (112'") 
diese Formeln sind unter Umständen für die Anwendung bequemer, 
als die ursprünglichen (112'). 

Bezüglich der Reibung der Flüssigkeit gegen den festen Körper, 
der sogenannten äussern Reibung, haben zwei extreme Fälle besondere 
Bedeutung. 

Ist die Constante a ausserordentlich gross, so erfordern die yor- 
stehenden Gleichungen sehr kleine Werthe von Fi, bei unendlichem a 
muss Fl verschwinden und daher die dem Körper benachbarte Flüssigkeit 
sich vollständig mit diesem bewegen, ihn, wie man sagt, „benetzen". 
Dies geschiebt in den bei Weitem meisten Fällen, wo sich Flüssig- 
keiten in Berührung mit festen Körpern befinden, und wo man Ur- 
sache hat, das als nicht streng stattfindend anzunehmen, zeigen die 
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welter unten tu beeptechenden Beobachtungamethoden eine so nahe 
KrfQllung dieser Bedingong, daas man an Stelle der Gleichung (112) 
fost immer die ein&chere Form der Grenzbedingungen 

u = Ui, V = vt, w = Wt (113) 

benutzen kann. 

Die Kräfte, welche der Körper seitens der Flüssigkeit erfährt, 
bestimmen sich nach (112"'): 

N = p-2an: -a,V, S=-asJ, L = 0; (!13) 
ähnlich, aber complieirter für ein beliebiges Coordinatensystem 
nach (112'): „ _ _ _ „ „ 

X=Ä\, ¥=Y., Z=Z.. (113") 

Ein zweiter extremer Fall ist der, dass die äussere Reibung, 
also a, unendlich klein ist; dann bleibt Gleichung (112) bestehen, 
aber in (112"') wird ausser L auch S gleich Null, der begrenzende 
Körper erleidet nur einen Kormaldruek seitens der Flüssigkeit und 
umgekehrt 

Äehnliche Bedingungen gelten in der Grenze gegen eine nicht 
reibende Flüssigkeit, z. B. ein Gas oder gegen den leeren Banm. 

in. Die Torstehenden sehr allgemeinen und complieirten Glei- 
chnngen vereinfachen sich, wenn wir eine incompressible Flüssig- 
keit Toraussetzen, also &' = nehmen, und uns auf äussere Kräfte 
beschränken, die ein Potential <P haben. 
Dann wird aus den Gleichungen (109): 
X = P - 2ax/, Y, = p — 2ay;, Z.=p- 2a 
r, = - anJ, Z.= - azj, X,= - ax,', 

ä{110J: 



(114) 



dv ^ 



(1141 



auB (110') und (110"): 

^=^' £+5^ + g-0, (114'T 

aus (112'"): * 

N = ^~2an:=-p„ S=-a7,'= + aFi, L=-~aT: = 0. (114'") 
Nachdem wir bei nichtreibenden Flüssigkeiten eine so grosse Ver- 
ein&chung durch Einführung eines Geschwindigkeitspotentiales erhalten 
haben, liegt es nahe, zu fragen, ob auch in reibenden Flüssigkeiten 
reine Potentialbewegungen möglich sind. 
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" ^ a» ' -^ - Sy ' "• - fit 

und beachten die aus (114") folgende Beziehnng 

Jif> = 0, 
80 erkennen wir, dass aus den Eauptgleichnngen (114') bei Potential- 
bewegungen der Einflnss der innen» Eeibung vollständig verschwindet. 

In einer unendlichen incompressibeln Flüssigkeit, die 
mit beliebigen Quellen und Senken versehen ist, sind also 
mit oder ohne innere Beibung dieselben Potentialbewegungen 
möglich und erfordern dieselben äusseren Kräfte nnd die- 
selbe Vertheilung des Druckes. 

An den Grenzen können wir mit dem Gesehwindigkeitspotential 
im Allgemeinen nnr einer Oberflächenbedingung — z. B. der bei 
festen Wänden nach (112) stets geltenden d<f>jdn=-0 — genägen; 
da aber bei wirkender Beibnng in der Grenze für die G«schwindig- 
keiten drei von einander unabhängige Gleichungen zu erfüllen sind, 
80 ist es im Allgemeinen unmöglich, die Geschwindigkeiten durch ein 
Geschwindigkeitspotentiai darzustellen. 

In einer begrenzten reibenden Flüssigkeit ist eine reine 
Fotentialbewegung im Allgemeinen unmöglich. 

Es werden daher in Folge der Reibung stets Wirbel auftreten. 

Bilden wir nach p. 372 die Gleichungen für die Botationscom- 
ponenten X, t^, v, sa erhalten wir jetzt: 

dl ,du , du , Sa , a ., 

äi-'-äi+l'li + 'äi + T''^- 

da . de , dv , dv , a . 



Die Wirbelbewegung hat also in einer reibenden Flüssigkeit auch 
bei Abwesenheit einer Begrenzung einen andern Charakter als in einer 
nicht reibenden; speciell gilt in ihr im Allgemeinen nicht der funda- 
mentale Satz, dass ein TheUchen, welches zu irgend einer Zeit nicht 
rotirt, auch niemals in Drehung geräth. 

Um von den vorstehenden allgemeinen Gleichungen Anwendungen 
auf bestimmte Probleme zu machen, die mit elementaren Hülfsmitteln 
durchführbar sind, betrachten wir, wie früher, ihnen entsprechende 
Bewegungen in einer unbegrenzten Flüssigkeit und versuchen sie dann 
längs aus Stromlinien gebildeten Flächen durch feste Wände zu be- 
grenzen. Für so gewählte Flächen ist die erste Bedingung (112) 8t«ts 
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erföllt, es handelt sich also, da pt an starren Flächen jeden Wertb 
annehmen kann, im Allgemeinen danun, noch zwei G-leichongen durch 
die Geschwindigkeiten in der Grenze zu befriedigen. 

Der einfachste Fall, der die Keibung zor 'Wirkung konunen lässt, 
ist offenbar der, dass eine stationäre Strömung parallel einer Coordi- 
natenaxe stattfindet Setzen wir 

M = t> = 0, 

SO nehmen die Gleichnngen (114') die Form an 

■"—■ ■'•'■" -^■„- ^'V^' , (115) 



" ~ äi ' äy ' ," < 

wobei schon benutet ist, dase (114") liefert: 

E-»- ("5') 

Jede Cylinderfläche parallel der Z-Äxe ist Ton Stromlinien erfällt, 
kann also eine feststehende Begrenzung hüden, wenn die aus (114'") 
hierfür folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind: 
5)7 — flw - 

in denen unter n die äussere Normale anf der Begrenzung und unter t 
die normal zu n und x in der Begrenzung liegende Bichtung ver- 
standen ist Die letzte Gleichung lässt sich über die Querschnittscuire 
der Cylinderfläche integriren und giebt, verbunden mit (llS*), das Re- 
sultat, dass die Geschwindigkeit längs der festen Wand einen 
Constanten Werth haben muss. Demnach kann man die allein 
übrigen Oberflächenbedingungen auch schreiben: 

-a|H = ö«., w^Const. (115") 

Aus den ersten beiden Gleichungen (115) folgt, dass ((f + fl) 
von X und y, aus (115'), dass w von x unabhängig ist, die dritte Glei- 
chung (115) kann also nur dadurch erfüllt werden, dass jedes Glied 
für sich gleich einer Constanten C wird; sie reducirt sich daher auf: 

«<?_tS = t., J-„,= ic. (115"T 

Aus der ersteren folgt: 

0+ 77= ax+ C"; (116) 

dies zeigt, dass <D und 77 beliebig gegeben sein können, wenn nur 

ihre Summe eine lineare Function von x ist 

Zwei besonders einfache Fälle sind folgende. 

a) Es wirkt keine äussere Kraft, <^ ist gleich KuU, und es ist 

der Druck p„ und p, in zwei Querschnitten z, und *, gegeben; dann ist: 
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p.-i{Opi.+ Crj, p, = . (C». + CT), 



(116T 



b) Es wiikt parallel der Z-Axe die Scbwere, und im Querschnitt %„ 
und », hat der Druck den gleichen '\\'erth p.^ Dann ist p überall 
= p.. und 

tli=-ffx, also C= -?. — (116") 

Die zweite Oleiehnng (115'") A'w = Csja kann in sehr verschie- 
dener Weise erfüllt werden; wir beschränken uns auf einige Fälle, in 
denen sie sich in eine gewühnliche Differentialgleichung verwandelt 

Der einfachste dieser Fälle ist der, ilass w von y unabhängig ist; 
dann wird 

-S-j.='§' also «' = ^(f + a^+ a), (116'") 

und die Geschwindigkeit in Ebenen parallel der YZ-Axe constant. 

Die hierdurch gegebene Bewegung besteht aus einer Potenüal- 
bewegnng 

«., == i^, der ein Potential <p = ~(C,x + C,') 

entspricht, und aus einer Wirbelbewegung 

deren Wirbelfäden der y"-Ax6 parallel sind und eine Rotation^escbwin- 
digkeit 

''--?;<' + '''' 

besitzen. 

Als Begrenzung kann man zwei feste der FZ-Ebene parallele 
Wände z. B. in a; = und x = A wählen, deren Keibung gegen die 
Flüssigkeit verschieden sein darf; fOi sie ist die letzte Bedingung (115") 
durch den erhaltenen Werth vun w bereits erfüllt Die erste Glei- 
chung (115") liefert, auf beide Wände angewandt, die beiden Bedin- 
aa 

fär:c = -H«(i"'l -«„«•„, 



sein mustj, unter a„ und «, die betreffenden äuäsem Reibungsconstanten 
verstanden. Man erbalt hieraus: 

2"\ a(a.+a.) + A*i'»J 
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In dem specielleu Falle, daas beide Wände gleidiartig sind, ist 
a„= a, = a, also 

»-g(^-/,(.+|)). (im 

und die Bewegung symmetriseh in Bezi^ auf die Ebene x = ä/2. 

Das zwischen diesen beiden Wänden längs einer Breit« b aus- 
fliessende flüssigkeitsTolumeii £i findet sich: 

Die Constante C bestimmt dob entweder durch Si oder durch <& 
und 77 gemäss (116') und (116"). Pür die oben besprochenen speciellen 
Fälle wird: 

^=+S^',^(' + a -p- '^ = + '^^(' + ||)- 

Diese Formeln können zur Berechnung von a nnd a ans beob- 
achtetem £i dienen, da man sie auf den A.asfln88 aus einem Bohr 
von rechteckigem Querschnitt anwenden kann, felis die eine Seite des 
Querschnittes (6) sehr gross gegen die andere (fe) ist. 

Ist ^=0, a,= a, 80 haben wir den Fall, dass die Ebene x = k 
keine Reibung ausübt, also etwa die freie Oberfläche darstellt, wenn 
zugleich p in ihr constant ist Es folgt dann aus (117'): 

"'-'2¥("='-^' (" + ■=)); ("'"■) 

die Formel ist dieselbe wie im vorigen Falle, nur h mit 2h vertauscht, 
eine Thatsache, deren Bedeutung mau sich leicht klar macht. Die 
Bew^nng lässt sich deuten als die Strömung in einem sehr breiten 
Oanal mit ebenem, gegen die Horizontale geneigtem Boden. Ist der 
Neigungswinkel der Z-Axe gleich et und die XZ-Ebene vertical, die 
Ä'-Aie nach oben positiv angenommen, so ist 

*''* = + g^xaoäa — xsia. a); 
damit nun 

* + 77 = C« + (7' 
sei, muss 

n — — — C — gxoma, C= — gsmec 

sein. C bestimmt sich durch den Druck j>„ auf die freie Oberfläche, 
sodass wir als Endresultat erhalten: 

P = Po + ej (A — x) cos it\ — 
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Die zweite Gleichung {115'") 

verwandelt; eich auch uoch in dem Falle in eine gewöhnliche DifFerential- 
gleichnng, dass v> niir eine Function des Abstaudes e tou der Z-Axe 
ist Daun nimmt sie wegen 

Bw _ X du dto y dw 

dx e de dy e de 

S'ip y' dw , x'd'u d'v) _ i' dw , y'd'w 

d¥ ~ 7"de '^ T'd? ' d^ ~' 7' de '^ V ä? 

die Fonn an: 



und liefert integrirt; 



(118) 



» = J^(«'+C,(» + C,). (118-) 

Wiederum haben wir also eine Potentialbewegung 

w, = '-^ vom Potential y = j5 (Q» + c,') 
und eine Wirlielbewegung 

erhalten; letztere giebt kreisförmige Wirbelfäden um die Z-Axe, denn 
es ist: 

Die resultirende Rotatiouageäcbwindigkeit ist 

Die durch (118') gegebene Bewegung können wir nach (115") 
durch zwei feste coaxiale Cjlinderflächen von den Radien R, und R^ 
und mit den Reibungsconstanten O; und a„ begrenzen, indem wir setzen: 

Aus diesen Gleictiungen folgt: 
C- +i[iI«(2«-«*) + »A(2« + «.«.)], 
«- - M(ö.i«,+ i)üi(2o-Ri;)+ (iiS- |;)ft(2o + S.Ö.)l, 
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wobei gesetzt ist: 

In dem gpeciellen Falle, daes der inn&re Oylinder verschwindet^ 
also Ä, = 0, ii;, = Ä ist, gilt: 

a = C = - ^" "^-^^ ■ 

Das während der Zeiteinheit ausflieflst^nde Volumen Si bestimmt 
sieh allgemein zu 

ii = "~l [(^„* - R') + c, {r: {ir: - 1) - nr {ir; - 1)) + 2c,(r„- ~ r^)] ; (i it 

in dem apeeiellen Falle, daas R,= 0, ft, = fi ist, findet sich: 

und nach Einsetzen des Werthes von C,: 

Wirkt nur eine DruckdifTerenz, so ei^eht dies nach (116'): 

wirkt nur die Schwere, so folgt nach {116"): 

Beobachtungen über den Ausfluss aus horizontalen Rühren, welche 
ziemlich lang gegen ihren Querijchnitt sein müssen, damit die Voraus- 
setzungen, die oben gemacht sind, der Wirklichkeit entsprechen, sind 
von PoiseuillB und Hagen angestellt und haben Eesnltate ergeben, 
die mit der Annahme a = oo Terträglich sind, also der einfacheren 
Formel entsprechen: ■ 



ß = 



■ '9«' . 



§ 35. Xeohanik reibender FlfiBsigkeiten; Beuhräntamg anf 
unendlich kleine Oeachwindigkeiten. 

I. Die Behandlung der allgemeinen Gleichungen (114') ist haupt- 
sächlich deshalb eine schwierige, weil dieselben nicht linear sind und 
in den Gliedern zweiten Grades die Geschwindigkeiten u, v, w neben 
einander enthalten, sodass eine Sonderung der Unbekannten unmöglich 
ist. Wir umgehen diese Schwierigkeit, wenn wir uns auf so 
kleine Geschwindigkeiten und Güschwindigkeitsänderungen 
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nach den Coordinaten heschränken, dass wir bis zu einem 
gewöDBchten Genauigkeitsgrade die Producte udujdx u. 8. f. 
neben den in die Keibungseonatante a maltiplicirten linearen 
Gliedern ad'ujöx*, . . . Ternachlässigen können. 

Dadurch erhalten die Hauptgleichnngen (114') die Form: 

_ t--"^ _ 

dt " 



+ "=:^- = v^» 






Wir können dieselben zwar ohne Rücksieht darauf benutzen, dureh 
welche Vernachlässigungen sie entstanden sind, also auch innerhalb 
der Flüssigkeit Quellpunkte und discrete Wirbelfaden annehmen, in 
denen die Geschwindigkeiten unendlich werden; aber für unser speeielles 
Problem sind immer nur diejenigen Bereiche anwendbar, innerhalb 
deren die stattfindende Bewegung die gemachten Annahmen rechtfertigt 

Ist die Bewegung stationär, so erhalten wir noch einfacher 



d[4- +jr\ ^ a ,^^ ö(* + m _ a ^^, 5(0+ -ff) 



t ' dy t ' öS- t ' * ' 

dazu kommt 

"='.-' H + ^ + S-"- ('"") 

Aus den Gleichungen (119') folgt mit Rücksicht auf die letzte 
(119"): 

J{0 + ff) = O. (120) 

Wir bemerken, dass jede Potentialbewegung die Gleichungen 
(119') und (119") erfüllt, und zwar, was für die Anwendungen wichtig 
ist, speeiell {it> + H) zu einer Constanten macht; femer sehen wir, 
dass jede Wirbelbewegung ihr entspricht, welche den Bedingungen 
AX = 0, 4ti = 0, Av^a (120') 

genügt, und dass eine solche eine Veränderlichkeit von (P + II mit 
dem Orte verlangt 

Nach p. 399 haben Wirbelbewegungen, welche den Bedingungen 
(120') genügen, die Eigenschaft, dass jcde.s Theilchen der Flüssigkeit 
seinen Rotationsznstand dauernd beibehält; es sind also die bei nicht 
reibenden Flüssigkeiten über die Bewegung von Wirbelßden geltenden 
Sätze hier eben^ls anzuwenden. 

Da eine reine Potentialbewegung, wie wir oben gesehen haben, 
im Allgemeinen mit den Grenzbedingungen für reibende Flüssigkeiten 
im Widerspruch ist, so wird man, um die Möglichkeit einer Begrenzung 
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ZU erhalten, Wirbelbewegungen allein oder mit Fotentialbewegungen 
combinirt anzunehmeii haben. Dabei ist hervorzuheben, dass, weil die 
Gleichungen (119') und (119") in den «, v, w und ((f»+ 77) homogen 
linear sind, die Combination mehrerer Bewegungen, die einzeln ihnen 
genügen, auf einen Werth + n führt, welcher ebenfells die Summe 
der den einzelnen Theilen entsprechenden ist. 

n. Die auf p. 377 bis 381 betrachteten Wirbelbewegungen sind 
sämmtlieh solche, welche den Bedingungen (120') entsprechen. 

1. Der Ansatz (98) 



giebt nach p. 380: 



(121) 



I, (121') 

und dadurch eine Eotation der Flüss^keit um die Z-Axe, bei welcher 
die Winkelgeschwindigkeit in concentrischeu Ki^eln constant ist; wir 
können sie also begrenzen durch eine starre Engel, welche mit oon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit rotirt. 

Wir verallgemeinern fliese Lösung, indem wir die p. 377 aus dem 
Ansatz (95) 

Ä, = 0, p,= 0, p.= n (121") 

folgenden Beziehungen 

«,= -«!/, v,= +nx, w.^0, (121'") 

welche eine Rotation der ganzen Flüssigkeit mit durchweg constsnter 
Winkelgeschwind^keit darstellen, hinzufügen und bilden: 

„_-,(?! + „), .„+;.(!4+.), „„0. (122) 

Diesen Werthen entspricht die Winkelgeachwindigkeit 

welche ebenfalls in concentrischen Kugeln constant ist nnd zwei Con- 
8tant«n enthält, also an zwei Kugeln vom Radius R. und St gegebene 
Werthe m. und co, annehmen kann; da sie im Coordinatenanlang tm- 
endlich wird, muss dieser Funkt ausserhalb der Flüssigkeit liegen. 

Man kann die Lösung (122) also dem Problem anpassen, 
dass eine Flüssigkeit zwischen zwei concentrischen benetzten 
Kugeln eingeschlossen ist, welche um dieselbe Ase mit be- 
liebigen Constanten Geschwindigkeiten rotiren. 
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§ 35. Innere Beibung bei unendlich kleinen Oeachwindigkeiteit. 

Die Constanten q nnd n bestimmeii aioh dadnroh so, dt 
gemein wird: 

Steht die innere Kugel fest, so gilt eio&oher: 

Wir wollen das Dreliangsmoment um die Z-Axe berechnen, welches 
die innere Kugel in Folge der !Rotatioa der äussern erleidet Hierzu 
benutzen wir, dass nach (114'") die Componente S der Einwirkung der 
Flüssigkeit auf das Oberflächenelement des festen Körpers, genommen 
nach der Richtung der relativen Bewegung, gegeben ist durch 

das gesammte Moment ist demnach: 

N=/sSdo= -afes^'do. (123) 

(») (») 

Da die Richtung der äussern Normale derjen^n des Radius ent- 
gegengesetzt und eine Bewegung ihr parallel nicht vorhanden ist, so 
findet sich 



''-«-^?g.l'-^J-^ 




ist, falls X den Winkel zwischen der +r- und der 
hezeichneth 


+ 2-Eichtung 


Mm erMIt dal«: 


(123-) 


-B.'-«,' ^ + >■ 1 '• 


und wenn man dies nebst 





do = iü" sin X <ix «'V 
in das Integral (123) einsetzt und über die ganze Eugelfläche integiirt, 
folgt schliesslich: 

N=^ "'^;."_y - (123") 

Eine mit reibender Flüssigkeit gefüllte, nm einen Durch- 
messer mit der Winkelgeschwindigkeit m rotirende Kugel 
übt auf eine mit ihr concentrische in der Flüssigkeit ruhende 
Kugel ein Drehungsmoment aus, welches proportional mit 
ihrer Winkelgeschwindigkeit und der Reibungsoonstante der 
Flüssigkeit ist 
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Hüigt man die innere Kugel bifilar auf, so erleidet sie in Folge 
der Kotatlon der äu88ern eine Ablenkung, deren Messung nach den 
Betrachtungen in § 20 zur Bestimmung von N dienen kann. Ist N 
gefunden, fl., Ri und «»„ direet beobachtet, so lässt sieh nach der 
letzten Formel a berechnen. 

Wie die vorstehenden Betrachtungen eine Lösung ergaben, welche 
gestattete, die Flüssigkeit in zwei benetzten und mit gegebenen Ge- 
schwindigkeiten rotirenden Kugeln zu begrenzen, liefert die Combination 
der Potentialbewegung (61) mit der Wirbelbewegung (95) eine Lösung, 
die dieselbe Eigenschaft bezüglich zweier coaxialer Kreiscjlinder besitzt. 
Eine Discussion des Resultates erscheint indess nicht nöthig, 

2. Auch die aus dem Ansatz (97) 

i,_„^, ^--«'i, .,= (124) 

auf p. 378 gewonnenen und discutirten Gesohwindigkeitscomponenten 

.,= +!Ä, „,-+», »,= +»(J + i) C124T 

lassen sich für unser neues Problem verwerthen, wenn wir sie mit 
einer Potentialbewegung von ähnlichem Charakter combiniren. Eine 
solche haben wir oben in der AVirkung zweier mit ihren Äsen in der 
2-Ase hegender QueUpaare kennen gelernt. Hatte das eine unendhch 
grossen Abstand, das andere unendlich kleinen und lag letzteres im 
Coordinatenanfang, so galt nach (67) 

'P.--~{^ + l'), (124") 

worin q und q' Abkürzungen für gewisse constante Aggregate sind; 
daraus folgt dann: 

,= +iip, „,.+!M?, „..,(1£_J,)_,.. ,124n 

Combinirt man die beiden Systeme von Werthen zu 

"-^(«'' + 3»), • = ^(»■'+3,), 

«,_^(„,'+3,) + -J_i-,', 

SO erkennt man, dass man durch Verfügung über die Constanten 
n, q, q' alle Geschwindigkeiten auf einer Kugelfläche vom beUebigen 
Badius B zu Null machen kann. Im Coordinatenanfang werden die 
u, V, w unendlich, dieser Punkt darf also nicht in die Flüssigkeit 
fallen ; im Unendlichen verschwinden sie mit Ausnahme von w, welches 
dort gleich — q wird. 
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Man kann also die Lösung (135) dem Fall anpassen, dass 
in einem unendlichen, der Z-Axe parallel fliessenden Flüssig* 
keitstrome eine starre Kugel vom Radius R, an welcher die 
Flüssigkeit haftet, in Ruhe verharrt 

Die Constanten haben den Bedingungen 

nJi' + 3? = 0, J - ^, - ?' = 0, -?■ = «■„ (125') 

zu genügen, falls «'^ die im Unendlichen stattündende Ueschwindigkeit 

bezeichnet. Daraus folgt: 

,_^'«-., »_-?-J'«v, (125") 

und es wird schliesslich: 

„ ^ !fi^-'^ IR' _ ,-') e - ^y^'^^ (ß' _ r'). 

Giebt man dem ganzen System die Geschwind^keit »'„ in ent- 
gegengesetzter Richtung, so kommt die Flüssigkeit im Unendlichen 
zur Ruhe und die Kugel schreitet mit derselben Geschwindigkeit w„ 
in der Flüssigkeit fort 

Um das Aggregat <f> + 77 für diese Bewegung der Flüssigkeit zu 
bestimmen, hat man nur die von der Wirbelbewegung herrührenden 
Antheile «,, v,, w, in die Gleichungen (119) einzusetzen, am einfachsten 
in der Form: 

"--"^' '--"£■• "■- + ''\Ti + Tf]' 
und die Sülfssätze (9(>") zu benutzen; dann ergiebt sieh. sogleich bis 
auf eine additive Constante: 

(ii + n=-?^^^- (126) 

Schliflsst man die Einwirlung änsgerer Kräfte aus and setzt dem- 
gemäss = — c/e, U^p/c, so folgt; 

p=.-2»o-^_, + ?2?i, (126') 

worin n den in (125") gegebenen Werth hat und c ~p^ ist 

Die Wirkung, welche die Kugel parallel der 2-Axe seitens der 
Flüss^keit erfahrt und welche nach der Symmetrie die einzige statt- 
findende ist, berechnen wir nach der Fonnel 
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Z=Jz,do= - f(z,y + Z,^ + Z.y\do, (126") 

in welcher nach (114) 

Z,=!-aii', Z,= — oV, Z. = p-2az; 

ist; wir haben auch hier für «, «, w> nur die von den Wirbeln her- 
rührenden Äntheile einzusetzen, da ja die Potentialbewegimg, wie wir 
firüher gesehen haben, keinen Antheil zu Z giebt. Nach einer ein- 
fachen ßechnosg erhält man: 

Z = — 12«an/co3'jf sinjf rf/ = — Snan, 

oder in Bäcksicht auf den Werth von n: 

Z= + GnaBw^. (126'") 

) Ein anendlicher gerader Flüssigkeitsstrom mit der Ge- 
schwindigkeit w^ und der Innern Reibu&gsconatante a übt 
auf eine in ihm ruhende benetzte Kugel vom Radius R 
Druckkräfte aus, welche eine Resultante parallel der Be- 
wegnngsrichtung von der Grösse QTtÜaWgj ergeben. 

Gleich gross nnd entgegengesetzt gerichtet ist die Ein- 
wirkung, wenn die unendliche Flüssigkeit ruht and die feste 
Kugel ohne Rotation mit der Geschwindigkeit w^ geradlinig 
fortschreitet 



§ 36. Mechanik elaatitcher Körper; GleichgeiriohtiEaatände. 
Pot«ntialdefonnationen; homogene Deformation. 

Elastisch nennen wir einen Körper dann, wenn jede durch äussere 
Einwirkung hervorgebrachte Deformation in ihm Kräfte ert^ welche 
diese Deformation rückgängig zu machen streben. Der Körper heisst 
vollkommen elastisch, wenn jene Reactionskräfte auf keine andere 
Weise, als durch Wiederherstellung der orsprünglichen Anordnung, zum 
Verschwinden gebracht werden können, dann aber auch stets ver- 
schwinden. Wir beschäftigen uns weiterhin ansschliesslich mit diesen 
vollkommen elastischen Körpern, 

I. Bezüglich des Zusammenhanges zwischen den Deformationen 
und den durch sie erregten Reactionskräften machen wir ähnliche 
Annahmen, wie wir sie im vorigen Abschnitt der Theorie der Flüssig- 
keitsreibung zu Grunde gelegt haben. 

1. Die Ursachen der elastischen Kräfte sind molecnlare 
Wirkungen; daher hängen die Werthe dieser Kräfte in einem belieben 
Punkt p nur von dem Zustand des Körpers innerhalb des Bereiches 6 
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dieses Punktes ab. Die Verschiebung und Drehung diesea Bereiches 
als eines Qanzen kann nach dem Yoiau^eschiclten auf die elastisohen 
Eiäfl« in p keinen Eiuäuss haben, sondern nur seine Deformation. 
Letztere bestimmt sich aber nach dem in § 26 Entwickelten vollständig 
durch die sechs Differentialausdrücke 

dSx 6Sy SS% 

Ti- = "■• W = "•• "JT " "■• 

diy dSii _ däx dSx ^ dSso ,diy_ 

dx '^ ay ~^" "ä^ + "ä^ ~ *" dy '^~d^~ ^" 

welche wir die Deformationspössen genannt haben — von ihnen und 
etwa noch von ihren Differentialquotienten nach der Zeit können also 
allein die elastischen Drucke an der Stelle p abhängen. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichnen wir weiterhin die Ver- 
schiebungen §x, Sy, Sx selbst mit den Buchstaben w, v, w, die wir 
im vorigen Abschnitt für SxjSt, SyjSl, SxjSt angewandt haben; 
u, V, w haben also weiterhin nicht mehr die frühere Be- 
deutung von Geschwindigkeitscomponenten, sondern sind die 
Yerrückungscomponenten an der Stelle x, y, z. Zugleich 
wird jetzt gelten: 

ö* '*"ay ~^" öi + ö«""*" dy '^ Bx~^'- 
Die räumliehe Dilatation ^ ist gegeben dnroh 

die Drehungswinkel um die Coordinatenasen durch 

(127") 



^ - 2 iöy 



2 \Bx 8y} 

2. Die Druckcomponenten sind lineare Functionen der 
Deformationsgrössen. Diese zweite Annahme ist hier viel weniger 
willkürlich, als die entsprechende in § 34, da die Deformation^röasen 
elastischer Körper in der Praxis in der That immer ausserordentlich 
kleine Zahlen sind, also die unbekannte Function, welche den Zusammen- 
hang mit Strenge angiebt, bis zu einer grossen Genauigkeit durch das 
erste Glied der Pot«nzentwiekelung dargestellt werden kann. 

Da alle Kräfte nur dann, aber dann auch stets verschwinden sollen, 
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wenn alle Deformationen verschwinden, so können Glieder, welche die 
Differentialquotienten der DefoimationegrÖssen nach der Zeit enthalten, 
nicht vorkommen, eine Abhängigkeit von den Geschwindig- 
keiten ist unmöglich, auch darf ein constantes Glied nicht 
auftreten. 

Der al^meinste Ansatz für die Druckcomponenten ist also: 

- X, = o„x,+ e„y,+ c„z.+ c„y. + c„z,+ c,„x„ 

— 3; = o„x^ + c„»/, + c„s.. + o^y, + c,^x,^ + c„x„ u. s. f. 
Üeachränken wir uns aber auf Körper, in denen alle Richtungen 

physikaliech gleichwerthlg sind, also sogenannte isotrope Medien, z, B. 
homogene nnkrystallinische feste oder flüssige Körper, so lässt sich nach 
dem im vorigen Abschnitt in gleichem Falle angewandten Verfahren 
eine grosse Vereinfachung erzielen und wir können das dortige Resultat 
mit anderen Constanten ohne Weiteres auf unser Problem übertn^en 
und setzen: 

— X, = ca^ + c'y, + ex., 

- y, = o'x, + cy, + e'x., (128) 
-Z. = o'x, + oy,+ cx„ 

Die beiden Coefticienten e und c sind der Substanz des betrachteten 
Körpers individuell und heissen seine Elasticitätsconstanten; sie 
sind für feste Körper theoretisch weder anter einander noch mit an- 
deren physikalischen Constanten drs Mediums in Zusammenhang zu 
bringen und nur durch directe Beobachtungen zu bestimmen. 

Für Flüssigkeiten, in denen naoh den Resultaten der früheren Ab- 
schnitte im Gleichgewichtszustände tangentiale Druckkräfte nicht bestehen 
können, muss c ^ o sein und demgemäss statt (128} folgendes System 
gelten : 

Die Dimension einer Masticitätsconstanten ist die einer Druck- 
kraft, also 

M = [o] = iml-'t-']. (128") 

Mit den Beziehungen (128) sind die allgemeinen Bewegungsglei- 
chnngen (25) aus § 27 zu verbinden. Dabei wollen wir ebenso, wie 
in den Definitionen der Deformationsgrössen, x, y, x consequent in der 
Bedeutung der Coordinaten der Anfangslage des Volumenelementfts 
weiterführen, auf welches sich die i'ormeu beziehen. In den Beschleu- 
nigungen d'xjdt', d'yjdt', iFxjdt' haben sie aber die Bedeutung der 
Coordinaten der verschobenen L8^e. Wir werden in ihnen also an 
Stelle von x, y, % nunmehr x-\-v., y-Vv, x-\-w setzen und berück- 
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sichtigen, dass Iiioim die x, y, x sich nicht mit der Zeit ändern. Dem- 
gemäss erseheint d'a:/di', rf'y/iii', d'xjdt' mit d'ujdt% d'vjdt^, d'wjdt^ 
Tertansoht. 

Diese Tollständigen Bifferentialquotienten sind nun weiter, da wir 
M, V, w diä Functionen von x, y, x und t ansehen, in ihre Theile zu 
zerlegen gemäss dem Schema: 

dJ'~ " ar ''■ dxdi ei "*" ayd'i'äi +■''■■ 
da a1)er u, v, w und ihre Differentialqaotienten als sehr kleine Orossen 
angesehen werden, so können wir die Glieder, welche in Bezug auf 
sie zweiter Ordnung sind, neben denen erster yemachlässigen imd also 
einfach d'ajdi' mit ö'ujöV, d'vjdf mit d'vldt', d'w/dt' mit 
d'wjdt' vertauschen. 

Die Grundgleichungen, von denen wir bei der Behandlung 
elastischer Körper auszugehen hahen» sind hiernach folgende. Erstens 
die „Hauptgleiehungen" (25), für einen jeden Innern Punkt geltend: 
d~-u „ /ex, , dX, , dx.\ 

e -KIT = «A — -^- + -5-2 + -^ ], 
dt' \ dx dy dx ) 

fpie „ (sz, , dZy , az,\. 

zweitens die Oherfläohenbedingungen (27) för die Druckkräfte 
an der Grenze zweier Körper (h) und {k): 

(Z.).+ (Ä,).= 0, {Z).,+ (n).= 0, (4:).+ {^). = 0, (129-) 
welche wir, wenn in ilem einen der Grenzdruok direct gegeben ist, 
nach (27') schreiben: 

X + X=0, Y..+ Y=0, Z„+Z-0; (129") 

drittens die Grenzbedingungen für die Verrückungen in der 
Grenze zweier Körper (ä) und {k), in der Form (18"): 
(ii,~ü,)c03{n,x) + {vi- ^)cos{n,y) -H (w,- w.) cos (n,x) = 0, (130) 
falls die Körper in Berührung sind, aber sieh an einander verschieben 
können, oder aber nach (18'"): 

M,= M„ v^^il, w,.= w„ (130') 

falls sie fest zusammenhängen; vieitens die Bestimmung des An- 
fangszustandes oder die Festsetzung der Werthe der Verrßekungen 
und Geschwindigkeiten zu einem bestimmten Zeitpunkt, die wir so 
formuliren, dass für ( = 0; 
«_., ••-i., «, = «., j- = », j-=r, j, _.,- (13(7) 

D„ii„.db,Go(5glc 



4t4 Hechuiik nichtrtarrar KOrper. 

gegeben sein soll, unter u°, v', tc", u, v', w' stetige Functionen der 
Goordinaten verstanden. 

Diese vier Systeme von Gleiohongen bestimmen vollständig die 
Defonnationen für einen freien elastischen Körper ab Functionen des 
Ortes und der Zeit , wobei allerdings zn bemerken ist, dass die wirken- 
den Kräfte so gegeben sein müssen, dass die Yeisohiebungen u, e, w 
unendlißh klein bleiben. 

Ist der Körper nicht Irei, so kommt zu den obigen noch ein 
fünftes System von Gleichungen, welches man passend dasjenige der 
Befestigungsbedingungen nennen kann, und welches, je nach den 
Umständen, in verschiedener Weise zn formuliren ist 

Meistens wird man einen Punkt j)„, in den man ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit den Coordinatenanfang legen kann, absolut 
festhalten, also 

w = v = M7 = fiir 'cc = 0, tf = 0, x=0 (131) 

machen können; mit einem zweiten f, oder dritten j^, wäre aber das- 
selbe im Al^meinen nicht möglich, da ihre Abstände vom ersten wie 
auch die Winkel zwischen ihren VerbindongsUnien sich in Folge der 
Deformation ändern können. 

Aber man kann die Kichtung der Yerbindui^linie von p^ und 
j), unverändert erhalten, d. h. wenn man sie etwa zur Z-Axe wählt, 
auch 

M==f = für a: = y = 0, «=«„ (ISI") 

setzen. 

Für einen dritten Pnnkt p, kann man dann nur noch fordern, 
dass er in einer festen Ebene durch die feste Kichtung j>,^, bleiben 
soll, während seine Verschiebung in derselben beliebig ist Wählt man 
diese Ebene zur F^Kbene, so muas noch 

M = ftlr a: = 0, j = y„ i; = s. (131") 

sein. 

Ein besonders wichtiger Fall ist der, dass die Punkte j>, und p, 
unendlich nahe bei ;>„ liegen; die vorstehenden Bedingungen werden 
dann in Kücksicht auf die Beziehungen (1), welche für die Verschie- 
bungen unendlicli naber Punkte gelten, die Form annehmen, dass 
für x = y = % — ^ gelten muss: 

„ = „ = » = 0, l^-U-l^-0. (132) 

Man kann sie dahin deuten, dass der Coordinatenanbngspunkt.. 
an seinem Ort, das erste Element der Z-Axe in seiner Richtung, das 
erste Element der FZ- Ebene in seiner Ebene feetge}ialten wird. 

Eine andere wichtige Art der Befesl^ung ist die, dass der Go- 
ordinatenanfang an seiner Stelle verharrt und das ihm benacbbaite 
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Yolomenelement keinerlei Drehung um ii^nd eine Aie erfahrt 
Nach (4") sind die Bedingongen dann die, dase fara! = y = » = gilt: 

U. Wir wenden nns nunmehr zur Behandlung specieller 
Probleme des Gleichgewichtes eines homogenen isotropen 
Körpers. 

Die bei nur einem Körper für die Kräfte in Betracht kommenden 
Gleichungen sind fönende; für jeden innem Punkt gilt: 

iüT jedes Oberäächenelement: 

X.+ X=rY„+Y=Z, + Z = 0, (133') 

worin n die äussere Normale bezeichnet. Hierzu nehmen wir nach (24) 
die BeziehuDgen: 

X. = Xcos(n,x) + X,co8{n,y) + A',cos(m,«), 
r. = r,co8(M,3;} + Y.eoa(n,y) + r.cos(n,»), (133") 

Z, = Z, cos (m, a::) + ^ cob (n, y) + Z, cos (n, »), 
und für die X ■■■ die sie definirenden Gleichungen (128). 

Bei ihrer Behandlung wenden wir ein Verfahren an, das genau 
dem in den übrigen Abschnitten dieses Theiles benutzten entspricht 

Die Schwierigkeit zu vermeiden, welche die Erfüllung der Grenz- 
bedingungen bietet, sehen wir zunächst von diesen ganz ab, betrachten 
also gewissermaassen einen unendlichen Körper. Für diesen nehmen 
wir willkürlieh Werthe der Verruekungen m, v, w an, bestimmen die 
ihnen entsprechenden Deformationen x^,y„... nach (127), die Molecnlar- 
drucke X^, 7,,... na<A (1^8) und setzen dieselben in die Haupt- 
gleichongen (133) ein; dadurch änden sich diejenigen Werthe der 
äussern Kräfte X, Y, Z, welche die angenommenen Defonnations- 
grÖBsen bewirken könnten. Hierauf suchen wir den Körper passend 
zu begrenzen, zumeist so, dass er längs eines Stückes seiner Ober- 
ääche einen constanten änssem Druck, z. B. den Druck Null, erfährt, 
weil dies practisch am ersten realisirbar ist 

Die für u, v, w einzuführenden Functionen der Goordinaten müssen 
im ganzen Körper eindeutig und stetig sein; Stellen, in welchen eine 
oder alle unendlich werden würden, müssen durch eine Begrenzung des 
Körpers aus ihm ausgeschieden werden. 
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Sind in dieser Weise mehrere Lösungen u„, v^, w„ der Differential- 
gleichuiigeii erhalten, so lasBen sich ans ihnen neue bilden, indem 
man sie mit wiUküilichen Constanten maltiplicirt und zusammenaddirt^ 
also setzt: 

«=2A%, v=-^A,v,, io=2Aw». 

Da die Gleiehangen sämmtlich in m, v, w, X, Y, Z, X, Y, Z 
hneär homogen sind, so entsprechen die combinirten Lösungen änssern 
und Oberflächendruokkrä^D, welche in demselben Zusammenhang mit 
denjenigen stehen, die den einzelnen Lösungen zugehören, wie u, v, w 
mit den u„, w^, w^. 

Indessen ist hervorzuheben, dass die dargelegte Methode, die sich 
in der Hydrodynamik so fruchtbar erwiesen hat, in der Elasticitäts- 
lehre erheblich weniger leistet Der Grund ist leicht einzusehen. 

In der Hydrodynamik gaben die begrenzenden festen Wände direct 
ein Gesetz für die Bewegung und konnten umgekehrt aus gegebener 
Bewegung direct erschlossen werden; der Druck, den sie erfuhren, blieb 
zumeist ganz ausser Betracht 

Starre Wände, welche die Deformation eines elastischen Körpers 
in ähnlicher Weise leiten und umgekehrt aus seiner Deformation er- 
schlossen werden könnten, giebt es aber nicht,_ denn unsere Be- 
trachtungen betreffen zumeist die Veränderungen eben derjenigen 
Körper, welche den starren Ton allen am nächsten kommen und welche 
ilüssigkeiten gegenüber auch als starr angesehen werden konnten. 

Demzufolge haben wir in Wirklichkeit bei den elastischen Kör- 
pern fest ausschliesslich die Kräfte in den Grenzen als gegeben anzu- 
sehen, und diese hängen mit den Deformationen in so complicirter 
Weise zusammen, dass ps sehr schwierig ist, zu übersehen, ob ii^end 
ein Deformationasystem in einer practisch möglichen Weise hervor- 
zubringen ist. 

In der That ist deshalb in einigen Gebieten der Elasticitätslehre 
zur Durchführung specieller Probleme erfolgreich ein Weg einge- 
schlagen worden, der dem unserigen in mancher Hinsicht gerade ent- 
gegengesetzt ist; es sind nämlich zunächst die Gesetze für die elastischen 
Kräfte willkürlich angenommen, welche in einfacher Wcbc gegebenen 
Grenzbedingungen entsprechen, und aas diesen die Gesetze der Ver- 
rückongen al^leitet 

Wir wollen uns hier auf den schon angedeuteten Weg beschränken, 
weil er interessante Beziehungen zwischen Erscheinungen der Hydro- 
dynamik und Elasticität ergieht und fast nnr diejenigen Hülfsmittel 
benutzt, welche wir in den früheren Abschnitten kennen gelernt haben, 
dabei aber doch zur Lösung einiger auch practisch wichtiger Probleme 
führt. 
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In der Hydrodynamik haben wir zwei Arten von Bewegungen 
unterschieden, Potentialbewegung und Wirbelbewegung, und 
haben bemerkt, dass aus diesen die allgemeinste sich zusammensetzen 
lässt; es liegt nahe, dieselbe Theüung hier bei dem elastischen Gleich- 
gewichtsproblem bezüglich der Verrnckungen «, v, w vorzunehmen, 
welche in vieler Hinsicht den Gesehwiudigkeitacomponehten in der 
Hydrodynamik parallel gehen. 

Wir nennen eine Deformation eine Poteutialdeformation, 
wenn sich die Verrückungen u, v, w darstellen lassen als die 
partiellen Differentialquotienten einer und derselben Func- 
tion 9> dsr Coordinaten, welche das Deformationspotential 
heiasen mag, d. h. wenn die Beziehungen gelten: 

u = —, v=—, «J = — • fl341 

dx dy dx ^ ' 

Ueber die geometrischen Eigenschaften dieses Verrückungssystemes 
gelten nach p. 344 folgende Sätze: 

Construirt man das System der Oberfächen 

für um constante Incremente SC wachsende Werthe der Con- 
ßtanten, so ist für jede Stelle des Raumes die Bichtung der 
Yerrückung gegeben durch die Normale auf der Potential- 
iläche, welche durch jene Stelle geht, positiv gerechnet von 
kleinen zu grossen Potentialwerthen, ihre Grösse ist indirect 
proportional mit dem Abstand zweier Nachbarflächen an 
jener Stelle.' 

Ans den Bedingungen für die Existenz eines Deformations- 
potentiales 

Sr_^dw Ott ^ öw Bu^dv_ 

ö« fly See ~ Bk dy ~ dx 

folgt weiter in Verbindung mit der Definition der Drehungs- oder 
Drillungswinkel an der Stelle x, y, z 

nj _ Sie öv „ _ du du n dv 3m.. 

'^''-d^^e^' ^f^'d^-äi' ^"^l^'di- 

Deformationspotential und Drillung sehliessen sieh gegen- 
seitig aus. 

Aus den Werthen der «, v, w ergeben sich die Deformationen 
gemäss den Formeln: 



' dxdx' ' dxdy' 



(134') 
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zugleioh folgt die räumliche Dilatation 

d- = A<f. (134") 

Erfüllt das Deformationspotential die Beziehung 
A(p = 0, 
so ist die Deformation von einer räumlichen Dilatation nicht 
begleitet. 

Die Anwendong der Betrachtungen auf p. 345 giebt den wei- 
teren Sat;: 

Die Hauptdllatationsaxen und, falls das Medium isotrop 
ist, die mit ihnen parallelen Hauptdruckaxen liegen für jeden 
Punkt den Hanptaien derjenigen Fläche zweiten Grades 
parallel, mit welcher innerhalb des dem Punkt zugehörigen 
Bereiches B die Oberfläche tp = C zusammenfällt 

In dem speciellen .Falle, dass das Deformationspotential eine 
Ftmetion zweiten Grades ist, tritt natürlich diß Potentialfläche selbst 
an die Stelle jener Hülfsfläche. 

Setzen wir die Werthe x^... nach (134') in die Ausdrücke für 
die Dmckeomponenten ein, so lauten dieselben: 

. -I'.= («-«)|5^ + «'^y, (135) 

-a = (•-"')£ + «-^9», 

und die Hauptgleichungen (133) werden unter Benutzung hiervon: 

sX = - 0^ = - cAu, e r = - «^ = ~ cJv, 
dx ' äy ' 

sZ = — c-p— = — cdw. 

Existirt also ein Deformationspotential ^, so müssen 
die wirkenden Kräfte nothwendig ein Kraftpotential 4» haben, 
dessen Werth sich bis auf eine additive Constante bestimmt 

Potentialdeformationen mit constanter oder verschwin- 
dender cubischer Dilatation können nur eintreten, wenn 
keine äussern Kräfte wirken. 

Umgekehrt erfordert das Fehlen äusserer Kräfte, dass 
das Deformationspotential der Gleichung Jip = genfigt 
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Der Druck P„ gegen ein beliebig gelegenes Fläch enelement hat 
nach (135) die Componenten: 

^J(. = (<,-»-) (gcos(»,l)+j||^C(»i(«,s) + j||jOO8(»,«)) + oJ,PC0ilK«), 

- y. = (»-c-)(j^C0ii{»,») + l^cosl»,}) + j^cosh«)) + c'J^msin,)), (136) 

- Z. = (n-c'j (j?|^cos(«,ii) + j?^oos(»,,) + ?^cos(n,!i)) + <,'J9P cos (»,«). 

Gehört das Flächenelement einer Potentialfläehe an, was wir durch 
die Yeilaaschung der Normalen n mit v andeuten wollen, so ist; 



COS {v, x) 


-¥,1^9, 


cos 


(»,»)= 


'S? 


I&9, 


cos( 
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©•y = 
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m-- 
















~x,= 


■{<- 


-^^' 


+ c 


■'Jfpcos 


(», «), 




- r,= 


'('- 


■0^' 


+ " 


■Jycos 


(•,9), 



cos(», «)-|j/e 



(136-) 



-Z._(.-.-)^ + «-49«cosK4 



In dem speciellen Fall, dass Jq> = ist, stehen also die Drucke 
gegen die Potentialflächen an jeder Stelle normal zu der durch sie 
hindurchgehenden Fläche 0^ = Const und haben die Result-ante 

p,={c-o')e{0<p). 

Allgemein erhält man die Normalcomponente N,, wenn man die 

letzteren Fonneln mit den Faetoren 

, . diB , \ äy , . dx 

cos(*,a;) = ^. C08(*,i/) = ^. cos(i',x) = ^ 

zusammenfasst; es folgt dann nämlich: 

- JV. = {c - c')^ + c-Jy = ("-''')& + "'^'P- (136") 

Aehnlich liefern die Faetoren 

■ coa(»,«)-g, cos(.,j,) = ^, o«,(,,.)-^ 

die Gomponente S^ nach der Richtung einer beliebigen Tangente a an 
der Fotentialfiäohe; es wird 

-S..(<,-o')^-(«-.-)5^. (136") 

Die Resultirende P, steht normal zu der Potentialfläche, wenn 
S, für jede Richtung a versehwijidet, also in der Fliehe neben (p auch 
öqp = dtpfdv constant ist. 
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Diese Resultate kommea in Betiacht, wenn es sich darum handelt, 
bei gegebenem Deformationspotential in dem unendlichen elastischen 
Körper eine Oberfläche zu bestimmen, welche die Begrenzung eines 
Theiles desselben bilden kann. 

Man kann den Satz aussprechen; 

Eine Flache, in welcher das Deformationspotential y con- 
stant ist, kann bei Einwirkung äusserer Druckkräfte, welche 
normal gegen sie wirken, eine Oberfläche des elastischen 
Körpers bilden, falls in ihr öqs/öv constant ist Die äusseren 
Druckkräfte erhalten dabei constante Werthe, wenn gleich- 
zeitig in ihr auch 

constant ist. 

Was die Bedingungen der Befestigung anbetrifft, so besehränten 
sich dieselben, wenn ein Deformationspotential existirt, darauf, dass für 
einen beliebigen Punkt, z. B, den Coordinatenanfang, m, v, w ver- 
schwinden müssen; denn da die Rotation irgend eines Tolumenele- 
mentes durch die Annahme eines Deformationspotentiales bereits aus- 
geschlossen ist, so sind die Bedingungen (132^ nicht nur für einen 
Funkt, sondern allgemein erfüllt. 

IV. Der denkbar einfachste Fall einer Fotentlaldeformation ist 
der, dass die Deformation homogen ist, die Deformationsgrössen 
X,,.. nämlich Constante sind, das Deformationspotential also eine 
Function zweiten Grades ist Diese Verfügung ist nicht nur an sich 
der practischen Beziehungen halber von grossem Interesse, sondern 
auch in der Gombination mit andern Potentialen von Nutzen. 

Wir machen, um m, «, w im Coordinatenanfang verschwinden zu 
lassen, für das Potential der homogenen Deformation den Ansatz 
2y = m,x' -h m,-^ + m.5*-|- 2 {n,y% ^ n,xx + n,xy\ (137) 

haben also: 

«.= "*., !/,= WN, *.= »«„ !/.= 2n,, %,= %n„ 3;,-=2ft,; (137') 
die räumliche Dilatation ist 

i? = m.-|-w»,+ m.. (137-) 

Die Druckkräfte werden constant, nämlich: 

-X=(c-c')m,-|-c'Ö- = jH;, 

- r, = (c - c') m, -h c'* = 3f„ (137'") 

- Z. - (e - c') m.-\-dQ-=M„ 

- Y.= (c - (^)n, = N„ -Z,= (c- e)n, = N„ ~X,= (c - c')«,= JV., 
worin die M,, und N^ Abkürzungen sind, die wir auch weiterhin be- 
nutzen wollen. 
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Sind die M„ und N^ bekannt, so folgen aus ihnen die m» and 
»t nach den Formeln: 

- (e + O 3f. - c'(M^ + M;} 



(137""} 



(e + o") itf. - eXM. -i- M,) 

^ N. N, ^ N, 

Die äussern Kräfte finden sieh nach (135') gleich Null; homogene 
Deformationen sind also nur durch Oberflächendrucke heryor- 
zubringen. 

a) Die elastischen Druckcomponenten gegen ein beliebig gelegenes 
Flächenelement nehmen die Werthe an: 

— X= if,cos(»i, a:) + N,G03(n,y) + N,eos{n, x), 

— r,= N.cosin, x) + if,C08(ra, y) + N,cos[n, «), (138) 
" Z,= N, COS (n, x) + A; cos («, y) + M, cos (w, *); 

sie sind also gegen alle Fläohenelemente normal, wenn 

ist; in diesem Falle haben sie auch für alle Flächen die gleiche Grösse. 
Der hierdurch characteriairte Zustand läsat sich hervorbringen, indem man 
den Körper einem allseitig gleichen Druck p aussetzt Da ein solcher der 
äussern Normalen n entgegenwirkt, ist nach den Gleichungen (133') 
— X„ = X = ~pe08{n, x), — Y^ = Y = — ycos(n, y), 

— Z. = Z= — i>e08(m, z) 
ZU setzen und es folgt daraus: 

M=-p. 
Setzen wir dies in die Formeln (137) und (137"") ein, so erhalten 
wir den Satz: 

Das Deformationspotential eines nnter dem allseitig 

gleichen Druekp stehenden homogenen, isotropenKörpers ist: 

„_»»»^ y(j^+y'+»') . ,1QQ., 

f=-2-- 2(c + 2eO ' * ' 

seine Verrückungen haben die Werthe: 



! 4- 26" c + 2<^ c + 2ö' 



(138") 



seine Deformationen sind: 



i, (138"') 
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seine cubische Dilatation ist: 



-3p 



Die Dilatations- und Dmckellipsoide sind hier nach p. 288 und 
307 Kugeln. 

Zu diesen Resultaten machen wir eine allgemeine Bemerkung. 

Nach unserer Grundannahme über die elastischen Dnieke und 
nach den Fundamentalgleicliungen, welche diese mit den äussern und 
Oberflächendruckkräften verbinden, werden wir bei allen elastischen 
Problemen lineare Beziehungen zwischen den ausgeübten EJräften Ä"» 
und den Deformationen ät erbalten, also Gleichungen von der Form 

in welchen die A^ nur von der Gestalt des Körpers, auf welchen die 
Kb wirken, und von seinen Elasticitätsconstanten o und d abhängen. 
Häufig nehmen dabei die A^t specieller eine Form an, bestehend aus einem 
Factor C^, der nur die Etasticitätsconstanten, und einem andern 
Bu,, der nur die Dimensionen des Körpers enthält und von der 
Dimension Null sein muss, wenn die i» Druckkräfte, bezogen auf die 
Flächeneinheit, sind. 

Die hier auftretenden Aggregate C» nennen wir die CoöEGlcienten 
der betreBfenden Deformation oder die Deformationscoefficienten, 
ihre Reciproken, die um so grösser sind, je geringer der Effect der 
Kraft ist, die Deformationswiderstände der Substanz des Körpers. 

Ein sehr einfacher Fall der besprochenen Art, in welchem die 
Bm= 1 sind, ist der obige. Die Grösse l/(c + 2c') wird man demgemäss 
den Coefficienten der linearen Dilatation, 3/(c+2c') den CoSffi- 
cienten der cubischen Dilatation bei allseitig gleichem Druck 
nennen; ihre Beciproken sind die bezüglichen Dilatationswiderstände. 

Für Flflssigkeiten wird wegen c = o gelten: 

«.= ..-«.--£. *=-f; 

ihre einzige Elasticitätsconstante c ist also direct als ihr Compres- 
sionswiderstand definirt. 

Wir wollen weiterhin allgemein den Coöfficienten der cubischen 
Dilatation bei allseitig gleichem Drucke 

setzen. 

Zur experimentellen Bestimmung von K dient das Pißzometer 
(Figur 45), ein mit einer tropfbaren Flüssigkeit gefülltes startwandiges 
Eeservoir R, innerhalb dessen in einem Quecksilbemapf Q das eigent- 
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liehe Beobachtung^efäsH Q in Form einer grossen Tbennometerkugel 
mit graduirtem Messrohr rr und das geschlossene Lnftmanometer M 
aufrcht steht. Der Drnct p, welchen man mit Hülfe der Schraube S 
auf die äussere Flüssigkeit ausüben kann, pflanzt sich durch das Queck- 
silber des Napfes Q auf den Inhalt des Gelasses Q und die Luft im 

Manometer fort; die Ablesung des Standes des Queck- 

Silbers in M gestattet die Bestimmung des im Innern 
herrschenden Drucke« p, diejen^e des Standes in rr die 
Bestimmung der Volumenänderung des Inhaltes von G. 
Zu letzterem Zwecke hat man zu überlegen, dass der 
ganze Baum, welchen ß darbietet, gegeben ist durch das 
Volumen V bis zur Nullmarke auf rr weniger dem Vo- 
lumen, welches von dem in der Röhre stehenden Queck- 
silber eingenommen wird, also weniger Iq, wenn l die 
Länge der Säule vom Nullpunkt aus und q den Quer- 
schnitt der Röhre bezeichnet. Dieses Volumen erleidet 
nach der obigen Formel bei dem stattfindenden allseitig 
gleichen Druck die Verminderung {V—lq)p¥^, wenn K„ 
den Compressionseoefficienten des Gelasses bezeichnet; 
denn da jeder Volumentheil des comprimirten Körpers 
in demselben Verbältniss verkleinert wird, gilt Gleiches 
auch von dem Hohlraum. *''^' *^- 

Das Volumen der Flüss^keit, die zunächst das Gteßas erfüllen 
mi^, erleidet die Verminderung (P"— /g)pK/, wenn K/ den Compres- 
sionseoefficienten für sie bezeichnet Die Differenz beider Volumen- 
ändeningen oder die relative Volumenänderung ruft die Veränderung 
des Standes im Messrohr um dieLänge i hervor, so dass 

tq = {V^lq)p{}f.j^Y^) 

ist Hierbei kann der Querschnitt g auf der linken Seite als dem ur- 
sprünglichen gleich angesehen werden, da wir sehr kleine Deformationen 
vorausgesetzt haben und in Praxi stets erhalten. Die letztere Formel 
giebt 



K/-K,= 



p[V^lq)' 



und dies zeigt, dass die Beobachtungsmethode nur die Differenz der 
beiden Coöfficienten K/ und K, giebt, der eine also auf andere "Weise 
bestimmt werden miiss. Hierin liegt eine bedeutende practische Schwierig- 
keit; denn zumal wenn das Gefass G, wie meist, aus Glas besteht, ist 
die Benutzung des an einem andern gläsernen Körper auf andere Weise 
bestimmten K sehr bedenklich, da verschiedene Glasstücke, selbst von 
der gleichen Sorte, in ihrem elastischen Verhalten häufig stark differiren. 
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Die Methode des Piezometers ist auf feste Körper anwendbar, 
wenn man dieselben mit einer Flüssigkeit in das Gefäss bringt. Ist 
das Volumen des festen Körpers F», aein CompressionscoefGcient K», so 
ist seine Volumenänderung FipKi, die der Flüssigkeit 

(F- V^-lq)pY.f, 
die gesammte relative Volumenändernng also: 

(F- Iq) p (K/ - K,) + F.p (K. - K^); 
sie wird gemessen durch eine Verändemng des Standes im Messrohr rr 
um die Länge l". Beobachtet man in O erat die Flüssigkeit allein, 
dann mit dem festen Körper zusammen, so gelten die beiden Glei- 
chungen : 

lfq = {V~lq)p(K,~K,), 
l'-q = (F- lq)p{Ky- K) + r^»i'{K*- K/), 
und hieraus folgt: 

Für diese Beobachtungsart ist also die Eenstniss des Compressions- 
Goefßcienten K, des Geßsses nicht nöthig, wohl aber desjenigen K/ der 



b) Hat der betrachtete Körper die Gestalt eines Voll- oder Hohl- 
eylinders von beliebigem Querschnitt, die Axe parallel der Z-Kichtang, 
so sind die Gleichungen (138) auf die Cylinder- und die Grundflächen 
gesondert anzuwenden; sie geben für erstere: 

- X,= Jtf,cos(n, x) + N,iios{n, y), 

-Y,=-N. cos {n, X) + M, cos {«, y), {139) 

- 2, = jV.cos (», x) + JV, cos (», y), 
hingegen für letztere: 

— X = JV. cos («, z), ~ Y,^ N, cos («, x), — Z,^ M, cos (n, x). 
Die Drucke gegen die Cylinderfläche sind überall normal gegen 
dieselbe und von constanter Grösse, wenn 

ist, zugleich sind dann auch die auf die Grundflächen wirkenden Drucke 
normal zu jenen und überall gleich stark. 

Wirkt auf die ManteMäeben von aussen nach innen ein Druck 
von der Grösse p', so folgt für sie aus den Gleichungen {133') 
-X,^X= -p'iMs(n,x), ~Y.= Y= ~p'ws(n,y), - Z. = Z=0, 
und man erhält daraus: 

3I^ = M,= -p'. 
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Wirkt auf die Grundflächen von aussen nach innen ein normaler 
Druck p, so ist ebenda za setzen 

-_X^=X=0, -Y.= Y=0, ~ Z,^Z= -pcos{n,x), 
und es folgt: 

if.= -p. 

Setzt man diese Werthe in (137) und {137"") ein, so erhält man 
den Satz: 

Das Deformationspotential eines homogenen isotropen 
Cy linders, der auf seinen Mantelflächen den constanten 
Druct p', auf den Grundflächen den constanten Druck p er- 
fährt, hat den Werth: 






(1391 



(139"). 



seine Yerrückungen haben also die Grossen: 

,, = _ ("P'- g'p)'g « = _ (cp'- c'p)y 

^ _ (<c + e'lp-2e 'p')t 

seine Deformationen sind: 

_ ep'-^ P i, = - (g + <0P-8e'P' 

' ^' e- - C) (c + 2ß'| ' lc-e-)(^ + 2e') ' (130'") 

seine räumliche Dilatation ist: 



Dilatations- und DmckelUpsoide sind ersichtlich Rotationsflächen 
um Parallele zur Z-Äxe. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die Cylinder- 
flächen frei sind, also p' = ist und nur auf die Grundflächen ein 
Lonstanter Zug oder Druck ausgeübt wird, was sehr nahe realisirt ist, 
wenn ein Draht oder Stab durch ein angehängtes Gewicht gedehnt 
wird. Dann findet sich 

und diese Formeln zeigen, wie bei positivem p, also ausgeübtem 
Druck, eine Längscontraction und Querdilatation, bei negativem p, 
also ausgeübtem Zug, eine Längsdilatation und Quercontraction eintritt 
Die Ooefficienten A und A' der Längs- und Querdilatation 
bei einseitigem Druck sind resp. 



-(c-^>lf + 2c) ic-dj^., + ^c■t 



D„ii„.db,Go(5glc 



426 Mechanik nichtet&rrer KOrper. 

beide sind der Beobachtung zugänglich und geben Mittel, die beiden 
Elasticitätsoonstanten gesondert zu berechnen. Da die practische An- 
wendung der vorstehenden Formeln einen Cylinder voraussetzt, dessen 
Länge sehr viel grösser ist als sein Querschnitt, damit die Art der 
Vertheilung der äussern Kraft auf den Grundflächen, welche von der 
Befestigung des dehnenden Gewichtes abhängig und uns unbekannt 
ist, keinen Einflusa übt, so wird die gesammte Längsdeformation viel 
grösser ausfallen als die Querdeformation, letztere also der Messung 
grössere Schwierigkeiten bieten. Man kann statt ihrer mit Tortheil 
die cubische Dilatation bei einseitigem Zug messen, indem man als 
zu dehnenden Körper einen Hohlcylinder wählt, der unten vollständig 
und oben durch einen mit einem feinen getheilten Glasröhrchen ver- 
sehenen Stopfen verschlossen ist Füllt man den Hohlraum mit Flüssig- 
keit, sodass deren obere Fläche in dem Giasrohr steht, so wird bei 
einer Längsdehnung des Hohlcylinders die Flüssigkeit in dem Röhrchen 
sinken, und die Messung dieser Verschiebung gestattet die cubische 
Dilatation des Hohlcylinders und hierdurch die Constante l/(c + 2c') 
zu bestimmen. 

c) Hat der betrachtete Körper die Form eines rechteckigen Prismas, 
so kann mau längs jeder seiner Flächen die innern Normaldrucke 
zu Constanten, die Tangentialdrucke zu Null machen, indem man 
N, = N, = N,= setzt. Dann wird 

— X^ — M,G03{n,x), — Yy = M,cos{n,y), 

- r. = 0, • -2.= o, 

Debt man also von aussen auf die Flächen normal zur X-Axe 
den Constanten Druck p„ auf die normal zur y-Axe p„ auf die normal 
zur Z-Äie p, aus, so geben die Gleichungen (133') 

für die Flächen normal zur X-Axe — x,= X = —p^co3(n,x), 
„ ,, „ „ „ r-Axe — y, = T = - _p, cos (n, y), 

„ „ „ „ „ iJ-Axe — ^ = Z = —p,<ioe{n, x), 

woraus tolgt: 

if, = — Pj, M,— — p,, M,= — p,. 
Die Berücksichtigung dieser Werthe ergiebt den Satz: 
Das Deformationspotential für ein homogenes isotropes 
rechteckiges Prisma, welches auf den Flächenpaaren normal 
zur X, Y, Z-Aze resp. die constanten Drucke ;>,, p„ p, erfährt, 
hat den Werth: 
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VeiTückungen und Defonnationen berechnen sich wie oben; die 
Djlatations- und Druckaxen liegen den Prismenkanten parallel 

IT. Wir Tollen nun einige derjenigen Functionen, die in der 
Hydrodynamik ein Geschwindigkeitspötential darstellen können, als 
Deformationspotential wählen. 

1. Setzen wir 

<p=^ql6, (142) 

worin e'= 3;'+ jf' und q constant ist, so giebt dies eine Deformation, 
welche, da A<f> verschwindet, nach (135') nur ohne Einwirkung äusserer 
£räfte auf den elastischen Körper bestehen kann. 

Da <f nur von e abhängt, so ist sowohl d^jde als ö'qc/öe' längs 
coasialer Kreiscylinder um die Z-Äxe constant und man kann nach 
p. 420 das Medium durch einen solchen Kreiscylinder vom beliebigen 
Badius R begrenzen, wenn man gegen dessen Mäche eine normale 
eonstante Druckkraft wirken lässt Da aber dfjdx, ... in der Z-Axe 
unendlich wird, muss diese ausserhalb des Mediums liegen, der Cylinder 
also einen Hohlraum begrenzen. 

Der elastische Druck gegen eine Cylinderfläche ist nach (136"") 

-J'.= (o-0?~=-(«-.?)f; (142-) 

wirkt also gegen die Wand des Hohlraumes der Druck p parallel mit e, 
so bestimmt sich die Constante q aus 

_j,= _P,= -(fl-c')|i, (142") 

und es gilt der Satz: 
Die Function 

ist das Deformationspotential für ein unendliches homogenes, 
isotropes Medium mit einem cylindrischen Hohlraum vom 
Badius Ä, gegen dessen Wand der Druck p wirkt 

Um das Medium noch in einer zweiten Cylinderfläche begrenzen 
und für beide Flächen den Druck beliebig vorschreiben zu können, 
combiniien wir das Potential tf = qle mit dem oben betrachteten 
Potential der homogenen Deformation (139') 

^' ^ -{me + m,%'), 
welches die Antheile der Drucke — P,' = if , — Z/ = M, liefert. 
Es entspricht demgemäss dem Deformationspotential 

if = qU+^ {me' + m,x') (143) 

das Resultat: 

-P,^M-{e^c<)\, -Z.= M„ (143') 
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welches zeigt, dass neben den Smcken aaf die Mant«lfläehen noch ein 
Druck oder Zug p' auf die Grundflächen des Hohlcylinders ausgeübt 
werden kann. 

Erfilhre die innere Cylinderfläche vom Badios Ä, den Druck p, 
parallel mit +e, die äussere vom Radius R^ den Druck p^ parallel 
mit —e, so ist zu setzen: 



(143") 



-p,- 


- - (f.). 


-M- 


■{o- 


'')i^- 


-Pa- 


- - {P.). 


~M- 


■(«- 


"■)*■ 


P,B! 


-P.S.- 


1 = 


le-a 


-PJK.' 


u; 


-b; 


')(«.•- 



woraus folgt: 

dazu kommt M,= ~ p'. 

Wird eine Zugkraft auf die Orondäächen nicht ausgeübt, ist also 
j(f,= 0, so folgt aus (137"") wegen if,= J/,= if: 

cM —2c'M f. .„,„, 

Das Deformationspotential eines homogenen isotropen 
Hohlcylinders von den B,adien Rt und R,, welcher auf den 
Mantelflächen die constanten Drucke Pi und p, erfährt, 
ist also: 

Behalten wir die Abkürzung (143) bei, so folgen daraus die Ver- 
rückungen: 

u = x{m + -fj, v = y{m + j,y w ^ m,z, (144') 
die Deformationen: 

, (1 2af\ , /l 2«'\ 

x,^m + ql-^--r\> y, ^ m + q\^ — -^\> », = «»„ 

Für eine Stelle der X2-Ebene ist y = 0, also 

x,= m — ^j s» ="*+.' ^^ *"•? y. = *i = ^ = ; 

die Hauptdilatationsasen sind dort also den Goordinatenazen parallel. 
Ist der innere Druck pi grösser als der äussere p,, so ist g > 0, und 
es findet die grösste Dilatation parallel der T-Axe statt; daher wird 
ein Zerspringen des Rohres mit Spalten in den Meridianebenen, 
und zwar von innen her, beginnen. 
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2. Der Werth des Defonnationspotentiales 



worin r'=3;'+^+i.' ist, erfüllt die Gleichang ^90 = 0, giebt also 
keine räumliche DilatatJon und kann daher nur stattfinden, wenn 
äussere Kräfte nicht wirken. 

Als Begrenzung lässt sich hier eine beliebige Kngel um den Goor- 
dinatenanfang wählen, in welcher ein constanter Normaldruck;) herrscht; 
denn für eine solche ist sowohl dtpjdr als Ö'tpjdr' constant 

Da aber dtpjdx,.., für r=0 unendlich wird, so muss der Coor- 
dinatenanfang ausserhalb des elastischen Mediums liegen, die Kugel 
also einen Soblraum begrenzen. 

Die elastische Druckkraft gegen eine Kugel um den Coordinaten- 
anfang berechnet sich nach (136"") zu 

-i>,_(«-»-),^_2(.-^J,; (1450 

wirkt also gegen die Wand des Hohlraumes parallel mit r der Druck p, 
so bestimmt sich die Constante q aus 

-p= -P,-2(»-o-)X, (146'T 

und man erhält den Satz: 
Die Function 

ist das Deformationspotential für ein unendliches, homogenes, 
isotropes Medium mit einem kugelförmigen Kohlraum vom 
Radius R, gegen dessen Wandung der Druck j) wirkt. 

Um noch in einer zweiten Kugelääche den normalen Druck will- 
kürlich vorschreiben zu können, combiniren wir das Potential tp = qjr 
mit dem Potential w»r'/2 der homogenen Deformation aus (138') zu: 

?.-f+=^; (U8) 

hieraus folgt in der früheren Abkürzung: 

~P,= M +2{o-c')i-,. (146') 

Wirkt auf die innere Kugelfläche Tom Badins Ä der Druck pt 
parallel + r, auf die äussere vom Eadius Ä, der Druck p. parallel — r, 
80 gilt: 

-p,= -(P,), = if+2(c-</)-|^, 

-P.= -(P.}. = -W+2(<:-c')#r' 
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zugleich folgt aus (137""}, da M,= M.= M.-= M ist: 

m = -^ (146'") 

Das Deformationspotential <f) für eine homogene isotrope 
Hohlkngel von dem innern Radius ^, dem äuseera if,, welche 
unter dem innern constanten Druck p„ dem äussern/», steht, 
ist gegeben durch: 

Unter Benutzung der abgekürzten Form (146) folgen die Werthe 
der Verruckungen : 

„_.(--!,), . = ,(».-i), -_«(»-f,); (1«-, 

die Deformationen sind: 

3. Schliesslich wollen wir noch ein Beispiel für die Deformation 
in Folge der Einwirkung einer änssem Xraft behandeln. 

Sei eine Eugel vom Badius R, von der Masse M und der Dichte « 
gegeben, deren Tbeile nach dem Newton'schen Gesetz auf einander 
wirken, dann ist das Eräftepotential, auf die Masseneinheit bezogen, 

worin ß = fMjR' (unter f die Constante des Newton'schen Gesetzes 
verstanden), u aber willkürlich ist, da nur bis auf eine additive 
Constante bestimmt ist | 

Für das Deformationspotential tp gilt dann nach (135") die Be- 
dingung I 

'-;{« + ß,')~A<p, 

aus welcher sich, da tp nur r enthalten kann, leicht findet: 



/ und S sind die Integrationsconstanten. 

Da d<f)jdr für r = nicht unendlich werden kann, so mnss 8 
verschwinden; y ^^'^ ^^ ^^ Deformation keinen Ejnfluss. Soll die 
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Kugel von aussen keine Dracbkraft erleiden , so muss nach p. 420 für 
r = R 

sein. Setzt man den erhaltenen Werth von ^ ein, so ündet sich: 



Eine homogene Kugel von der Dichte b und dem Radius 
R erleidet durch die Newton'sche Anziehung zwischen ihren 
Theilen eine Deformation, deren Potential gegeben ist durch: 

„30 4- 2/ 



V-'^ff- 






Die Verkürzung des Radius in Folge dieser Deformation betragt; 



t> = 



8,zffft' _ 2Mft 
\b(e + 2e-) 5(b + 2c' 



§ 37. Hechanik elastischer Körper; OleiohgewichtBznstände. 
Drillnngsdeformationen; gleichförmige Diilliuig. Combinirte 



I. Hatten wir im Vorstehenden Deformationen betrachtet, welche 
in Analogie traten zu den Potfintialbewegungen einer Flüssigkeit, so 
wollen wir uns nunmehr zu denjenigen wenden, welche den Wirbel- 
bewegungen entsprechen. Weil für dieselben characteristisch ist, dass 
die Drebungswinkel oder Drillungscomponenten 

■ ^=2(ä^-äl)' ^=2te-fl5)' "=2(35-0?) ('^^) 
der Volumenelemente nicht verschwinden, nennen wir sie Drillungs- 
deformationen und nehmen aus der Hydrodymanik den Begriff der 
Drillungslinie herüber, als einer Curve, deren Element an jeder 
Stelle in die Richtung der dort vorhandenen Drillungsaxe fällt, also 
der Gleichung: 

dx:dy:d% = X:fi:v (149') 

genügt Zwischen den X, fi, v besteht die identische Relation: 

p = 0. (149") 



die ' 



Führen wir die den Wirbelfunctionen entsprechenden Drillungs- 
functionen U, V, W durch die Beziehungen 

tfy ö« d» dx Bx By ^ ■' 
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ein, 80 treten diesell)eu, falls wir sie noch der Bedingung 

dx ^ dy 

unterwerfen, mit den Drillungen A, ^, ir in den Zusammenhang 

Jü=-2A, AV=-2n, AW=~2v. {150") 
Da diese Werthe Ton u, v, w die räumliche Dilatation &■ zu Null 
machen, so sehreiben sich die Druckcomponenten in der Form: 

-i-(.-c')g. -r. -(.-,■) (|j->).(c-,-)(?J + i), 

- 1-. - ('-'■)%■• - a - ^'-'■) (s -") = («-'■) (If + f). (150-") 

- Z. =. (c-0|f . -X. = (.-«■) (f^ - ,) = (c-0') (Ij + .), 
nnd die Gleicb^wichtsbedingungen werden zu 

„ o-C ^ e-tf .IdW ÖV\ , ,.{d* dM\ 

.Jt=-__J„ = _^j(___._J^(,_,)(__„_j, 

WO auf der rechten Seite je drei Terschiedene Formen für dieselbe 
Function stehen. 

Zieht man den letzten der angegebenen Werthe in Betracht, so 
erkennt man den Satz: 

Eine reine Drillungsdeformation kann nur dann ohne 
Einwirkung äusserer Kräfte bestehen, wenn die Drillungs- 
componenten an jeder Stelle durch die partiellen Differential- 
quotienten einer und derselben Function ^fl, des Drillungs- 
potentiales, nach den Coordinaten gegeben sind, nämlich 

dtf dt/r Sv 

ist; wegen der identischen Beziehung 

muss dabei gelten 

Jif = 0. (151') 

Die Bedingungen für eine begrenzende Fläche sind hier minder 
einfach als bei dem Deformationspotential, weil sich die u, v, w nicht 
dordi das derselben St«Ile entsprechende if ausdrücken, lassen. 



'-e- "-S' '=£ ('") 
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Während unter den Potentialdeformationen diejenigen, denen im 
ganzen Körper constante Werthe der Defonnationsgrössen entsprechen, 
eine ganz besondere Wichtigiteit und vielfältige Anwendung besitzen, 
geben die DriUungsdefonnationen, för welche die Drillungscomponenten 
Gonstant sind, überhaupt kein elastisches Problem; denn, wie schon ans 
dem Inhalt von § 16 hervorgeht, treten solche Werthe nur auf, wenn 
der Körper als Ganzes bewegt wird. Trotzdem findet der diesem Fall 
entsprechende Werth des Drillungspotentiales 
ifi = n,x + n, y + n,x 
in der Combination mit anderen Potentialen Anwendung. 

Der einfachste Fall von Potentialdrillung, welcher wirklich auf ein 
elastisches Problem führt, ist deqenige der sogenannten gleichför- 
migen Drillung um eine, etwa die Z-Axe. Man versteht darunter 
eine Deformation, bei welcher sich alle Ebenen normal zur Drillungs- 
ase als Ganzes drehen und der Drillungswinkel eine lineare Function 
des Abstandes von einer willkürlichen Änfangsebene ist. 

Nach dem p. 377 Besprochenen wird eine solche Drillung um die 
Z-Axe definirt sein durch 

M = — ryz, V — + xxxi, also v = r», (1^2) 

worin X die gegenseitige Drehung zweier um die Länge Eins parallel 
der Z-Aie von einander entfernter Ebenen bezeichnet 

Wegen dieses Werthes von v nimmt die Gleichung {149") die 
Form an: 

fe + t + -». 

und die Bedingungen für die Existenz eines Drillungspotentiales i/i 
liefern die Formeln: 



Hieraus folgte dass i// die Gestalt besitzt 

worin T/f' nur x und y enthält und der Gleichung 

JV + 1 = 
genügen muss. 

Die Werthe (152) von u und v ei^eben, in die Formel 

eingeführt, das Resultat, dass w nur x nnd y enthalten kann; wir 

(152") 
28 
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Für X folgt eine Bedingung durch Combination der letzten Formel 
(152') mit den Beziehungen AJJ — — 2Jl, AV= — 2;^; sie lautet: 

JJ, V, W einzeln zu hestimmen ist in unserm Falle nicht nöth%, es 
handelt sich nur um die Function /. 

Die elastischen Drucke nehmen nach dem Vorstehenden die 
Werthe an: 

-4 = 0, -r.= i^^(|^' + .), 

~Z, = 0, -^-0; 

Da sie Ton x unabhängig sind, so wollen wir veranchen, das 
elastische Medium durch einen Cylinder Ton beliebigem Quersohnitt 
parallel der 2-Axe zu begrenzen. Ein Element seiner Querschnittscurve 
nennen wir ds, dasjenige der äusseren Nonnale darauf dn und nehmen 
an, ds liege zu dn wie T zu X 

Dann sind die Cosinus der Richtungswinkel der äusseren Normale 

c<x(n,x)-^-^, cos(»,s) = Ä--^, cos(«,«)-0, 

^ ' ' rfn rfs ^ ' ^' dn da v ) ; ' 

und die Druckcomponenten gegen ein Oberfläehenelement werden: 

-X=o, -r.=o, -z. = i^,((.|| + .)^+(||-,)&).a53) 

Setzen wir: 

8x_ _ 

Öy '^ dx' dx ^ dy 

SO ergiebt sich nach einfacher Beduction: 

Soll die Cylinderfläche eine freie Oberfläche sein, so müssen alle 
drei Componenten X^, F„, Z„ längs derselben verschwinden. Wir er- 
kennen, dass dies stattfindet, wenn längs des Bandes ihres Querschnittes 
£i + Ux' + y') = (153'") 

ist; eine willkürliche Constante denken wir dabei in £i hineingenommen. 
Da diese Formel eine endliche Relation zwischen den Ooordinaten der 
Punkte der Querschnittscurve enthält, so stellt sie die Gleichung dieser 
Curve dar. 

Ans der Beziehung (153") folgt unmittelbar: 

A'Q = 0, (153"") 



-+'^' ^--£' (153") 
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und wir können die Behandliing des Problemes auch mit Bestlmmimg 
der Fanction ß, statt der Function Xt beginnen, gemäss dem folgen- 
den Satz. 

Ist ß eine Function von x und y, welche die Gleichung 
4'Q = erfüllt, ist 

die Gleichung einer geschlossenen Curve S und bezeichnet 
ferner ^ die durch 

dy ~ dx' dx ~ dy 
definirte Function von x und y, dann stellen die Werthe 

M = - Ty%, v= + Txz, w = rx{x, y) 
eine gleichförmige Drillung des Cjlinders dar, dessen Quer- 
schnitt von der Curve S begrenzt ist Das ihr entsprechende 
Drillungspotential hat den Werth: 

Die Bestimmung einer Function x aus ß ist dabei st«ts ohne 
Schwierigkeit möglich, da 

dX = -^dx+-^dy=--^dx + ^dy 

wegen der Gleichung ä'ii = stets ein vollständiges Differential ist 
Um eine solche Drillung wirklich hervorzubringen, muas man den 
Cjlinder in zwei Querschnitten begrenzen und in denselben äussere 
Kräfte auf ihn ausüben. Da nach (153) bei unsem Voraussetzungen 
alle Druckkräfte, mit Ausnahme von Y, und Z^, gleich Null sind, so 
können diese äusseren Drucke nur tangentiale sein. 

Führen wir in die Ausdrücke für Y. und X. ebenfalls ß statt x 
ein, so wird: 

-^■=--7-'U + t 
Die äussere Kraft, welche auf den nach + Z liegenden Querschnitt 
ausgeübt wird, habe die Componenten X und Y, dann ist: 

X= -X., r= - F.; 
entgegengesetzte Componenten sind auf dem nach — Z liegenden Quer- 
schnitt anzubringen. Ueber den ganzen Querschnitt q summirt, geben 
X und Y ein Drehungsmoment 
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= T'(/(''S+»i)'"+o«-)' "'*'> 

worin mit x der Trägheitsradius des Querschnittes um die Z-Axe be- 
zeichnet Ist 

Ist der Querschnitt des Cylinders klein gegen seine Länge, so 
kann man annehmen, dass der Gylinder mit Ausnahme der den Enden 
unmittelbar benachbarten Theile überall eine gleichförmige Drillung 
erleidet, deren Grösse nur von dem Gesammtmoment der ausgeübten 
Kräfte, nicht aber von ihrer Vertheilung auf dem Querschnitt abhängt 
Dann kann man die einzige Constante der Lösung r bestimmen durch 
die aus (154') fönende Beziehung: 

2W 



Afi' 



'■Sil'"' 



(154") 



Hierin wird man nach dem p. 422 Gesagten (e — c')/2 den Dril- 
lungswiderstand, 2/(c — c') = T den Drillungscoefficienten des 
isotropen Körpers nennen. T enthält die beiden Constanten c und c in 
einer andern Combination als K und A; seine Bestimmung, welche 
keine experimentellen Schwierigkeiten bietet, ist also mit derjenigen von 
A zusammen sehr geeignet, um c und c gesondert zu ergeben. 

Es ist nach dem Vorstehenden ohne alle Schwierigkeit, eine 
grosse Anzahl von Querschnitten zu finden, für welche das Drillungs- 
problem sich in geschlossener Form lösen lässt; schon die Annahme 
ganzer rationaler Functionen für fi giebt Fälle von hervorragendem 



Wir beschränken uns auf den einfachsten Fall einer Function 
zweiten Grades und setzen demgemäss, um die Formel (153"") zu erfüllen: 

2ii = C{x--f)-D; (155) 

die Gleichung {1 53'"} der Querschnittscurve verwandelt sich hierdurch in: 

{l + C)x'+{l-C)y' = D, 
welche, falls man 

also 

setzt, die Gestalt 
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annimmt und eine Ellipse von den Halbaxen a und b darstellt 
Nach (154") folgt dann 

_ 2N 

^ ^ (e - öT {fl 4- C)/a^ rfg + (1 - C) /"yM?) 
JV(j!LtÜ) _ 

falls Äj und k^ die Trägheitsradien des Querschnittes um die X- und 
F-Äxe bezeichnen. Deren Grösse bestimmt sieh nach dem p. 168 ent- 
wickelten Verfahren leicht zu 



I resultirt daher 



Wendet man dies auf einen Cylinder von der Länge L an, der, 
da die Drülung gleichförmig ist, eine Gesammtdrehung tL'=T erfahrt, 
so ündet sich das Kesultat: 

Die Drillung eines elliptischen Cylindera von der Länge L 
und den Halbaxen a, b seines Querschnittes durch ein um 
seine Axe wirkendes Moment N hat die Grösse: 



ir + -;,- 



(166) 



2NL 

Für einen Kreiseylinder vom Radius R geht diese Formel über in: 
iNL 



T= ^ 



(156' 



Aus dem Werth 

erhält man gemäss 

dx = Cydx -^ Cxdy: 
X = Cxy^ E, 
also , falls «I für x = j = 
selbst verschwindet, in Rück- 
sicht auf den Werth von C: 

"- = - Jxl^^S'- (156- 




Fig. 46. 



Bei positiver Drehung und a > 6 tritt also bei der Drillung der 
erste und dritte Quadi-ant eines jeden Querschnittes nach der nega- 
tiven, der zweite und vierte nach der positiven Seite aus seiner 
Ebene. Die Curven constanter Verschiebung w sind gleichseitige Hy- 
perbeln; Figur 46 verdeutlicht den Vorgang. 
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II. Das Newton'sche und. das logarithmische Potential bieten 
Mittel zur Aufstellung von runctionen, welche Drillungspotentiale sein 
können. 

Ein Beispiel hierfür gieht die Function 

^ = 1-1^; (157) 

aus ihr folgt 

ä.± ä-i ä-± 

und die Gleichungen (150") gestatten die Lösung-. 

wobei in TT das Glied 25/r zugefügt ist, um die Beziehung (150') zu 
erfüllen. Es folgen die Werthe der Venüekungen: 



« = + 2?-g^. v = -2q-^, w = 0; [15T") 

sie stellen eine Drehung um die 2-Äxe dar um einen Winkel 2gjr', 
der also auf Kugeln um den Gooidinatenanfäng constant ist Im 
Coordinatenanfäng wird t = 00, dieser Punkt muss daher ausserhalb 
des elastischen Körpers liegen; wir können letzteren demgemäss durch 
eine Eugel vom Badius B um den Coordinatenanfang begrenzen, falls 
wir auf derselben die Drehung gleich t gegeben annehmen. Die 
Constante q bestimmt sich dann = rE'l2 und wir gelangen zu 
dem Satze-. 

Ein unendliches elastisches Medium, in welchem ein 
kugelförmiger Theil vom Radius R um den AVintel t um die 
Z-Axe gedreht ist, erleidet eine Deformation, welcher das 
Drillangspotential 

entspricht. 

Durch Zufiigung der aus dem Ansatz tji' = nz folgenden Ver- 
rüekungen 

«' = - ny, «■ = + nx, w' = 

erhält man eine allgemeinere Lösung, welche gestattet, das elastische 
Medium zwischen zwei Kugeln einzuachliessen, an denen beiden will- 
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kürliehe Drehungen Zt und r„ vorgeschrieben sind. Die Formeln 
stimmen mit (122) bis (122"] überein, auch lässt sich gemäss dem 
jenen Folgenden leicht das Moment N berechnen, welches nöthig 
ist, um die innere oder äussere Kugel in der abgelenkten Lage zu 
erhalten. 

III. Da reine Drillungsdeformationen ohne Einwirkung äusserer 
Kräfte nur stattfinden können, wenn ein Drillungspotential existirt, 
so wird dadurch die Anzahl der einfachen und interessanten Fälle 
sehr beschränkt Grössere Mannigfeltigkeit bieten die combinirten 
Deformationen, die so gewählt werden können, dass die einzelnen 
Theüe für sich Einwirkungen äusserer Kräfte erfordern, welche sieb aber 
durch die Combination aufheben. 

Nach p, 389 ist der allgemeinste Ansatz fäT u,v,w der folgende: 
_ fly BW er 

^^ Bx'^ dy d%' 



wobei die Bedingung 






ax oy 3« 



(168) 



bestellt; in die Gleichgewiphtebedingungen (133) eingefölixt, liefert er 
die Gleichungen, welche den Summen der resp. Tormeln in (135') und 
(150"") entsprechen: 

'<'.iew «Fl ä, .Id. «,l 

-"(W - T^l ''"r^-^'-'^iei - eil' 



(«-«■)(s-fe)'(158') 



, (BU_ _ ÖW\ 



hierin haben X, /i, v die frühem Bedeutungen. 

Ein Beispiel für eine combinirte Deformation liefert die Ueber- 
trf^ng der p. 378 für eine Flüssigkeitsbewegung angewandten Lösung. 

Durch 

Ö— e- 

ist eine Drillungsdeformation 

.,.+=, „,= +»:■, „,.««+'-) (159-) 
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gegeben, durch 

•P.-'-^ (159--) 

eine Potentialdefonnation 

.,._»-. ..= ^.i-, ..=,(i->;). (159-, 

Setzt man diese Werthe für A, n, v und <f in die Oleichnngen 
(158'} ein, so lauten sie in Rüefcsicht auf die Relation d{\jr) = 0: 

ö— ip — 

a— a* — 

und nach {96") genügen ihnen die Werthe 
X= r-^ 2 = 0, 

felis 

2cq-{e-o')n^O 
ist. Die hiemach durch Combination von (159') und (159'") resnltirenden 
Vertückungen 

. = n^§lP. .-.t±^-. ,. = n<i±^!l^!ß'-^JäJl (160) 

kommen also ohne äussere Kräfte zu Stande. 
Die Deformationen bestimmen sich zu: 

^'~ acr- er' ^'~ " 2er' er- 

acr" 

Von Druckeomponenten wollen wir nur diejenigen angehen, welche 
gegen eine Kugelfläche um den Coordinatenanfang wirken; diese lauten: 

+ '^-- 2?;= ' +^'-- — 2^;s ' 

+ ^' = 2^? + -2^?- 

Denkt man sich eine derartige Kugel vom Radius Jt als Hohlraum 
in dem unendlichen Medium hergestellt, so müssten, um die Ver- 
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rückuDgen (160) hervorzubringen, gegen deren innere Fläche Kräfte 
X, Y, Z wirken, gegeben durch 



X=X„ 1=Y„ Z= Z,. 
Ist der Hohlraum unendlich klein, so wird auf den Zustand an 
in merklicher Entfernung gelegenen Punkten nicht die Yertheilnng, 
sondern nur die Grösse und Richtung der Resultirenden dieser 
Kräfte Einflusa haben. Diese Resultirende liegt parallel der Z-Axe 
und hat die von R nicht abhängende Grösse 

K=inn(c-ey, (160'") 

eine gleich grosse und entgegengesetzt gerichtete müssen die Kräfte 
geben, welche zur Erhaltung des Gleichgewichts in unendlich fernen 
Punkten anzubringen sind. 

Drückt man n durch K ans, so erhält man das Resultat: 
Uebt man auf einen Funkt eines unendlichen Mediums 
eine Kraft K parallel der 2-Axe aus, so haben die dadurch 
hervorgebrachten Verrückungen die Werthe: 

_ g(c + g^x * _ K{c +_«■) y^ _ g((e + p>- + (3c-e-)r') 



§ 38. Mechajilk elastifloher Körper; ebene Wellen in einem 

anendliohen elasüsclieii Hedinm; tranaveraale Verrncknn^n eines 

gespannten nnendlichen Fadens. 

I. Die Haaptgleichungen für die Bewegungen in einem elastischen 
Medium bilden wir aus (129) durch Einsetzen der Werthe (128) und 
erhalten so folgendes System: 

Von der Einwirkung äusserer Kräfte nach Art der Schwere wollen 
wir absehen, weil dieselben in Praxi auf die Bewegung neben den 
innem Kräften nur verschwindenden Einfluss haben; wir setzen also 
fernerhin: 

X= y= Z=0. 

Solange wir das elastische Medium nach allen Seiten unbegrenzt 
annehmen, kommen ausser den vorstehenden Hauptgleichungen nui' 
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noch die Festsetzungen Ober den Änfaogszustand in Betracht, dahin 
lautend, dasa für i = 

" = «•. •-". " = «'•' n=< äi-"'- §!' = «'■ ('"■) 

gegebene Functionen der Coordinaten sind. 

Wie wir in dem vorigen Abschnitt die Verrückungen u, v, w für 
einen beliebigen Zeitmoment in die beiden Theile Potentialverrüclning 
und Toraonsverrückung zerlegt haben, indem wir setzten 





M = M, + «„ V = v, + v„ w = w, + tv„ 




"■"ii' '■=%' »-K- (""") 


"•-57- 


dv du dw Bv ev 3(7, öF aw „ 


so können wir auch die Anfangswerthe zerlegen und setzen 




m" = M,° + u,% v' = V,' + v,\ vf = w,° + w,', 




<-lf <-'i- -•=£■ a«n 




öv , au' aw „ av" aw au' , av , aw „ 
-a^"-—ai--»r-''- = -»i--s;' -K + -ai + T^ = '' 




m' = m,'+m,', «' = «/ + «,', w' = w.' + w;,', 




"'=äF' '-"äj' "'-J^' 


. dW 

• dl, 


av . av ew , iv iv av , ar , aw . 



Hierin bezeichnen if, TT, V", W die Anfangswerthe des Defor- 
mationspotentiales und der Drillungs^ctionen, <p', ü', V, W die An- 
fangswerthe ihrer resp. Differentialquotienten na«h der Zeit oder ihrer 
Geschwindigkeiten. 

Da die Grössen m,°, m,°, m,', m,' u. s. f. von einander vollständ^ un- 
abhängig gegeben, z. B. alle mit Ausnahme einer einzigen gleich Null 
sein können, und die Gleichungen sämmtlich linear sind, so ergiebt 
sich, dass die u, v, w in je vier Theile zerfallen mOssen, von denen 
ein jeder nur von einer dieser willkürlichen Functionen abhängen 
muss. Wir werden demgemäss auch die Potential- und die 
Torsionsbewegungen gesondert betrachten können. 

Behandeln wir zunächst die Potentialverrückungen «,, w,, w, 
und berücksichtigen die Beziehungen, welche dieselben deflniren, so 
nehmen die Gleichungen (161) die Gestalt an: 
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^0-'^^^-=i(#-'^^')') = O- (162) 

'är -"^".= 85 ('-är -""''') = "• 
woraus wir schliessen, dass 

d'<p . 

eine nur von der Zeit abhängige Grösse sein kann; da eine solche auf 
die Werthe der Verrückungen u, v, w nach der Definition des Defor- 
mationspotentiates (f nicht influirt, so können wir sie ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit in (p hineingezogen denken und schreiten: 

«If.-.Jf. (162-) 

Beachten wir, das» sich aus dieser Formel durch zweimalige 
Differentiation nach x, y, x und Addition der Resultate ergiebt 

herücksichtigen wir ferner, dass selbst bei gleichzeitigem Vorhandensein 
Ton Drülungsdefonnationen die räumliche Dilatation doch nur von den 
Potentialdeformationen abhängt, gemäss der Beziehung 

A<p = &, 

so erhalten wir ganz allgemein für die räumliche Dilatation die Gleichung: 

'.fl-oJ*. (162") 

Wenden wir uns nun zu den Torsionsverrückungen ti^,v„w, 

und bedenken, dass sie keinen Anteil an &■ geben, so erhalten wir aus 

(161): 

oder nach Einführung der Werthe {161"): 

^ dl'\ey dxl~ 2 [dy Bxj' 
^ Ö-- (du dW\ c-c' ^/SU _dW\ 



dt'\dx, 8x ) 2 [dx Bj:} 

'Sr\dx 'öyj~ 2 ^\dx dyj 



{163') 



Da die in joder einzelnen Gleichung vorkommenden Differential- 
quotienten 

SW , SV 8U , dW dV . dU 

-ä- und .- , ^ und -5- , ^ und .- 
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von einander unabhängig sind, zerfallen diese Formeln in drei Paare 
von der Gestalt: 



d_( B'U 
SyV dt' 

i sechs Formeln sf^en aus, dass die Aggregate 



äir«--V^^J=»- 



au C— C .TI " ' " — " A TT " •' " — c , „, 



drei resp. nur von x und l, von y und (, von * und ( i 
Functionen gleich sein müssen. Da aber nach der Definition der 
Torsionsverrückungen solche Functionen auf die Werthe der Ver- 
rnckungen ohne Kinfluss sind, können wir dieselben ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit m TJ,V,W hineingezogen denken und daher sehreiben: 

Alle diese Gleichungen feUen also unter dieselbe Form; 

|^ = ß'J(t), (164) 

und wir behandeln, indem wir sie integriren, zugleich die Gesetze für 
das Deformationspotential <f, die Drillungsfanctionen U, V, W, für die 
Verrückungscomponenten u, i>, w und für die räumliche Dilatation &; 
nur hat die Oonstante a nicht in allen Fällen den gleichen Werth. 
Des bequemeren Ausdruckes wegen wollen wir aber weiter- 
hin, was auch den wichtigsten Fällen entspricht, (t> eine Ver- 
rückung, ött)/d( eine Geschwindigkeit nennen. 

Sind die Anfangswerthe von 4) und d^jdt in paraUelen Ebenen, 
die wir der XX- Ebene parallel denken wollen, constant, und sind auch 
etwaige Oherfläohenbedingungen längs solcher Ebenen in constanter 
Weise g^eben, so wird nach Symmetrie <t> und ö<f/ö( jederzeit in 
dieser Ebene constant, also nur von ( und * abhängig sein. Die Glei- 
chung (164) redueirt sich nach den gemachten Annahmen auf: 

-W^"^' (164-) 

Wir bemerken beiläufig, dass diese Gleichung zugleich ein anderes 
wichtiges Problem umfasst, nämlich da-sjenige der transversalen Schwin- 
gungen eines absolut biegsamen Fadens, welcher durch ein Gewicht 
gespannt ist und den man eine Saite zu nennen pflegt, obgleich seine 
Eigenschaften diesem Namen nicht ganz entsprechen. Wir woUen dies 
kurz begründen. 
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Sei der Faden von der Länge l ursprünglich parallel der Z-Axe 
ausgespannt und während des Bewegungazustandes unendlich wenig 
aus dieser Richtung entfernt, sodass sowohl die Verrückungen u und v 
neben l als auch ihre Differentialiiuotienten nach x neben Eins un- 
endlich klein sind. Dann ist an jeder Stelle die Spannung, d. h. die 
Kraft, die sich längs des Fadens fortpflanzt, nur unendlich wenig von 
dem angebängten Gewicht P verschieden. 

Ein Linienelement 3s des Fadens erleidet durch die Spannung 
an seinen heiden Enden a und ß Kräfte, welche in der Richtung 
des Fadens an jenen Stellen liegen und nach den allgemeinen mecha- 
nischen Gleichungen die Beschleunigungen iffujdt', (Tvjdt' oder auch 
d'ujdt', d'vjdt^ hervorrufen, gegeben durch die Formeln: 

«Q^.|^ = P(cosKa:),-C08(s.^).). 

EGäs^ = P{cos{s, y)f - eos(s, y\) . 

m welchen « die Dichte, Q den eonstanten Querschnitt des Fadens 
bezeichnet und sich « auf das negative, ß auf das positive Ende von ös 
bezieht Wegen der Kleinheit von dujdz, dvjdx sind die cos {*•, x), 
cos (s, y) mit diesen Werthen selbst identisch, und es wird: 

cos (ä, x)ß - cos (s, x). = ~ ds, cos (s, y)i, - cos (s, y), = ^ Ss. 

Es resultiren demgemäss die Gleichungen 

welche, wie ges^, unter die Form von (164') fallen. 

II, Wir wenden uns nun zu ihrer Behandlung unter Zugrunde- 
legung der allgemeinen Form: 

und wollen dabei zunächst von ihrer Bedeutung für das Problem der 
Saite ganz absehen. 

Das zu behandelnde Problem ist das folgende. 

In einem nach allen Seiten unbegrenzten homogenen 
elastischen Medium werde zur Zeit ( = eine Anfangsver- 
rüekung*— tt>°(s;)und eine Anfangsgeschwindigkeit ö(t)/ö( = <i>'{z) 
erregt und das Medium von da ab sich selbst überlassen. 

Da der ganze Vorgang nur von zwei Variabein x und ( abhängt, 
so können wir ihn bequem durch eine Darstellung in einem recht- 
winkligen ebenen Coordinatensjstem anschaulich machen. Wählen wir 
die von einer beliebigen Anfangsebene gerechnete Coordinate z zur 
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Abscisse, das a-fafihe der von einem beliebigen Anfang gerechneten 
Zeit ( zur Ordinate, so repräaentirt ein Punkt p der ZT-, genauer der 
ZfflT- Ebene, den Zustand einer bestimmten Wellenebene zu einer be- 
stimmten Zeit 

Die Zustände, welche dieselbe Ebene zu verschiedener Zeit 
durchläuft, sind durch die Punkte der verticalen Geraden, die, 
welche verschiedene Ebenen zu derselben Zeit aufweisen, dnrch 
die Punkte der horizontalen Geraden durch p dargestellt, 

Ist der Zustand des Mediums zur Zeit ( = gegeben, so heisst 
dies, dass in unserer Figur die Werthe von tt> und d^jdt für alle 
Punkte der Z-Abscissenaxe bekannt sind, und die Aufgabe der Inte- 
gration der Gleichung (164') besteht darin, den einem beliebigen 
Punkt p entsprechenden Werth * durch die längs der Z-Axe 
gegebenen Werthe <I> = *°(«), d<Pjdl = <i>'{x) auszudrücken. 

Wir lösen sie am bequemsten und anschaulichsten durch Ein- 
führung zweier neuer Variahein | und r/ durch die Beziehungen 

t = ^^, ^ = ^±^, (165) 

welche nach z und t aufgelöst lauten: - 



(165') 



Die von uns zu integrirende Gleichung {164') nimmt hierdurch die 
Form an: 

2||^-0. (I65-") 

Die geometrische Darstellung unseres Problemes erleidet durch die 
Einführung der neuen Variahein | und ij nur insofern eine Aenderung, 
als die betrachteten Punkte p der ZT"- Ebene auf ein Coordinatensjst«m 
bezogen werden, dessen Axen s und H die Winkel zwischen der Z- 
und aT-Axe halbiren; zugleich wird aber die Differentialgleichung 



.; + £ 

V'2 ' 
Aus ihnen fo^t: 


V2 


5* 1 /d0 d0\ 

oder umgekehrt; 


d0 1 /ö 


Ö0 1 /ö« d<t>\ 

di ■"y2 U»- "9"'/' 
ebenso weiter: 

S'<J> 1 ö'* 
a'Bt' ~ 2 ev ~ 
8'<t> _ 1 «■* , 


s* 1 /e 
ö, ya [s 

9'0 1 S't> 
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auf eine Form gebracht, welche durch Multiplicaüon mit d^dtj und 
durch Integration über irgend ein Flächenatück i^der SH-Ebene, d. h. 
durch Berechnung des Integrales 



im^i'^=o- 



(166'-) 



eine endliche Eelation zwischen den auf verschiedene Stellen bezüg- 
lichen Werthen <t> abzuleiten 
gestattet Bei der Anwen- 
dung hat man die Flächen- 
stücke F so zu wählen, dass 
nach ausgeführter Inte- 
gration ausser dem ge- 
suchten (J) nur noch ge- 
gebene Wertbe in der 
Gleichung auftreten. 

Bei unserem speeiellen 
Problem wird dies erreicht, 
wenn man als Fläche F das 
rechtwinklige Dreieck p p, p, 
wählt , welches durch zwei 
Parallele zur S- und H-Axe vom Punkt p aus und durch die Z-Aie 
begrenzt wird (Figur 4T). . 

Integriren wir zunächst nach ij, so werden damit die Werthe 
längs einer Parallelen zur /f-Axe, z. K längs q,q„ summirt. Das 
Eesnltat ist: 




Fig:- 47. 



m^i-f^^i^ 



0. 



(Fl) 



Das erste Integral ist in der That längs einer Parallelen zur 
S-A.xe zu nehmen, das zweite aber längs der 2-Axe. Daher ersetzen 
wir in letzterem nach geometrischer Anschauung d§ durch dzjy2 und 
d<t>lö^ durch seinen Werth aus (165') und erhalten so: 



fa* ,> r/ö* Sf\dx „ 



Hierin lässt sich die Integration der ersten zwei Glieder ausführen 
und giebt, wenn man die Werthe von <t> an den Stellen p, p„ p, mit 
(t>, 0,, *1>, bezeichnet: 
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oder 

Wir bedenken nun, dass längs der ganzen Z-Axe, d. h. für f = 0, 

<D = *°, f^ = *' 

gegeben ist; die Gleichung 

(p.) 

<D = Yt(I>,= + *,") + ^J'i>'d^ (166) 

drückt also den Werth O an der Stelle p aus durch die g^ebenen 
Werthe von <t>" in den Schnittpunkten j>, und ;>, der dnreh p zur ä- 
und ff-Äxe gelegten Parallelen mit der Z-Axe und durch alle zwischen 
diesen Punkten liegenden 0'. 

Dabei ist zu bemerken, dass, wenn die Stelle p der Ordinate z 
und der Zeit ( entspricht, p, die Ordinate (z — al), p, die Ordinate 
{z + at) besitzt, und man demgemäss die letzte Formel auch schreiben 
kann: 

<t>{z,i) = l(<t."(«-a(} + *"(*-}- «0) + äl/*' {*)''*■ tl^Ö') 

III. Wie bereits gesagt, setzt sich <i>{z,t) aus zwei Theilen zu- 
sammen, von denen der eine nur von 0°, der andere nur von <D' ab- 
hängt; wir können also setzen: 

* = *, + *„, (166") 

wo die beiden Theile die Eigenschaft haben, dass 

für i = nnd 
-ao<^<+oo 0, = *», l? = 0, 

°' (166'") 

Der erste Theil von * ist gegeben durch: 

*, = I {<t>.° + *.') = I (*' (* + «0 + *° (^ - «*)). (167) 

Nach dem ersten Werth and der Figur 47 wird die Verrückung 
an der Stelle p dorch das Mittel ans den Werthen an den Stellen p, 
nnd p, gegeben, welche Punkte, während ( wächst, mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit nach beiden Seiten hin fortrücken. Der zwräte Ausdruck 
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apricM dasselbe Resultat in der Porm aus, dass, um die Verrüekung 
an jeder Stelle zu jeder Zeit zu bestimmen, das ganze 
System von Änfangsverrückungen *" in halber Stärke nach 
der positiven, in halber nach der negativen Seite hin mit 
der Geschwindigkeit a zn verschieben und überall die Summe 
der an dieselbe Stelle gelangenden Yerr&cknngeu zn neh- 
men ist 

Dass hierdurch nicht nur eine Deutung der Endformel, sondern 
der wirkliche Vorgang gegeben ist, erkennt man durch Betrachtung 
des specieUen Falles, dass die Änfangsverrückung <t>° nur in der un- 
mittelbaren Nähe einer Stelle x = x^, einen von Null verschiedenen 
Werth hat 

Da 0° eine stetige Function von z sein soll, so ist genauer ein 
Werthsjstem anzunehmen, das unmittelbar vor x, von Null an auf- 
steigt und nach x,j zu Null herabsinkt; wir wollen weiter aber immer 
nur von dem in z, eintretenden Maiimalwertb sprechen. 

In- Folge der gemachten 
Annahme ist nun *, zu jeder 
Zeit ( überall gleich Null, 
mit Ausnahme der Stellen, in 

welchen . ; 

x — ai^x,, und « + a( = «, 
ist; d. h, längs der beiden 
Geraden qq, und qq,, welche 
der S- und H-ki.% parallel " 
in der Figur 48 durch q ge- 
legt sind; dort besitzt die 
Verrückung den halben Werth 
der Anfiingsverrückung in q. Rg. 48. 

Man erkennt also deut- 
lich, wie die anfängliche Vernietung an der Stelle q verschwindet 
und statt dessen au andern auftritt, deren Entfernung mit der Zeit 
proportional wächst. Man drückt dies Resultat mit den Worten aus, 
dass sich die Änfangsverrückung d)' nach beiden Seiten hin in halber 
Stärke und mit der Gesehwind^keit a fortpflanzt 

Ist noch an einer zweiten Stelle r eine Änfangsverrückung vor- 
handen, so ist deren Fortpflanzung durch die Geraden rr, und rr, 
gegeben; sie wird durch die von q ausgehende in keiner Hinsicht 
gestört 

Jedes beliebige Verrückungssystem kann man nun für das Stu- 
dium der von ihm fortgepflanzten Verrüctungen in ein System solcher 

Voigt, Elam. Mecbuilk. 29 
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Einzelverräctui^en zerlegen und ethält dadoroh die Bestäti^ong des 
ausgesprocfaeneD Beeöltates, welches vir in den ß&ia fassen: 

In einem nneudüchen elastischen Medinm pflsDzt sich 
eine AnfangsTenüoknng, welche eine Function nur einer 
Cooidinate ist, mit halber Stärke nach deren positiver, mit 
halber Stärke nach deren negativer Biohtang mit constanter 
Qeschwindigkeit a fort — 

Der aweite Theil von <|> ist nach (166') to (166'") gilben doreh 

(Pi) «-"1 

woraus dnrch Differentiation nach ( auch folgt: 

^ - |(»/ +»■')- !(«'(« + «0 + *'(»-»1)- (167") 

Yei^leicht man die letzte Formel mit (167), so erkennt man das 
Besultat: 

Ebenso wie eine von nur einer OoordiBate abhängige An- 
fangsverrückung pflanzt sich auch eine ebensolche Anfangs- 
geschwindigkeit in einem unendlichen elastischen Medium fort 

Was die durch die anfängliche GFeschwiodigkeit errate Yer- 
räoknng ax^ht, so lässt sich, indem wir 



!/*'(») <i 



= X{^) (167^ 

setzen, die erste Formel auch schreiben: 

*n = 1 (X (* + «0 - X (* - afi). (167"") 

Sie spricht das Besultat aus, dass mw die 4aroh eise nm fm x 
abhängige Anfengsgeso^windigkeit <!>' erregte YeirSM^uag «(hält, in- 
dem man eine Art Anfangsrerrückung von der Grösse 



X (^) = ;?/*' (X) 



zu Halle nimmt, welche proportion^ ist mit der Flädie, die von der 
durch <t>'(:c)/<i gegabenen Curve and der Z-Absoissenaxe merseits, den 
» = <1 und X = X entsprechenden Ordinaten andererseits begrenzt ist 
Diese Anfangsverrückung X(«) muss man sich dann nach der 
positiven Seite mit dem halben negativen, nach der negativen 
mit dem halben positiven Werthe und der Geschwindigkeit a 
fortpflanzen und an jeder Stelle aummiren lassen, um den 
Werth der erregten Yerrückung an jeder Stelle zu erhalten. 
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DasB diese Vorstellung dem wiikliohen Voigang enti^iioltt, erfe:eiuit 
man wiederum am besten durch Betrschtang des FsUes, dass die An- 
feng^esckwindigkeit nur in anmittelbarer Nähe der SteUe x = x^ von 
Noll verschieden ist Dann hat die Function y.(z) den Werth Null, 
solange x<x, ist, und ist conatuat, etwa gleich C, für x > x^. Hieraus 
fo^, daes in der I'^nr 48 die durch die Aniang^^eechwindigkeit in q 
erregte Yerrackong (t>n f6i alle Punkte, welche zwischen den b^den 
Parallelen qq, und qq, zur H- und Ä-Axe durch q liegen, den Werth 
Cß besitzt, — diese Yerrückung pflanzt sich also nicht eigent- 
lich fort, sondern breitet sich mit der Geschwindigkeit a 
nach beiden Seiten hin aus. Dies rührt davon her, dass im An- 
fangszustand das ganze Medium eine Schwerpunktsgeschwindigkeit be- 
sitzt, welche von selbst nicht wieder verschwinden kann. 

Ist an einer zweiten Stelle r eine entgegengesetzte Geschwindigkeit 
erregt, welche dem obigen Int^ral f»i z> x, den Werth — C ertheilt, 
BO breitet sich von dieser Stelle eine entgegengesetzte VerrQckung ans, 
welche die von g ausgehende an den Stellen der Z 7- Ebene, die beide 
erreichen, aufhebt 

Der Vorgang ist in der Figur 48 in der Wcdse dargestellt, dass 
da^enige Bereich der ZT-Ebene, in welchem ()>n = + ^ ist, 
vertioal, daqenige, in welchem 0n= —\C ist, horizontal sobraf* 
fixt ist 

Jedee System von Anfangsgeschwind^keiten kann man nun In 
solche auf unendlich kleinen Baum beschränkt« Theile zerl^n, und 
darum erscheint die oben g^ebene Deutung der Formet (167"") be> 
rechtägt 

rV. Nachdem wir bisher die Bedeutung von <!> ganz offen gelassen 
haben, vollen wir dafßr nunmehr die einzelnen Componenten der Ver> 
räcknng wählen. 

Die Gleichungen (161") redncirea sich durch die Annahme ebener 
Wellen normal zur Z-Aiq auf: 









Unter der gemachten Voraussetzung ergiebt, wie man sieht, die 
VerschiebnngBComponent« parallel der Wellennormale Z, welche man 
longitudinal nennt, eine Fotentialdeformation; föi sie lepräseo- 
tirt also die allgemeine Gleichung (164') specieller die für dergL gültigen 
(162) bis (162"); o" hat die Bedeutung c/a. 

Die Component^ normal zur Wellennormale Z, welche man 
transversal neomt, geben nach denselben Formeln Torsionsdefor- 
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matlonen; für sie vertritt also di^ allgemeine Formel (164') die 
specieUere (163) resp. (163") und a' hat die Bedentong von (e — (/)/2«. 

Ganz dasselbe wie für die Veiräckungs- gilt aaeh für die Gre- 
sobwindigkeitscomponenten. 

Wir erhalten daher den wichtigen Satz: 

Sind in einem durch die Elasticitätaconstanten o und if 
definirten Medium in Wellenebeneu beliebige Änfangsver- 
räckungen und AnfangsgeBchwindigkeiten gegeben, so pflanzen 
sich die longitudinalen und trausversalen Componenten mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten fort; erstere mit der G-e- 
schwindigkeit 



.=l/f. 



letztere mit der Geschwindigkeit 



In Flüssigkeiten wird wegen der Beaiehung c = e' die letztere Ge- 
schwindigkeit gleich Null; in ihnen pflanzen sieh transversale Ver- 
r&ckungen gar nicht fort, denn sie erregen dort keine elastischen 
Eeactionskräfte; die longitudinalen bringen eine cubische Dilatation x^ 
hervor, die sich eben&lls mit der Geschwindigkeit a = '^ofe fortpQanzt 

Yerstehen wir unter <t> eine der Componenten der transversalen 
Verrückung einer Saite, so ei^eben die Formeln (164") das weitere 
Besultat: 

Auf einer unbegrenzten Saite von dem Querschnitt Qund 
der Dichte c, welche durch die Kraft P gespannt ist, pflanzen 
sich die transversalen Verrückungen fort mit der Geschwin- 
digkeit 

Bisher haben wir über die Gesetze *"(») und *'(«) der Anfangs* 
verrückungen und Geschwindigkeiten keinerlei Voraussetzungen gemacht. 
Nehmen wir jetzt aber specieller den Werth 

*"(«) = J sin -p. (168) 

so stellt sich die Anfaugsverrückung, als Ordinate zur Abscisse « con- 
struirt) durch eine Sinuslinie dar mit der Periode L und der Amplitude 
A; die fortgepflanzte Verrücbmg folgt nach (167) dem Gesetz: 

*■ = T (^'"¥ ("^ + "'^ + ^'•^X (* - "*)) ■ (l^^l 

Jeder Theil für sich lässt sich durch eine mit der Geschwindig- 
keit a nach der negativen oder positiven Seite fortechreitende Sinuscurve 
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lepräsentiren, ergielit also eine fortschreitende einfache Sinus- 
schwingnng, welche jedem Punkte x^x, eine periodische Bewegnng 
mit der Schwingungsdauer T=Lla ertheilt. 

Zieht man beide Theile in eiu Glied zusammen, so erhält man 
die Formel: 

(D, = j;co8^^8in^; {168") 

sie giebt, wie 0° construirt, gleichfalls eine Sinuacurve, die sich aber 
mit der Zeit nur insofern ändert, als die sämmtUchen Ordinaten mit der 
Periode T=Lja gleichzeitig und proportional wachsen oder abnehmen, 
so dass also die Stellen, welche einmal die Verriiekung Null haben, 
auch immer ruhen. Man nennt solche Bewegungen stehende einfache 
Sinasschwingungen. L heisst die zur Sohwingungsdauer 5" gehörige 
Wellenlänge; zwischen beiden besteht die Beziehung: 

die Wellenlänge ist also gleich dem Weg, durch welchen sich 
eine Verrückung während einer Zeit gleich der Schwingungs- 
dauer fortpflanzt 

Betrachtet man den Vorgang an einer Stelle z = z^, so erkennt 
man, dass dort eine Schwingung mit der Amplitude j( sin(2w*,/ij) 
stattfindet, welche verschwindet, wenn 

;,,= ^, (Ä = 0, ±1, +2,...) 

ist, und den grössten Werth besitzt, wenn 

»,= !?i±il^, (k_0, +l,±2,...)i 

eiBtere Stellen nennt man Schwlngungsknoten, letztere Schwin- 
gungsbäuche. 

Die Geschwindigkeit 



0/ 



(168'") 



besitzt ihre gröasten und kleinsten Werthe an denselben Stellen, wie 
die Amplitude; dagegen wird die Dilatation 

__= +__.cos^cos-^ (168 -) 

am grössten in den Knoten und ist dauernd gleich Null in den Bäuchen. 
Aehnliche Betrachtungen, wie an den Werth der Anfangsverrückung 
*"(*) = Äsinbz, lassen sich an den Werth der Anfangsgeschwindigkeit 
<t> {%) = Asinhx knüpfen; sie ei^eben indess nichts Anderes, als im 
Vorstehenden besprochen worden, und mögen danini unterbleiben. 
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§ 39. KAoliuiik «laitiich«T Köipar; eben« Wellen in einem doroli eine 
Eben» begrensten el«ftlsali«n Xedinm; der elnieitiff be^enzte Faden. 

Während wir im vorigen Abschnitt das elastische Mediam nach 
allen Richtnngen hin unendlich voraussetzten, wollen wir es nun durch 
eine der Wellenebene parallele Ebene b^eozt denken. Da (^ überall 
nur von % und ( abhängt, so kann in dieser Ebene am ein&chsten 
entweder <t> and damit zugleich d4>/d< oder aber d(l>/dx als Function 
der Zeit gegeben sein; der für t = stattfindende Werth muss dabei 
natürlich mit diesen Angaben vereinbar gewählt werden. Diese beiden 
Fälle woUen wir zunächst durchführen und darnach diejen^en wirt- 
lichen Yerhältnisse au&uchen, denen diese Yerfügnn^n- entsprechen. 
L In einem unendlichen homogenen elastischen Uedium 
sei für positive Werthe von % für ( = sowohl 4> = <t°(») als 
d(I)/ö(= *'(*) ond für die Ebene « = für positive Werthe 
von t zugleich <t) = V(0 gegeben. 

Bei DarstelloDg des Froblemee in der wie früher entworfenen 
S^gnr 49 handelt es sich jetzt um die Bestimmung von <t> für Punkte 
des ersten Quadranten 
aus gegebenen Werthen 
von (t> und d<t>/dt längs 
der positiven Z-Axe 
und von <)> längs der 
positiven T-Aze. 

Liegt der Punkt, 
wie p' in der Figur, 
zwischen der +H- und 
der + Z-Aie, so ist 
das bei dem Problem 
auf p. 447 angewandte 
Verehren zu benutzen 
nnd daher auch das 
dort erhaltene Resultat 
gältig. Dies hat folgende Bedeutung: 

So lange ai<» ist, hat <> denselben Werth, als wäre 
die Begrenzung in « = nicht vorhanden, und es gilt dem- 
gemäss: 




Fig. *9. 



(169) 
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Anders, wenn p zwisclien der + H- nnd + T-Axe liegt, also 
at > X ist; denn dann würde die früher gewählte Iläohe F sich in 
daa Bereich x < erstrecken, welches mit dem Betrachteten in keinem 
Zusammenhang steht, z. B^ die elaetisohe Substanz gar nicht zu ent- ,, 
halten braucht, und demnach auf die Werthe von <]> fär x > keinen 
EinSose haben kann. 

Wir wählen deshalb zur Fläche F das in der Figur 49 mit 
PPiPtPi beE^chnete Faralleltrapez. Die Integration nach ti ergiebt: 

(ft) Cft) (p.) 

(r) fpj (p.) 

Im letzten . Integral ersetzen wir rf| durch dxj']/2 unA ö<t>/ö^ 
durch den Werth aiis (165'}; dann findet sieb: 
(p.) 

* = ]-(*.- 4».) + i^r^<i^ + *.. (169') 

(p.) 
worin rechts nur g^bene Werthe der Functionen 4>', 0' und T° 
stehen. Fährt man die den Punkten p^ entsprechenden Werthe der 
Variabein ein, so schreibt sich daB Ga al > x geltende Resultat: 

t-t-at 

*(*,() = i- (*'(j. + «o _ *"{«;-*)) + ^ft>'{^)dx + r (i - ^] ■ (169") 

Die Lösung setzt sich ersichtlich aus drei Theilen <t>i, <i>„, 't>u, 
zusammen, die füt sich genommen folgenden Bedingungen genügen: 



föj ( = und 


für * = und 




0<»<oo «, -»•W, 


^ = 0, 0<l<<:o ♦, 


= 0, 


*ii = 0, 


^-*-w, *» 


-0, 


»m-0, 


'^-0, 0„ 


-TW. 



Wir wollen diese Theile einzelnen discutiren. 

Der erste Theil ist g^ben durch die beiden Formeln; 

at>x, <t),=-i(<j);-<i>:) =-t{d>°(^ + ao-*°w-4; 

verbindet man mit ihnen die Figur 49 und lässt wieder den Punkt j> 
längs der Parallelen zur T'-Axe von a nach ß fortschreiten, so erkennt 
man leicht, wie die Nüllebene » = auf den Voi^ang einwirkt 

So lange der Punkt p sich noch unterhalb der H-kie befindet, 
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senden die rechts und links von « befindlichen Theile der 2^Äxe in 
normaler Weise ihre Functionswerthe <i>° zu ihm hin; wenn er aber 
die H-Äxe überschritten hat, geschieht dies femer nur mit den rechts 
liegenden Theilen; links kommen die schon einmal in Wirksamkeit 
gewesenen Element« znm zweiten Mal daran and die Figur weist 
darauf hin, dass dies in derselben 
Weise geschieht, als wanderten die 
von den einzelnen Elementen ge- 
lieferten Antheile erst bis zur Null- 
ebene hin und kehrten dort zugleich 
ihre Bewegungsrichtung und ihr Vor- 
zeichen um. Dass dies wirklich so 
geschieht, erweist am besten die Be- 
trachtung des schon &üher behan- 
delten speciellen Falles. 
^ Ist nämlich zur Zeit ( = über- 

all (f = mit Ausnahme eines sehr 
kleinen Bereiches in der Nähe des 
_ Werthes » = z„ dann e^eben die 

Pi^. 50. obigen Formeln, dass <t> überhaupt 

einen von Null verschiedenen Werth 
nur auf einem gewissen System von Geraden besitzt; und zwar ist: 

<t> = + - fai at <, X längs x + at = x.,, 

längs X — ai = «,, 

für at> X längs % + at ^ z,; 

* = — y längs at — x = X,. 

Dies sind in Figur 50 ersichtlich die vier Geraden qq,, qq"^, q^„ 
q,q„ und man erkennt deutlich, wie die Fortpflanzung nach der positiven 
Seite ungehindert stattfindet, die nach der negativen zu einer Reflexion 
an der Nullebene führt, bei welcher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
wie die Verrüekung, nicht die Grösse, wohl aber das Vorzeichen ändert 
Die Geraden, auf welchen * = + <|>72 ist, sind in der Figur aus- 
gezogen, diejenigen, auf welchen <t) = — <t)Y2 ist, gestrichelt. 

Der zweite Theil von (t> ist gegeben durch die Formeln: 

(A-) . + »< 

at < X, *„ = 2^/*'ds= - ^/«fW«*-- 



^1*'^^ 
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ZU ihnen fügen wir: 

at<x, ^^ = I (*;. + *:-) = I (*' (* + "0 + *'{*^ - «')) , 

"' > *' ^ = T (*' - *■) = i (*'(*+"') - *' («' - *)) ■ 

Wir erkennen durch Vergleichung der Fonnehi (170") mit (170) 
zunächst, dass sich die fortgepflanzte Geschwindigkeit d^njdt 
durchaus verhält, wie die fortgepflanzt« Verrückung 0,, die soeben 
untersucht ist 

Die durch die ÄnfangsgeschwiDdigkeit *' hervoi^erufene Ver- 
rückung *n bestimmt sich aus den Werthen *', welche zwischen den 
Funkten j>,' und p,', resp. zwischen p, und p, liegen, analog wie bei dem 
vorigen Problem. Genaueres ei^ebt wieder die Betrachtung eines 
specieUen Falles, 

Ist nur in einem sehr kleinen Bereich nächst der "Wellenebene 
X = X, eine Anfangsgeschwind^keit vorhanden, so breitet sich die durch 
sie erregte Veirückung solange regelmässig aus, bis sie die Nullebene 
erreicht; die von jener reflectirten Theile zerstören, als mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen behaftet, die direct err^lien, so dass die Ver- 
rüekung nur in dem von den Geraden qq„ qq„ q.q^ begrenzten Streifen 
der Figur 50 von Null verschieden ist. Eine jede Wellenebene erleidet 
also dieselbe Verschiebung und geht nach einer bestimmten Zeit in die 
ursprüngliche Lage zuröck. 

Diese Betrachtungen zeigen, dass man die Wirkung der 
Nullebene {<t)i = o=0) auf die Ausbreitung von Anfangsver- 
röckungen und Anfangsgeschwindigkeiten innerhalb des Be- 
reiches 0<«< -H 00 auch dadurch erreichen kann, dass man 
sich das Medium bis * = — oo erstrecken lässt und an jeder 
Stelle X = — x^ die Anfangswerthe *" und *' denen entgegen- 
gesetzt gleich vorschreibt, welche an der entsprechenden 
Stelle z= +x, gegeben sind. 

In der That würde dann, wie die Figur 49 auf p. 454 erläutert, 
die im vorigen Problem angewandte Methode die beiden Theile von 
bestimmen zu: 

<i>, = l(4.,"+<t>."), *n--i/<i>'rf^; 

■ (p.) 
da aber der Werth von «fc* in p, entgegengesetzt gleich dem Werth in 
P, ist, und *' auf der ganzen Strecke p,p, die entgegengesetzten Werthe 
hat, wie d,uf p„p, — unter p, den Coordinatenanfang verstanden — ,'8o 
reduciren sieh diese Ausdrücke auf die obigen: 
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(n) 

(nl 
Dies Verfiihren, eine Nullebene durch eine Verlängerung der 
Anfongswerthe eu ersetzen, werden wir weiter ntiten TOitbeilhaft ver- 
wenden. 

Der dritte Theil der fortgepflanzten Terrüclning ist gegeben 
durch die Formeln: 

at<x, <l)u,= 0, «Os;, (t>„,= »t'.' = H'*((- J); (170"') 

sie ergeben den Werth <t>„, in einer Ebene z zur Zeit ( gleich dem, 
welcher in der Ebene ;t; = zur Zeit l — xja stattfand, und sprechen 
das einfache Resultat ans, dass die geeammte der Ebene £ = 
mitgetheilte Bewegung sich unvermindert mit der Oesehwin- 
digkeit a nach der + Z-Kichtung hin fortpflanzt Ist z.B. 

V" = ^sin?J^, 

so wird für oi > * die fortgepflanzte Verrücknng: 

Die vorstehenden Gesetze gelten bei der Bswegrung in einem ns- 
endliohen elastisohen Medium sowohl für die transversale, wie longi* 
tudinale Bewegung, doch haben sie nur für letztere direet pntoüsehe 
Bedeutung. Man kann nämlich den OberMchentheilen elastischer 
Körper im Allg^neinen nur dadurch eine vo^eschriebene Bewegung 
ertheilen, dass man sie an einen Körper von viel grösserer Starrheit 
befestigt and diesen bewegt Solche Körper sind den Oasen gegenüber 
die als fest bezeichneten; tropfbaren Flüssigkeiten und festen elastischen 
Körpern können wir aber keine derartigen gegenüberstellen nnd daher 
gestatten unsere Formeln zonächst eine strenge Anwendung nur für 
die normale Refl^on von LuftweUen an einer ruhenden festen Wand 
oder für die Err^fung von Lnftwellen durch die Bewegung einer aolchen. 
Angenährt werden die obigen Resultate aber nbenül gültig sein, wo ein 
elastisches Medium von geringem elastischen Widerstände durch ein 
solches von erheblich grösserem in einer Ebene begrenzt wird. 

Wir fassen die erbetenen Resultate in folgende Sätze zusammen: 
Trifft eine ebene Welle senkrecht auf eine das elastische 
Medium begrenzende starre Wand, so wird sie in der Weise 
reflectirt, dass die zurückkehrende Verrückung und Ge- 
schwindigkeit das entgegengesetzte Vorzeichen besitz^ als 
die ankommende. 
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Wird eine Ebene in ihrer ganzen Ansdehnang gleioh- 
mässig bewegt, so pflanzt sich die betreffende Verröoknng 
und Gescbwindigkeit in ebenen Wellen mit voller Stärke 
DDd mit der Qesclivindigkeit a in das elastische Kedinm 
hin fori 

Im üebrigen leflectiii die bewegte Ebene auffallende 
Wellen in derselben Weise, wie eine starre ruhende Wand. 
. Berücksichtigt man, dass die transversale Bewegung eines ge- 
spannten Fadens durch die Gleichung (164') ebenfalls gegeben wai, so 
kann man ergänzend hinzufBgen: 

Alle diese Resultate übertragen sich ungeändert auf die 
an einem Ende befestigte oder in gegebene transversale Be- 
wegung versetzte Saite. 

n. In einem unendlichen elastischen Medium sei für 
positive Werthe von x für ( = sowohl (t> = <t>''(«) als ö<t)/ö( = <J)'(*) 
und für die Ebene a: = von ( = an d^ldx = ^'{t) gegeben. 

Wie bei dem vorigen Problem ist für Punkte j/, welche in der 
Figur 49 auf p. 454 zwischen der + Z- und + ff-Aie liegen, die Be- 
grenzung in X = noch ganz ohne Einfiuse, und es gilt daher für 
die fortgepflanzte Verrückui^f, solange aJ < z ist, das Gesetz (169): 

-|{*°(^ + «0 + *'(»-«0) + i/*'(*)<*(*)- 

Um das Analoge für Punkte zwischen der + H- and -f- T-Axe zu 
erbalten, wenden wir das frühere Verfahren erst auf das Trapez pf,p,p, 
und sodann auf das Dreieck ;),^^, an; p„ ist wieder der Coordinatenanfäng. 

Ersteres ei^ebt nach leichter Beohnung: 

*_■,*.+*,, + 1/45., + ^±/^.., 

letzteres: 

Addiren wir dies« beiden Gleiohangen, so fällt das unbekaDnte O, 
heraus, und wir erhalten: 

W ipii (ft) 

* = |(*.+0.) + ^Sßä. 4. IJßä. + ap±i,. („r, 
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Na«h Einsetzen der Coordinaten der Punkte p^ und der gegebenen 
Functionen *', <t>', V giebt dies auch: 

* (». = 1 (*"(» + «0 + <t>°Ca( - x)) 



Wiederum zerfällt * 


in drei Theile *,, <t>,i, *,„, und zwar ist: 


Jür i = und 


für x = und 


< s; < 00 «, = <l)°(s), 


^ = 0, 0<^<CD ^=0, 


*n =0, 


S^-*'(^)' 1^ = 0, 


*m= 0, 


^ = 0, ^ = v'(0 



Die Discussion dieser Werthe ist genau wie bei dem Torhergehenden 
Problem auszuführen. 

Die beiden ersten geben die Beflesion der durch eine Aniangs- 
verrückung oder Anfangsgesehwindigteit hervorgerufenen Verrückungen 
an der Ebene z = 0, wo jetzt nicht *, sondern dit>jdx, gleich Null 
ist, und zeigen, dass die reflectirte Veirückung nnd Geschwindigkeit 
dasselbe Vorzeichen besitzt, wie die auffallende. Bei Darstellung in 
der ZT"- Ebene wird also der von der Än- 
fangsverrückung 4»' an der Stelle q her- 
rührende Theil <t>, sich längs der Geraden 
qg, und qq,g, fortpflanzen, ohne das Vor- 
zeichen zu wechseln; diese Linien sind 
daher in der Figur 51 durchweg aas- 
gezogen. Der von einer Anfangsgeschwin- 
digkeit *' in q herrührende Theil <l>n wird 
sich in dem Streifen zwischen den Geraden 
9.?i 91i< ?.9. ™it halber, in dem Winfcel- 
raum zwischen der Geraden g,q^ und der 
Fig. 51. r-Axe mit voller Stärke ausbreiten, denn 

der reflectirte Antheil summirt sich zu dem 
direct erregten; demgemäss sind jene Bereiche in der F^nr resp. in 
einfacher und doppelter Dichte vertioal schraffirt 

Diese Resultate zeigen, dass man die Wirkung der Null- 
ebene ((ö<l)/öi.), = o = 0) auf die Ausbreitung von Änfangsver- 
rückungen und Anfangsgeschwindigkeiten innerhalb des Be- 
reiches 0<«<CD auch dadurch erreichen kann, dass man das 



D,s,l,z.db>XiO(>t^[c 



§ dd. Ebene Wellen and eine ÜuimI paralleie b^reofetUig:. 461 

elastische Mediam sich bis « = — oo erstrecken lässt und an 
jeder Stelle a;= — *, die Anfangswerthe *° und <t>' denen gleich 
vorschreibt, welche an der entsprechenden Stelle x=-i-Xj 
gegeben sind. 

Der Beweis ist in der p. 457 angegebenen AVeise leicht zu führen. 

Der dritte Theil *ui giebt die Einwirkung der för s = Ü ge- 
gebenen Deformation ö(t)/ös = T'C*); da 

l-z/u 

täl at<z <t)ni=0, für a(>s; *„,= - «/riO-i' (IT2) 

ist, so stellt sich dieser Antheil at > z dar als die Fläche, welche 
unter der Curve, die — aY{{} als Function von ( darstellt, zwischen 
den Ordinaten nnd t — xja liegt 
Ist l 



so wird für ai > * die fortgepflanzte Terrftokiing: 

*»(».') = -~(l-»»2«(|r-j))- 

Was die Anwendung dieser allgemeinen Besultate auf ein unend- 
liches elastisches Kedium angeht, so folgt aus den allgemeineD For- 
meln (128) für die elastischen Drucke unter der Yoraussetzung, dass 
u, V, w nur von x abhängen: 

-■^ = -2-ä^' -^- = ^^0^' ~^- = '-di' tlT2) 
femer gelten längs eines Oberfläebenelementes, dessen äussere Normale 
die — Z-Blchtung ist, die Beziehung^: 

Z. = X, Y.= f, Z.= Z; 
Tereteht man also unter (t> aucoessive die Terrückungscomponenten u, 
V, VI, so erkennt man, dass die Anwendung der gegebenen Werthe von 
d^jdx die Annahme gegebener Werthe der Drucke X„ Y„ Z, in der 
Xy-Ebene oder aber gegebener äusserer Drucke gegen dieselbe enthält. 
Sind dujdx, dvjdx, dwjdx für » = selbst gleich Null g&^ 
geben, so entspricht dies dem Falle, dass die XY-Ebene eine freie 
Oberfläche des elastischen Körpers ist Angenähert sind die Formeln 
auch dann anzuwenden, wenn der elastische Körper in dieser Ebene 
an einen zweiten von viel geringerem elastischen Widerstand grenzt, 
z. B. ein fester oder flüssiger Körper an ein Gas; de^leichen wenn ein 
mit Luft erfülltes Bohr sich an einem Ende na«h dem freien Raum 
der Atmosphäre öffnet, denn in dem Querschnitt der Oeffnung können 
dann Verdünnungen und Verdichtungen nur in geringem Maasse za 
Stande kommen, weil die Luft nach allen Seiten hin auszuweiohen vermag. 
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Wir könnoa daher folgende Sätze aussprechen: 

Trifft eine ebene Welle senkrecht anf die dnrch eine 
parallele Ebene gebildete freie Oberfläohe des elastischen 
Medinms, eo wird sie in der Weise refleetirt, dass die nm- 
kehrende Verräokang gleiche Grösse and gleiche Biehtung 
besitzt, wie die ankommende. 

Wird anf die begrenzende Ebene in ihrer ganzen Aas- 
dehnnng gleichförmig eine mit der Zeit beliebig variirende 
Druckkraft mit den Componenten X, T, Z ansgeäbt, so ent- 
stehen dadurch YerrQckungen, welche sieh mit der Geschwin- 
digkeit a fortpflanzen und ihrer Grösse nach durch folgende 
Ausdrücke gegeben sind: 

!-(*,() = - j^fmdt, a- = ^, (172") 



u>{x,(^ = -^Jz(i)dt, 



Im Uebrigen refleetirt die Ebene, gegen welche diese 
gegebenen Drucke wirken, auffallende Wellen ebenso, als 
wäre sie eine freie Oberfläche. 

Fär das Problem der transversal schwingenden Saite gestatten diese 
Besultate keine directe Anwendung. 

§ 40. Mechanik elatüicher Körper; ebene Wellen in einem nach 
swei Seiten be^enzten Xedinm, Ffbifen und Saiten; Kugel wellen. 

L Die Resultate, welche wir im Yorigen Abschnitt for die Ein- 
wirkong einer den Wellenebenen parallelen Begrenzung des elastisofaen 
Uediums erhalten haben, können dazn dienen, das analoge Problem zn 
erledigen, wenn zwei dergleichen B^renzungen, etwa färx-iO und a;3=J, 
vorhanden sind. DasWeeentliche des Torganges zu übersehen, behandeln 
wir zuerst den einfoohen Fall, dass die Anfangsverrückang <t>' 
und die Anfangsgeschwindigkeit <t>' nnr in unmittelbarer 
Nähe der Stelle x = x^ von Null verschieden gegeben ist 
Hier liegen die Verhältnisse so einfach, dass es genügt^ die geltenden 
Gesetze zusammenzustellen; die Yergleichung mit den Besultaten för 
die einfoche Begrenzung, die in den Froren 50 and 51 veranschau- 
licht sind, läset ihre Richtigkeit sofort einleuchten. 
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lat an beiden Grenzen * = gegeben, ao giebt bei der 
DarstelloDg des Vorganges in einei ^T'-Ebene (Figur 52) eine positive 
Anfangsverrüokang in 5 filr die fortgepflanzte Verrackong positive 
Wfithe längs der ausgezogenen Geraden qq„ qq„ q,q„ q,q, u. s. f., 
negative längs der ge- 
strichelten Geraden q^„ 
q,q, IL s. t; eine posi- 
tive AnEangsgeschwindig- 
k«t in q giebt positive 
Yerrückmigen in d«i 
vertioal sehraffirten Strei- 
fen S„ 8,..., negative 
in den horizontal schraf- 
flrt«n St,S^.... Ein jeder 
Zustand des Medioms 
kehrt na(^ der Figur 52 
von Neuem wieder, wenn 
at am 21 wächst; man 
nennt d^er T=2lja die 
Sohwingungsdanerdes 
sft begrenzten Mediums. 

I8t*=0 für « = 0, 
aberd(t>/ö«^Ofür %=l, 
so ^ebt Figur 53 das 
stattfindende Verhalten. 
Die ausgezogenen und 
die gestrichelten Linien 



Fig. 52. 



haben dieselbe Bedeutung 
wie zuvor; in den vertical 
oder horizontal weit sclm^- 
firten Feldern hat die von der Anfangsgeschwin- 
digkeit herrührende Verrückung den einfachen, 
in den dicht sehrafEirten den doppelten posi- 
tiven oder negativen Werth. Die gleichen Zn- 
stäade entsprechen hier verticalen Abständen 
aT T= 4J; die Schwingnngsdan» des sobegFcnzten 
Mediums ist also T — ilja. 

Ist endlich d<t>/d:t. = für x =° and fOr 
z=^l, so wird bei keiner Befiexion das Vorzeiclien 
umgekehrt; in der Figur 54, welche diesem Falle 
ent^richt, sind daher alle Linien, welche die 
Fortpflanzung der posüäven An&flgsTerr6(^^ 
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darstellen, ausgezogen. Aber die von dei An&t^^eaclivindigkeit 
in q herrührenden Verrückungen bleiben hier nicht wie in den vorigen 
Fällen in bestimmten Grenzen, sondern wachsen unausgesetzt, denn 
die dem Medium mil^etheilte Anfangsgeschwindigkeit wird hier nicht 
durch die Wirkung der Begrenzung zerstört; ein Tollsländig freier 
elastischer Stab z. B. wird in Folge der einem seiner Querschnitte 
mit^etheilten Anfangsgeschwind^keit im Ganzen fortschreiten , was 
nioht stattfindet, wenn eines seiner Enden oder bade festgehalten sind. 
In der Figur 54 ist dies Verhalten durch die wachsende Dichtigkeit 
der Schrafflrung von Feld zu Feld angedeutet. 

Ein jeder Zustand wird hier also hinsichtlich des absoluten 
Werthes der Verrückungen im Allgemeinen nie wieder erreicht, der 
relative der einzeben Theile gegen einander nach einer Zeit T=2lja. 

IL Sind in dem ganzen Intervall < ;i; < i Anfangsver- 
rückungen und Anfangsgeschwindigkeiten gegeben, so nimmt 
von jeder Stelle ans eine Verrücknng ebenso ihren Ausgang, wie es 
in den Figuren 52 bis 54 für eine Stelle dargestellt ist, und es kehren 
die Anfangszuatände nach denselben Intervallen T wieder. Indessen 
giebt diese Betrachtungsweise nicht die Anschauung des Zustande» des 
ganzen Intervallee < » < / für jeden Zeitpunkt. Eine solche erhalten 
wir in vollkommener Weise durch die Methode der Verlängerung 
der Functionen <J>° und *' über das Bereich < s: < / hinaus, auf welche 
wir schon p. 457 und 460 hingewiesen haben. 

Um ihre Anwendung zn zeigen, nehmen wir den zweiten der oben 
besprochenen drei Fälle vor, setzen also voraus, dass <1> = ist für 
* = und 3 0/d« = für « ■= /. 



Fig. &G. 

Wir denken uns innerhalb des Bereiches ü <,x <l das gegebene 
(t>°(;«) oder 4>'(i) für jede Stelle durch die Coordinate einer Curve reprä- 
sentirt, welche im Coordinatenanfange die Abscissenaxe schneiden und 
bei X — l eine horizontale Tangente besitzen muss, um mit den für 
* =: und X = l gegebenen Bedingungen im Einklang zu stehen. Die Ver- 
längerung muss die Curve in Bezug auf den Punkt x = und in Bezug 
auf die Yerticale in x = 2 symmetrisch erseheinen lassen, und man 
erkennt leicht^ dass man dadurch zu der Figur (55) geführt wird. 
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Der Zustand für das ganze zu untersuclieiide Intervall wird dann, 
soweit er. nur von der Anfangaverrückung <i>°{z) herrührt, nach der 
Formel (167) 

erhalten, indem man ein Abbild der ganzen Curve mit der Geschwin- 
digkeit a nach rechts, ein anderes nach links verschiebt und an jeder 
Stelle und zu jeder Zeit die halbe Summe der beiden entsprechenden 
Coordinaten bildet 

Um den Einflnss einer Anfangsgeschwindigkeit t>'{x) zu erhalten, 
ist die Function <t>' in derselben Weise zu verlängern, wie zuvor <t>', 
und sodann die Function 

zn construiren, welche proportional mit der Fläche ist, die zwischen 
den Ordinaten und z und unter der Curve für (t)'(*)/a liegt. Re- 
präsentirt die ausgezogene Curve in Figur 55 die Function *'(«), so 
giebt die gestrichelte ein Bild von X(s;). 

Um für jede Zeit t die Verrückung innerhalb des Bereiches 
< » < / zu bilden, hat man dann nach der Formel (167"") 

ein Abbild der Curve für X mit der Geschwind^keit a nach der posi- 
tiven, ein anderes nach der negativen Seite zu verschieben und au 
jeder Stelle die Hälfte der Differenz ihrer Ordinaten zu bilden. Man 
erkennt leicht, besonders für den Fall, dasa die Anfangsveirückung und 
Geschwindigkeit nur an einer Stelle von Null verschieden ist, wie das 
so erhaltene Resultat mit dem oben anders abgeleiteten vollkommen 
übereinstimmt 

Die Behandlung der beiden andern Fälle bietet keine Schwier^- 
keit und bestätigt die in dem speciellen Falle erhaltenen Resultate. 
Soweit dieselben die Schwingungsdauer betreffen, können wir sie in 
folgenden Satz fassen. 

In einem bei s. = und x = l begrenzten elastischen 
Medium entsteht durch beliebige anfängliche Verrückungen 
und Geschwindigkeiten, die nur von x abhängen, ein Schwin- 
gungszustand, welcher, wenn 

* ^ für « = und für « = / 
oder 

~ = für * = und für * = i 
ist, die Periode 

Voigt, Eleu. UechuiUi. 30 Odonlp 
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'•-"■ 


hingegen 


wenn 


oder 


* - für » - und 1* - für ;t - i 




^ - für I - und <1> - für ü - 1 



ist, die Periode 

T-'J 
besitzt 

Dieser Satz gilt fiir jedes beliebig gewählte System von Anfangs- 
verrüdningen 0° und Geschwindigkeiten <t>'; in gewissen speciellen 
Fällen gestattet er aber eine Erweiterung, die wir durch Betrachtung 
der p. 453 gegebenen Gesetze der einfachen stehenden Sinusschwin- 
guijgen leicht finden werden. 

III. Eine stehende Schwingung war dargestellt durch die Formel 

<t> = ^ cos ~ sin -"- 1 

in welcher L = al gesetzt, und (, wie x, von ganz beliebigen Anfangs- 
punkten aus gerechnet war; die Dilatation d^jdz folgt daraus: 



An den Stellen 

* = M, (fe = o±l,±2...) 

war dauernd »J) = 0, also je ein Schwingungsknoten, an den Stellen 

(fe-Ü, ± l, + 2...} 



_ (2A+1)// 



war dauernd d<t>jdx = 0, also je ein Schwingungsbauch vorhanden. 
Man kann nun bei dergleichen stehenden Schwingungen das 
elastische Medium in zwei Ebenen begrenzen, die durch beliebige 
Knoten gelegt sind, wenn man in ihnen <t> dauernd gleich Null erhält; 
ihr Abstand l muss dann den Werth haben: 

Man kann femer das Medium in zwei Ebenen begrenzen, die 
durch beliebige Bäuche gel^ sind, wenn dort ö<t>/öt dauernd gleich 
Null erhalten wird; ihr Abstand / muss dann der gleiche sein wie 
oben, nämlich: 
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Endlich kann man das Medium begrenzen in einer Ebene durch 
einen Knoten, einer durch einen Bauch, falls in ersterer <t>, in letzterer 
d<t>jdz gleich Null erhalten wird; ihr Abstand ist dann: 

(»«T^^^-ll-J-, (i=,,2...,. 

Die erhaltenen Resultate können wir in der Weise umkehren, dass 
wir den Abstand l der beiden Begrenzungen als gegeben und L oder 
T als verfügbar betrachten. Dann ergiebt sich der Satz: 

Ist ein unendliches elastisches Medium in zwei parallelen 
Ebenen im Abstand l so begrenzt, dass in beiden <t> =ö, oder 
in beiden d<i>jdx = Q ist, so können in demselben einfache 
stehende Sinuaschwingungen bestehen von der Periode 

ist hingegen in der einen <!> = 0, in der andern d<tfjdz = 0, 
so können analoge Schwingungen von der Periode 



zu Staude kommen. 

Dieser Satz enthält die }<>gänzung des auf p. 465 gegebenen für 
den speciellen Fall, dass die dort willkürlich gelassenen Schwingungs- 
formen einfache Sinnsschwingungen sind; die dort erhaltenen Schwin- 
gangsdauem erscheinen jetzt als die grossten unter den überhaupt 
möglichen und ergeben sich aus den allgemeinen Werthen, wenn man 
darin k = 1 setzte 

Die erhaltenen Gesetze gestatten nach dem früher Gresagten die 
Anwendung auf die Theorie der Schwingungen von Luftsäulen in 
Röhren, d. h. der Töne von Pfeifen. Beiderseitig offene und beider- 
seitig geschlossene Pfeifen von der Länge / gestatten also stehende 
Schwingungen und sprechen demgemäss bei geeigneter Erregung auf 
Töne an, welche die Schwingungsdauem T=Hjka besitzen, einseitig 
offene auf solche von den Schwingungadauem 4f/(2% — \)a. Gleiches 
wie von der beiderseitig geschlossenen Pfeife gilt von der beiderseitig 
befestigten Saite. Da die elastischen Gleichungen die Superposition 
verschiedener Bewegungen gestatten, so können beliebige der überhaupt 
möglichen Töne von Pfeifen und Saiten zugleich erkhiigen ; die gewöhn- 
lichen Arten der Erregung — Anblasen hei Pfeifen, Streichen, Zupfen 
oder Schlagen bei Saiten — bringen in der That nicht einfache, son- 
dern in bestimmter Weise zusammengesetzte Töne hervor. Auf eine 
nähere Erörterung dieser Verhältnisse müssen wir hier verzichten. — 



DigilizedbvGoO^^IC 



468 Mechanik nichtitarrer KOrper. 

rV. Die allgemeine Gleichung 

f^ = «M<l. (l'S) 

lässt sich noch in anderen Fällen auf die bisher behandelte specielle 
Form 

5*0 .fl"« 

zurückfahren. 

Wir wollen um einen im Kaum beliebig gewählten Punkt p eine 
Eugelfläche vom Radius r construiren, deren Flächenelement do sein 
möge, die Qleichung (173) mit do multipliciren und über die ganze 
Kogelfläche iutegriren; setzen wir den Werth 

-^J(t)rfo = Q, (173') 

so haben wir dann: 



■ Ä/^*-^ 



(173") 

Die rechte Seite dieser Gleichung fonnen wir um mit Hülfe des 
Satzes (22') auf p. 298, wonach für ein beliebiges Volumen A' und dessen 
Oberfläche o' gilt: 

fA'i>dk'^-p^do', 

unter n die innere Normale verstanden. 

Ist }d ein unendlich kleines Volumen an der Stelle x, y, x, so kann 
man auch schreiben: 



J* = 



-r/K"»- <"^™> 



Um diesen Werth in (173") zu benutzen, wollen wir als Raum Jd 
speciell das an do anliegende kleine Volumenelement dodr wählen, 
das erhalten wird, wenn man um den Pnnkt j) eine zweite Ki^elflache 
mit dem Radius r~dr construirt und die dadurch erhaltene Schaale 
durch Elementarkegel nach allen Oberflächenelementen do zerlegt Das 
Integral über o' zerfällt hiernach in drei Theile, die sich auf die 
Mantelfläche o„ und die beiden Grundflächen do, und do, von ^ be- 
ziehen. Das Element von o„ drücken wir durch das Element dsder 
Bandcurre s von do aus, gemäss: 

rfo„ = drds, 
and do, und do, durch die do entsprechende Eegelöfiiiung dm, gemäss: 



DigilizedbvGoO^^IC 



§40. Zwei lAMallela BegrenznngeD; EugelweQen. 

Hiemaoh nimmt die Gleicliimg (173"') die Gestalt aQ: 



_L C- 






was, da r^=r, n^r — dr ist, identisch wird mit 

w ist hierin die innere Normale auf der Kandcnrye s von do. 

Setzt man diesen Werth nnn in die Gleichung (173") ein, so ver- 
schwindet in der Summe das erste Glied, da jedes Linienelement ds 
als Grenze zwischen zwei Flächenelementen do zweimal mit entgegen- 
gesetzter Richtung der Normalen und daher entgegengesetzt gleichen 
Werthen von d(bjdn anftritt 

Es bleibt daher nur: 






Hier kann man die Reihenfolge von Integration und Differentiation 
vertauschen und erhält, da auch 

jLj0do> = Q (174') 



Multiplicirt man dies mit r, so kann man das Kesnltat auch schreiben 

und erhält so die früher betrachtete specielle Form der Differential- 
gleichung von Neuem, nur sieben jet^t r und rQ an den Stellen, die 
früher X und <l> einnahmen. 

Wir wenden dieselbe zunächst auf den Fall an, dass zu ii^nd 
einem Zeitpunkt die Yerrfickungen sämmtüch in der Richtung des Ra- 
dius r liegen und in concentrischen Kugeln constante Grössen besitzen; 
nach Symmetrie muss dies Verhalten dann auch immer stattfinden, ß 
ist in diesem FaUe der auf der Xugelfläcbe eonstante Werth von «]> 
selbst, die Gleichung (174") wird also zu: 

-Jir=<^-S?-^ (175) 

* kann die Bedeutung des Deformationspotentiales 90, oder der oubischen 
Dilatation & annehmen, zwischen denen die Relation besteht: 
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Für die Verschiebung in der Kichtung des Kadius gelten die Be- 
ziehungen: 

(. = 1^ und <p=fi>dr + f,{t), (175') 

und da nach (174), wenn <p nur r enthält,also dtpfön verschwindet, 

ist, auch: 

r,9- = ^^-^- und f^Q ^fr\fdr + f,[f). (175'") 

Hierin bezeichnen f, und /", Functionen von t allein, von denen die 
erste ohne Beschränkung in y> hineinzuziehen ist, die zweite aber ver- 
schwinden nauss, sowie p für r = endlich sein soll 

Die Behandlung der Gleichung (1 75) für den unbegrenzten Baom 
muss insofern von der früheren abweichen, als nur für positive 
Wertbe von r definirt ist, also für r = eine Art von Grenze statt- 
findet Man kann aber diesen Unterschied beseitigen, indem man die 
Functionen r*° und rip' über den Punkt r = hinaus verlängert. Ist 
r* für r = dauernd gleich Null, so ist nach p. 457 jeder negativen 
Abscisse r = — r, der entgegengesetzte Werth r<t>' und r*', also 
der gleiche von 0" und (f beizulegen, der r = -|- r, entspricht; ist 
aber ö{r0)/ör für r = gleich Null, so mnas nach p. 460 das Umge- 
kehrte angenommen werden. Analog ist zu verfahren, wenn in einer 
Kugel von gegebenem endlichen Radius r* oder d{r<ti)jdr dauernd 
gleich Null erhalten - wird. 

Deutet man <t> als die räumliche Dilatation 9', so ist 

und daher r& für r = selbst gleich Null, wenn q und rdpfdr dafür 
verschwindet. In diesem Falle gelten die Formeln (170) und (170') 
in der Gestalt: 

füi at< r, und ' " (176) 

r<Hr,l) = l ((r + a(),r{r + '^t)-{<'l-r),r{at-r))+±Jrft'(r)dr 

für al > r. 

Nimmt man nur eine Anfangsverrüekung in der Nähe der Kugel 
r = r, an, fo entetehen hiernach zwei Kugelwellen, von denen die eine 
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mit abnehmender Stärke sich ausbreitet, die andere mit im Allgemeinen 
bis unendlieh wachsender Stärke sich bis auf einen unendlich kleinen 
Raum zusammenzieht und darnach sich wieder ausbreitend der ersteren 
mit abnehmender Intensität nachfolgt. 
Ist 

&°=jr sin ^ {176') 

gegeben, so wird 

*K0 = y ™ -J^cos^-". (176") 

lind wir. erhalten stehende "Wellen mit Verschiebungen von der Grösse: 

Bäuche entsprechen & = und liegen an den Stellen, wo r = hLj2 
ist, falls A= 1,2,...; Knoten entsprechen (i = und liegen an den 
Stellen, deren Radien r die Wurzeln der Gleichung 

, 2?tr %nr 
tg-^ = ^ 

sind; die erste entspricht r = 0, da hierfür p trotz des r' im Nenner 
verschwindet, die folgenden liegen um so näher bei r ~ (2ft + l)/-'/4, 
je grösser h ist; ihre Abstände sind nicht constant, werden aber je 
mehr und mehr mit wachsendem r gleich L/2, 

Es hat keine Schwierigkeit, dieser Lösung andere zuzufügen. Da 
die Versehiebnngen nur in der Richtung des Radius stattfinden, so 
kann man das elastische Medium, zumal wenn es gasförmig ist, ausser 
durch eine oder zwei Kugelflächen auch durch eine beliebige Kegel- 
fläche begrenzen, welche ihre Spitze in p hat. Man gelangt so zur 
Theorie der conischen Pfeifen. 

V. Endhch wollen wir von der Gleichung 



noch eine Anwendung machen, um, falls keine Symmetrie rings um 
den Punkt p besteht, das Verhalten in ihm selbst zur Zeit ( zu be- 
stimmen, wenn im ganzen Kanme zur Zeit i = sowohl O = 0°(3:,y,i) 
als d^jdl = ij>'{3^y,») gegeben ist Da Q den Mjttelwertb von * auf 
einer Kugel vom Radius r bezeichnet, so ist natürlich dann für ( = 
auch ß = Q°(r) und öQjdt = ß'(i-) angebbar. 

Bei einer Darstellung in einer ßiT'-Ebene sagt dies aus, dass längs 
der B-Aie Q und dQjdt gegeben und * für eine Stelle q der aT-Axe 
gesucht ist 
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Führen wir die Sutstitution (165) wieder aus, in der nur x mit 
r zu , vertauschen ist, so erhalten wir: 

^1^ = 

Wir integriren diese Gleichung längs einer Parallelen zur Ä-Axe, 
welche durch q bis zur ß-Äse gezogen ist und letztere in einem Punkt 
g' erreichen möge; dann ergiebt sieh: 

Ersetzen wir den Dififerentialiiuotienten nach {165') durch seinen 
Werth, 80 findet sich: 

/ dra 8rQ\ _ IdrQ örß \ 
t, ör ■•" adt),~ 1 c*r ■*■ adt)q' 

Nun ist die Stelle q durch r—O und i = t, die Stelle q durch 
r ^ at, t = gegeben und wir erhalten bei Ausrechnung der linken 
Seite: 

Der Mittelwerth ß(0,i) der Function <i>, genommen auf einer Engel 
vom Radius Null um die Stelle p, ist aber der Werth von <P an 
dieser Stelle selbst; demnach erhalten wir: 

*(".') -(^ + ■?),=.,' 

und finden, falls wir auch Q° und Q' durch *'' und *' ausdrücken, das 
Endresultat: 

*(».') = (#,(^/^) + ^/^),^.,- (!"■) 

Dasselbe spricht, wenn wir den Werth r = al in alle Theile der 
Klammer eingeführt denken, folgenden Satz aus: 

Ist in einem unendlichen elastischen Medium eine An- 
fangavenückung ^°(x,yfX) und eine Anfangsgeschwindigkeit 
<i>'{x,y,z) gegeben, so erhält man die Verrflekung <t>, die an 
einer beliebigen Stelle p zu einer beliebigen Zeit ( stattfindet, 
indem man um p eine Kugel vom Badius r ^ al construirt, 
wobei ffl die dem Medium und der Natur der Verrückung * 
entsprechende Fortpflanzungsgeschwindigkeit bezeichnet, 
und die Mittelwerthe von *° und <t>' auf dieser Kugel be- 
stimmt, gemäss den Formeln: 

««, -^/<t>V«, Q',t = ^f'i>'dfoi (177") 
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in diesen drückt sich die gesuchte Yeirückung aus nach der 
Formel: 

*.='-^'+.ß;,. (177'", 

Was die Anwendung dieses Satzes betrifft, so ist zu bemerken, dass, 
wenn * als Verrückungscomponente gedeutet wird, bei beliebiger Än- 
fangsverrüekung und Anfangsgeschwindigkeit die Zerlegung in Poten- 
tial- und Drillungsdeformation vorgenommen zu denken und jeder 
Theil für sich zu behandeln ist; o' hat für den ersteren den Werth 
c/e, für den letzteren {o — c')/2«. 

Deutet man als ein Deformationspotential (p oder eine räum- 
liche Dilatation &, so ist a* = ejt zu setzen. 

Wir behandeln als Beispiel für letztere Verfügung das Problem, 
die Dilatation in einem Punkte p zu bestimmen, wenn zur Zeit ( = 
& innerhalb einer von zwei coneentrischen Kugeln mit den Badien Ä, 
und Ri begrenzten Schaale einen Constanten Werth G besitzt und im 
übrigen Baume verschwindet; der Punkt p sei ein äusserer. 

Bezeichnet man mit Wat die Eegelöfinung, welche zu der aus 
der Kugel vom Radius at durch die Schaale ausgeschnittenen Zone 
gehört, so ist jetzt: 

. *" in dl 

Ist der Abstand des Punktes p vom Centrum der Schaale gleich e, 
so wird: 

Wal = fflr < »i < e - K, 



=^"(1-=^^ 


i"^) „ e - Ä. < «i < c - Ä, 


--(^fefl 


„ «-«<»(<« + «, 


2,/', •■ + .'<•• 


~ *°'^ f-i~Ti-^at^eA-R. 


'"V »"; 


f 1 !i B + 'ti<^ai<,e-Y- liaj 


= 


„ e + J?. < oi < QO . 


[ieraua folgt: 




<t>, = 


für < ai < fl — i^, 


2e 


„ e - Ä. < «K e - «, 


= 


„ e - « < «i < « + Ä, 


2e 


„ e + E, <at<6 + B^, 


-0 


„ 6 -f- Ä. < o( < oo. 
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In dem einen Grenzfall, dass R, sich von R„ nur unendlich wenig 
unterscheidet, haben wir das p. 470 besprochene Problem einer für 
eine Xugelääche constant gegebenen Anfangsdüatation und finden 
jetzt: 

*, = für < tt( < e - B, 

= ~ „ al = e-R, 



= „ e + R < at< (x>. 

Dies stimmt vollkommen mit dem Inhalt von Formel (176). 
In dem andern Grenzfall, dass die Kngel voll ist, also Rt ver- 
schwindet, erhalten wir: 

*, = für < tt( < e — ß, 

— — £- — „ e — R < at < e + R, 
= ü „ e + R< at < <xi. 

Dieser Fall tritt näherungsweise ein, wenn ein mit verdichteter 
oder verdünnter Luft gefüllter Ballon zertrümmert wird. 

Hier steigt die Dilatation für o( = e — Ä schnell von auf 0}i/2e, 
sinkt dann linear mit der Zeit und springt für ai = e + R von 
- Cß/26 wieder auf Null. 

Eine innerhalb einesKugelraumes constante, positive oder 
negative Dilatation erregt also in einem äussern Punkte 
zuerst eine Dilatation gleichen und darnach eine entgegen- 
gesetzten Vorzeichens; die Differenz des grössten und klein- 
sten Werthes ist RCje, falls mit R der Radius des Kugel- 
raumes, mit 6 der Abstand des betrachteten Punktes vom 
Kugelcentrum bezeichnet wird. 
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135. 

— ihre Zusammensetzung und Zer- 
legung 137. 

— um eine feste Aie durch Kräfte 189. 

— desgl. wenn die Kräfte lineare 
Functionen sind von Drebungswinkel 
und Drebungsgescbwindigkeit 194. 

— um einen festen Punkt, allgemein 
226. 

— desgl. wennkeineKräfte wirken 230. 

— desgl. fiir einen Rotationskörper, der 
an einem Punkt seiner Äse eine con- 
stante Kraft eriShrt 239. 

— desgl. bei 'Anziehung eines um den 
festen Punkt kreisenden Attractione- 
centrums 242. 

— eines unendlich kleinen Be- 
reichs eines nichtstarren Kör- 
pers 282. 

Drebungsaxen, augenblickliche 136. 

— natürliche 192. 
-— permanente 192. 
Drehungsgeschwindigkeit eines 

Masaenpuuktes in seiner Bahn 16. 
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Drchungsgeechwiadigkeit, resul- 
tirende, eines sl'arren Körpers um 
einen festen Punkt, wenn keine 
Kräfte wirken 232 u. 234. 

— um die Normale zar invariabeln 
Ebene 237. 

— der Kreiselaic um die Normale der 
invariabeln Ebene bei Wirkung einer 
couatanten Kraft anf einen Pnnkt 
derAsTO 2*1. 

— deagl. bei Anäehung eines um sie 
kreisenden AttmctionscenfrnniH 245. 

DrehnngBmoment einer Kraft 143. 

— mehrerer Kräfte 146. 

— nm parallele Aien 152. 

— seine empirische Bestimmung 182 u. 
201. 

— der Attraction anf einen starren 
Körper, bestimmt durch da« Poten- 
tial 273. 

— der gegenseitigen Attraction zweier 
ferner Körper um die Verbindangs- 
linie ihrer Schwerpunkt« 27«. 

— welches eine Kugel eriShrt, die 
innerhalb einer reibenden Flüssigkeit 
rotirt 407. 

— dasa. für einen Cylinder 408. 
Drillung oder Torsion, gleichför- 
mige, eines Cylinders 433. 

DrillungBcoäfficient 436. 
Drillungscomponenten 431. 
Driflungsdeformation 431. 
Drillnngsfunctionen 431. 
Drillungspotential 432. 
Drillungswiderstand 436. 
Druck eines bewegten Punktes 
gegen eine OberflSche 56. 

— gegen eine üurve 58. 

— eines schweren Punktes gegen eine 
ebene Cnrve 61. 

— eines ruhenden starren Kör- 
pers auf drei Unterstützangspunkte 
179. 

— eines um eine feste Aie rotirenden 
Körpers gegen die Axe 191 n. 192. 

— gesammter, einer mhendea Flös- 
sigkeit gegen eine geschlossene Ober- 
fläche 329. 

~ gegen ein FlSchenatück 338. 

— eines Stromes einer idealen Fli^ig- 
keit gegen eine rahende Kugel 355. 

— desÄ einer reibenden und benetzen- 
den Flüssigkeit 410. 

— des Strahles einer idealen Flüssig- 
keit gegen eine starre Oberfläche 
365. 

— desgl. eines Gasstrahles 371. 

— hydraulischer, in einer idealen 
Flüssigkeit 362. 

— in einem Gas 370. 



DmckSnderung in einem Gasometer 

in Folge des Ausströmeus 370. 
Druckcomponenten in nichtatar- 

— ihre Transformation auf andere 
Coordinaten 310. 

Drnckcomponenten in idealen Flüs- 
sigkeiten 312. 

— in reibenden Ftässigkeiten 394. 

— in elastischen festen Körpern 412. 

— in elastischen Flüssigkeiten 412. 
Druckellipsoide 305. 

Ebbe und Fluth 327. 
Ebene, schiefe 62. 

— invariable 125. 

Einheit, fundamentale und at^elei- 
tet« 5. 

— Einführung einer nenen 6. 

— für L&nge und Zeit 3. 

— Geschwindigkeit 5. 

— Masse 14. 

— Impuls 14. 

— Kraft 20. 

Energie eines Massenpunktes unter 
Wirkung gegebener KrSfte 89. 

— zweier sich anziehender Massen- 
punkte 115. 

— eines Punktsjstemes bei Einwirkung 
von Susseren und inneren Krfiften 
126. 

Ergiebigkeit einer Quelle oder Senke 
349. 

Fall, freier, unter der Wirkung der 
Schwere 31. 

— auf rotirender Erde 47. 

— auf festen Curven BO. 

— auf reibender sdiiefer Ebene 78. 
Fallmaschine von Atwood 32. 

— ihre Theorie bei Berücksicbtigmig 
dpa Trftgbeitsmomentes der EoUe, des 
Gewichtes des Fadens und der Asen- 
reibung 195. 

Fallversuch von Bensenberg 53. 
Festigkeit eines Hohlcylinders bei 

äusserem und innerem Druck 428. 
Flächen des Ans- und Eintritts in 

Fldssigkeiten 342. 
Flfichengeschwindigkeit 94. 
Flächenmoment 124. 
Flächensätze für einen Massenpnnkt 

unter der Wirkung eines festen At- 

tractionscentrums 95. 
" für zwei freie Punkte 114. 

— für ein Punktsystem 124. 
Flüssigkeiten, ideale, ihr Gleich- 
gewicht 815. 

— Potentialbewegungeu 342. 

— Wirbelbewegungen 371. 
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eibende, ihre Be- 



Fliisaigkeiten, ideale, uombmirte 
Bewegungen 3f" 

Flüssigkeiten, 
wegungen 391. 

— deegl. bei unendlich kleinen 6e- 
achwind^keitea 404. 

Geschwindigkeit der gleichförmigen 
Bewegung 4. 

— ihre ZuBUmmensetznng und Zer- 
legung 7. 

— ihre plötzliche Aendetung durch 
«inen Impuls 10. 

— bei beliebiger Bewegung 18. 
Geschwindigkeitspotential, Defi- 
nition 342. 

— Werthe dafür, abgeleitet aus dem 
Newton'schea Potential von Masaeo- 
punklen 34B. 

' — desgl. aus dein logarithmiecheu Po- 
tential 356. 
Gewicht, Definitiou 32. 

— specifischps, Definition 155. 
Gleichgewicht von Massenpunk- 

tea anf festen Oberflächen oder Cui 
ven 13. 

— eines schweren Punktea auf reiber 
der schiefer Ebene 75. 

— deegl. bei Einwirkung einer coi 
slanten Kraft 76. 

Gleichgewicht ei 
pers, allgemeine 
Beispiele: 1. ein um einen festen 
Punkt drehbarer Körper 173. 

2. desgl. um eine feste Aie 174. 

3. ein in drei Punkten unterstützter 
Körper 179. 

4. ein biülar aufgehängter Körper 
180. 

n. eine auf drei andern liegende 
schwere Kugel unter Einwirkung 
gleitender Reibung 183. 

— eines um einen festen Punkt dreh- 
baren Körpers bei Einwirkung eines 
Attractionscentrums 276. 

— desgl. bei Einwirkung eines an- 
ziehenden starren Körpers 37ß. 

Gleichgewicht von Plussigkei- 
ten, allgemeine Bedingungen 315. 
Beispiele: 1. Flilsaigkeit unter der 

Wirkung der Schwere, cooimunici- 

rende Köhren, Manometer 317. 
2. unter der Anziehung exaes oder 

mehrerer fester Centren 321. 
2. bei Einwirkung von Rotation und 

Schwerkraft 323. 

4. desgl. von Rot&tion und Anziehung 
eines festen Centrums 325. 

5. desgl. von Rotation und Anziehung 
zweier Centra, Ebbe nnd Fluti 326. 
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Gleichgewicht elastischer Kör- 
per, allgemeine Bedingungen fftr 
Potentialdeformationen 418. 
Beispiele: l.beliebigerKörper unter 
allseitig gleichem Druck 421. 

2. cylindrischer Körper bei verschie- 
denem Druck gegen Mantel- und 
Grandflächen 425. 

3. rechteckiges Prisma bei verschie- 
denem Druck gegen alle drei 
Flächenpaare 426. 

4. Hohlcjlinder bei verschiedenem 
Druck gegen innere, äussere und 
Grundfläche 428. 

5. Hohlkugel bei verschiedenem Druck 
auf innere und äussere Fläche 430. 

— allgemeine Bedingungen für Dril- 
luugsdeformationen 431. 
Beispiele; 1. gleichförmige Dril- 
lung eines Cjbnders 433. 

speciell bei elliptischem Quer- 
schnitt 436. 
2. Hohlkugel, deren äussere Fläche 
gegen die innere gedreht ist 438. 

— allgemeine Bedingungen für combi- 
nirte Deformationen 439. 
Beispiel: ein unendliches Medium 

und eine in einem Punkt angrei- 
fende Kraft 141. 



Hebelgesetz 175. 
Hypothesen, physilcalische, ihre Prü- 
fung 2 n. 392. 

Impuls, Definition 11. 

— ZusammensPlzungundZerlegung 12. 

— der nnr die Richtang, aber nicht die 
Grösse der Geschwindigkeit ändert 15. 

Körper, continnirlicher 154, 

— starrer 132. 

^ elastischer 410. 

— isotroper 412. 
Kraft, Definition 20. 

— ZnsammenaetzungundZerlegung21. 

— desgl. speciell nach der Richtung der 
Tangente, Haupt- und Binormale der 
Bahn 23. 

— bei geradliniger Bewegung 23. 

— bei krummliniger mit constantei 
Geschwindigkeit 23. 

— nur abhängig von Zeit, Ort und Ge- 
schwindigkeit 36. 

— dieselbe wirksam auf verschiedene 
Masse npunkte 20. 

— zerl^ nach Tangent«, Haupt- und 
Binormale einer festen Bahn ö&. 
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Gleichgewicht 
Körper, allgcm 



Bedingungen 



Beispiel: ein aufrecht schwimmen- 
der Kreise; hnder 337. 

K raft, conscrvative, deren Compo- 
nenten durch ein Potential ansdriick- 
bar sind 90. 

Kr&fte, auf einen starren Kör- 
per ansgeäbt, verschiebbar in 
ihrer Richtung H4. 

— zusammensetzbar za einer Kesulti- 
renden 149. 

— desgl. zu einer Eesultirenden und 
einem um deren Kicbtung wirkenden 
Drehungsmoment 151. 

Kiaft, lebendige, fär einen Massen- 
punkt 82. 

— fiir ein Pnnkteystem 126, 

— ihre Zerlegung in innere und 
Süssere 129. 

— för einen starren Körper 169. 
Kräftemittelpunkt 154. 
Kraftlinien 91. 

Kreisel, sei« Widerstand gegen eine 
Drehung seiner Aie 230. 

Kreisetbewegnngen 240. 

Kngel nnd Kugelschaalen, in con- 
centriachen Schichten homogen, ihr 
Potential und ihre Anziehung auf 
Süssere nnd innere Punkte 264. 

— ihre Anziebnug auf einander 2TT. 
Kugel, starre, ruhend in einem 

Btrome ;; einer idealen Flüssigkeit 
352. 

— geradlinig bewegt in einer im Un- 
endlichen ruhenden Flüssigkeit, die 
eine Potentialbewegung besitzt 354, 

— desgl. wenn die Flüssigkeit Wirbel 
enthält 379. 

— ruhend in einer ebenfalla im Un- 
endlichen ruhenden, im Endliehen 
bewegten Flüssigkeit 390. 

— rotirend in einer nach aussen un- 
begrenitcn oder durch eine concen- 
triache Kugel begrenzten reibenden 
Flassigkeit 406. 

— geradlinig fortschreitend in einer 
unendlichen reibenden Flüssigkeit 
409. 

Kugel, gegen welche constante Drucke 
wirken, als Begrenzung eines Hohl- 
raumes in einem unendlichen elasti- 
schen Medium 429. 

— Hofal-, elastische unter constantem 
äossem und innem Dmck 430. 

— elastische, defonnirt in Folge ihrer 
eigenen Gravitation 430. 

Kugelwellen in einem nnendticben 
eustisches Medinm 469. 



Masse, Definition gleicher Quantität 

für verschiedene Substanzen 13. 
Masse, apecifische, identisch mitDichte 

Massenmittelpunkt, Definition 110. 

— seine Bewegung bei zwei freien 
Massenpnnkt«n 113. 

— desgl. bei einem Punktsystem 122. 

— desgl. bei einem starren Körper 24S, 
s. auch Schwerpunkt 

KiveanfUcbe 318. 

OberfUchenbcdingun^en, allge- 
meine, fiür nichtötarre Korper 292 u. 
302. 

— fflr eine ideale Flüssigkeit 314. 

— fflr eine reibende Flüssigkeit 395. 

— fiir einen claBtischeu Körper 413. 

— desgl. für den Fall einer Potential- 
deformation 419. 

— desgl. für den Fall der gleichför- 
migen Drillung 434. 

Parallelogramm der Geschwindig- 
keiten 7. 

— der Kraft« 2J. 

Pendel, einfaches; Cycloidenpendel 
82. 

— Kreispendel bei unendlich kleinen 
Amplituden 64. 

— sphärischeB de^l. 64. 

— Fouoault'sches 71. 

— Fehlerquelle hierbei 69. 

Pendel, zusammengesetztes, be- 
nutzt zur Bestimmung der Be- 
schleunigung durch die Schwere 207. 

— Schwingungsdauer hei endlicher Am- 
plitude 20S. 

— Beobachtung der Schwingungsdauer 
209. 

— • Fadenpendel 213. 

— Elimination Ton Inhomogenitäten 
der Substanz 214. 

— Einflnes der Aufhängung 215. 

— Theorie der Wirkung einer nach 
Rinem Kreiscjlinder abgestumpften 
Schneide 216. 

— Einrichtung von ßeasel 218. 

— Einfluss der Luft 220. 

— Beversionspendel 221. 

— Elimination der Abstumpfung der 
Axenschneiden 229. 

— Justiren 224. 

— Elimination des Einfiuasee der Luft 
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Phaae einer OecUlaöon 27. 
Piezometer, seine Theorie 423. 
Potential, im weiteren uud engeren 

Sinne 8T. 
~- Bedingung ßlr Existenz des letzte- 



r Ne' 



II At- 



PotentUi dl 

traction einzelner Massen punkte 

— rSnmlich vertheilter Massen auf 
ferne Punkte 258. 

— desgl. auf unendlich nahe Punkte 
262. 

— von in concentrischeu Schichten 
homogenen Kugeln nnd Kngel- 
schaiuen auf äussere nnd innere 
Punkte 264. 

— der Wechselwiikung zweier räum- 
licher Massen 2T1. 

— desgl. tüT zwei einander ferne Massen 
274. 

— desgl. Bit zwei Kugeln oder Kugel- 
echaalen 277. 

Potential Newton'schea, einzel- 
ner und gepaarter Massen- 
6 unkte, benutzt zur Ableitung von 
escbwindlgkeitspotentialcn fiir ide- 
ale Flüssigkeiten 348. 

— ebenso von Wirbelfunctionen 378. 

— angewandt zur Ableitung- von De- 
formationspotentialeu für elastische 
Körper 429. 

— ebenso von Drillnngspotentialen 
438. 

Potential, logarithmisches, ein- 
zelner und eepaarter Funkte, 
benutzt zur Ableitung von Geschwin- 
digkeitspotentialen 356. 

— ebenso von Wirbelfunctionen 380. 

— angewandt zur Ableitung von De- 
formationspotentialen für elastische 
Körper 427. 

Poteutialbewegung einer idealen 
Flüssigkeit 342. 

— desgl. in Folge von Wirbeln 381. 

— einer reibenden Flüssigkeit 399. 
Potentialflachen für Kräflepoten- 

tiale 91. 

— der Attraction räumlich ansgedehn- 
ter Massen auf ferne Punkte 262. 

— für Geschwindigkeitspotentiale .144. 

— fttr DeformationspotentiEile 417. 
PrKcession 245. 

Princip der Gleichheit von Wirkung 
nnd Gegenwirkung 112. 

— der commnnicirenden Röhren SIT. 



- .Frage, 



eile: 



■ rrtigc, HUHU Ulli (Wjrj/or auj juulc- 

rJeller Punkt zu behandeln ist 248. 



Körper als raate- 



'ofgt, Elsm. MKhuik. 



— in der Ebene, reciprok z 
punkten 384. 

Quetipaare im Baume 350. 

— äquivalent mit unendlich 
Wirbelriogen 383. 

— in der Ebene 857. 

— äquivalent mit Wirbelpaare 
Quercontraction nnd Dils 

dnee cjlindrischen Blastiscn< 
pers 42G. 



481 
Ranme 

Wirbel- 
kleinen 



58. 



nsdruck ftester Oberflächen 



— fester Curven 58. 

— eines FlOssigkeitsstrahles 363. 

— eines Gasstrahles 371. 
Keflexion, normale, ebener Wellen 

in einem unendlichen elaedscfaen Me- 
dium an einer ebenen festen Wand 
454. 

— desgl. an einer ebenen freien Ober- 
fläche 459. 

— von Seilwellen an dem Befesti- 
gungspnokt 459. 

Reibung, gleitende, von starren 
Körpern an festen Bahnen 74. 

— vollkommene 350. 

— rollende 253. 

— innere von Flüssigkeiten 391. 

^- äussere von Flüssigkeiten, anein- 
ander oder an festen Wänden 395. 
Repräsentanten 7. 
Rönre, commnnicirende 819. 
Rotation s. Drehung. 
RotatioDsmoment eines Wirbels 316. 



Saite, allgemeine Gleichnngen ihrer 
Bew^;ung 445. 

— unbegrenzte 452. 

— einseitig befestigte 459. 

~ beiderseitig befestigt« 462. 
ScaUien 4. 

Schraubenbewegnng 140. 
Schwere, ihre Beschleunieong 32. 

— deren Bestimmung mittelst des Pen- 
dels 207. 

— und Gravitation 104. 

— auf den Mond wirkend 108. 

^ ihre Aenderung an der Erdober- 
fläche 268 u. 270. 

Schwerpunkt oder Massenmittel- 
punkt, Definition 154. 

— für ein System von in ihren Enden 
verbundenen homogenen Geraden 156. 

— für homogene Polrgone und daraos 
znsammengefligte Gebilde 157. 

— für homogene Polyöder 157. 
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— Methoden 
210. 



Schwerpunktodei MsseeDmittel- 
punkt fär einen bomogenen Kreis- 
bogen 157. 

— für ein homogenes Kugelfl&ehenseg- 
ment 158. 

— für einen homogenen Kugebeclor 
159. 

— EinfluBS einer Inhomogenität 158. 

Schwingungen in einem elasti- 
schen Medium, transversale und 
longitudinale 451. 

— fortschreitende SinusBchwingungeu 
452. 

•- stehende Sinus-achwingui^en 453. 
Schwingungsdauer des Cyvloiden- 
pendels 62. 

— cJes Kreiapendels bei unendlieh klei- 
ner Amplitude 64, 

— deagl. bei endlicher Amplitude 
208. 

au ihrer Beobachtn:^ 

n Wellen in einem dumh zwei pa- 
rallele Ebenen begrenzten ciasüscben 
Medium, allgemein 465. 

— bei epecieller Erregung 467. 

— von offenen und gedeckten Pfeifen 
467. 

— von Saiten 467. 
Schwingungsknoten und BSuche 

bei stehenden Siniuschwingungen 

466. 
Senken nnd Qaelleu 348; s. aneh 

Quellen. 
Stabilität desGIeichgenichts von 

Masaenpunkten auf festen Oberflächen 

nnd CWven 74. 



— eines starren Körpers desgl. 273. 

— eines auf einer Flüseigkeit schwim- 
menden schweren Körpers 334. 

StoBB zweier Massenpunkte 119. 

— desgl. zweier Punktsysteme 130, 

— Bweier weicher Körper 131. 
Stoss oder Druck eines Flüssigkeita- 

strahles 365. 

— eines Gasstrahles 371. 
Strömung einer reibenden Fliissigkeit 

in einer Spalte 401. 

— deegl. in einem offenen Canal 402. 

— desgl. in einem Hohloyiinder 403. 
Stromcurven oder -linien 341. 
Stromf&den 341. 



rbeorie der Waage 175. 
— der bi£taren Aufhängung unter 
Eücksicht anf die Drillung der Fäden 



Theorie der Atwood'scben Fall- 
maschine unter Rücksicht auf das 
Trägheitsmoment der Rolle, dae Ge- 
wicht des Fadens und die Axenrei- 
bnng 195. 

— gedämpfter Schwingungen bei kl«- 
ner Amplitude 197. 

— der Anwendung des Pendels zur 
Bestimmui^ der Beschleunigung 
dnrch die Schwere 207, 

— des Pigzometers 423. 
Torsion s. DriUung. 
Trägheit 2 
Trägheitsmoment eines starren 

Körpers, Definition 162. 

— eines zusammengesetzten Körpers 
162 

Trägheitsmoment eines starren 
Körpers, um verschiedene Aien 
durch einen Punkt 163. 

— um parallele Äsen 165. 

— für eine homogene Kreisscheibe 167. 

— für einen Kreiscjlinder 167. 

— für eine Kugel 168. 

— für ein dreiaiiges EUipsoid 168. 

— seine empirische Bestimmung 201. 

Vectoren 4. 

Verrückung, allgemeinste, eines star- 
ren Körpers 132. 

— ihre Zerlegung in Verschiebungen 
und Drehungen 138, 

— allgemeinste stetige, eines nicht- 
starren Körpers 279. 

— ihre Zerlegung in Verschiebungen, 
Drehungen und Dehnungen 280. 

Verschiebungen eines starren Kör- 
pers 134. 

— ihre Zusammensetzung und Zer- 
legung 138. 

Waage, ihre Theorie 175. 

— Elimination der Axenreibnng 206. 

Wellen, ebene, in einem unend- 
lichen elastischen Medium, 
ihre Erregung und Fortpflanzung, 
wenn keine Begrenzung vorhanden 
ist 445, 

— ihr Verhalten, wenn an einer paral- 
lelen Ebene die Verrückung gegeben 
ist 454. 

— desgl. wenn daselbst die Spannung 
oder die äussere Druckkraft gegeben 
ist 459. 

— desgl. wenn das Medium durch zwei 
parallele Ebenen begrenzt ist 462. 

— Kugel- 469. 

Wirbel in idealen Flüssigkeiten 371. 

— in reibenden Flüssigkeiten 399. 
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■Wirbelcomponenteo 311. 

— Werihe dafür, entwickelt ana dem 
Ne wton'schen Potential voaMassen- 
ponkten .878. 

— ebeDHO aus dem logaritbinisclieD 
Potential SSO. 

WirbelfSden und -linien, Defini- 
tion S74. 

— geradlinige parallele mit constanter 
Eotationsgeschwiadigkeit 377. 

— kreisförmige, mit auf concentri- 
triachen Kugeln constanter Geschwin- 
digkeit 3T8. 

~ desgl. auf coaiialeu Kreiscjlindem 
360. 

— geschlossene, in Meridian ebenen lie- 
gende SSO. 

— geradlinige, normal zu einer Äxe 
stehende 381. 

— geradlinige parallele bewegen sich 
gegenseitig 386. 

Wirbelf unctionen 376. 

— ihre Eigenschaften ausserhalb des 
mit Wirbeln erfüllten Uanmes 381. 

Wirbelpaare in der Ebene äquiva- 
- lent mit Quellpaaren 385. 



Wirbelringe, unendlich kleine, im 
^ome äquivalent mit Quellpaaren 

Wurf, verticaler 33. 

— schiefer 46. 

— auf rotirender Erde i1. 



Zerlegung der lebendigen Kraft eines 
Pnnktsystems 129. 

— unendlich kleiner Verrtlckungen 
eines starren Körpers 134. 

— unendlich kleiner stetiger Ver- 
rückungen eines nichtstarren Kör- 
pers 280. 

Zerlegung undZusammensetzung 
von gleichförmigen Geschwindig- 

— von Impulsen 12. 

— von Beschleunigungen 19. 

— von KrÄften 21. 

— von Drehungen 131. 

— von Drehnngsmomenten 141. 
Zusammensetzung von Kräften, die 

auf einen starren KSrper wirken 
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H die zweite Fonnel lauten: 



F, = V- 



giny. 



« (•■ ■(- 9,) 

S. 29 Z. e T. u. ist /, dnrcli t,' zn enetaen. 

S. 113 Z, 9 V. u. muBB etehen „dritten" statt „zweiten". 

S. 122 Z. 4 T. Q. mnsa stehen „Massenmittelpunktes" statt „Schwerpunktes". 

8. 126 Z. 12 V. o. mum (100*) eteben statt (98'). 

8. 126 Z. 15 T. o. ist dt zu streichen. 

8. 295 Z. 16 V. o. fehlt die Beseichnnng der Fonnel (I9~). 

8. 314 Z. 15 n. 16 v. o. mvue 0, an Stelle von C stehen. 

8. 384 iet der An&ng des Z. 11 v. u. beginnenden Satzes besser so zn 
formnliereu: 

„Bei ebenen Bewegungen einer unendlichen Flüssigkeit sind die Probleme 
einzelner Quellen und einzelner Wirbel insofern reciprok zn einander, als, 
wenn man die Quellen so mit Wirbeln vertaoscht, dass . . .". 
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Si 28, Z. U nnd 16 v. a. Uea a 1-^-1 -M statt a. 

S. 33, Z. Ifi V. u, setze 20 an 8t«ile von C. 
8. 33, Z. 15 V. u. setze 2g an Stelle von j'. 
S. 33, Z. 1 V. u. ersetze die letzte Formel (38) durch: 

S 35 Z 10 V n lieg + O, Btatt = C,. 

S 38 I3t naeh Z 20 von oben cinzuBchalten: 

Hit.r wie fteiterliin, ist mit l der natürliche Logarithmne 

bezeichnet und dieser Satz dafür S. 40, Z. 20 v. o. zu 

streichen 
S 69 Z B V u lies 

iSt der zweite Tlieil von der Geschwindigkeit unabhängig, 

Bo lässt er sieh als 
S 71 Z 7 V B lies -L für L, 
8 71 Z 5 V u eb nso - »1 fiir «. 
8 7fi 7 10 V o lies liorizontaler" statt „ebener". 
8 113 Z 9 T u lies dritten" statt „ersten". 
S 116 Z 15 V u fehlt nach m," das Zeichen .... 
S 119 Z 19 V o lies MassRumitteli)uiikteä" statt „Scliiverpunkt«s" 
S 128 7 2 V u hes Massenmittelpunkt" statt „Schwerpunkt". 
8 129 Z 2 V o dcsgl 
S 130 Z 8 y u hes 120 statt 20. 
S 131 ist in 'ijatem (10') (7 und T zu vertausclien. 
8 168 Z 19 V o hes (Ä=-ii=)' statt (ß'-«'). 
h 1-9 Z 3 V u h B (x,y,-y,»;,) statt («;,!/, -y.j:,). 
S 195 Z 6 V o hes qi + a/b statt if. 
S 203 Z 10 V n lies siupr„ statt sinr^ 
S 210 Z 21 V o hes ein System linearer Gleiclrangen" statt 

Gleichungss} stem 
8 227 Z 9 V u lies 

Korper sind die doppelten Geschwindigkeiten der Flächen- 



S 229 Z 


11 V u hes / statt o'. 


S 229 7 


10 V « lies . statty. 


S 229 i 


8 V u lies A Aie"-Btatt „C-Axo". 


S 233 Z 


19 V u lies (13"') statt (13"). 


S 235 Z 


13 und 14 V n ist Ä und C vertauscht 


S 249 Z 


4 V u hes S U; statt S', JC 


S 382 Z 


5 V u lies t. I, » statt U, V, fV. 


S 398 Z 


5 V n lies +flF,. statt -haVt,. 


S 418 7 


1 V n Itts Jif = CoHst. statt J<p = 0. 




ft) (pJ 


S 455 Z 


9 V lies J" statt f. 




Ip (p.) 


8 484 Z 


4 V lies ersten" statt „zweiten". 
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